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Resumen

En este trabajo, estudiamos distintos aspectos de las Teoŕıas de Campos en fondos

no triviales, teniendo como objetivo el análisis del Efecto Casimir en presencia de me-

dios no homogéneos. A lo largo de esta tesis, tuvimos la mirada puesta en el estudio

de las divergencias que las teoŕıas presentan en medios discontinuos y en la validez del

llamado Principio de Trabajos Virtuales. Utilizamos un campo escalar con masa varia-

ble como modelo simplificado para el estudio de las fluctuaciones del vaćıo del campo

electromagnético en presencia de medios no homogéneos, con la masa jugando el papel

de la permeabilidad/permitividad. Utilizando técnicas de la Teoŕıa Cuántica de Cam-

pos en Espacios Curvos, obtuvimos las divergencias esperadas para los valores medios

⟨ϕ2⟩ y ⟨Tµν⟩ en la teoŕıa escalar. Calculamos estos valores medios perturbativamente,

en potencias de la masa, y obtuvimos expresiones formales válidas a todo orden, para

luego estudiar en detalle el primer y segundo orden del desarrollo. Luego aislamos las

divergencias obtenidas por regularización dimensional y evaluamos las partes finitas.

Con el desarrollo para ⟨Tµν⟩, obtuvimos la enerǵıa orden a orden, y calculamos la

fuerza entre regiones con distinta masa al orden más bajo no trivial. Obtuvimos la fuer-

za como la derivada de la enerǵıa respecto a la posición de los cuerpos interactuantes.

La consistencia de este resultado con la presión sobre los cuerpos debido al campo es

lo que en la bibliograf́ıa se conoce como Principio de Trabajos Virtuales. Demostramos

el Principio de Trabajos Virtuales para una configuración general y a todo orden para

esta teoŕıa.

Finalmente, reobtuvimos algunos resultados utilizando el formalismo de la Acción

Efectiva, y mostramos como generalizarlos al caso en que los backgrounds dependen

del tiempo. En este caso, se vuelve imprescindible utilizar el formalismo de Schwinger-

Keldysh o de Camino Temporal Cerrado.
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Abstract

In this work, we studied different aspects of Quantum Field Theories in non-trivial

backgrounds, where we intend to analyse the Casimir Effect in inhomogeneous media.

Throughout this thesis, we had an eye on the study of divergences appearing in theories

presenting discontinuous media, and the validity of the so-called Principle of Virtual

Works. We used a scalar field with a variable mass as a simple model for the study

of the vacuum fluctuations of the electromagnetic field in inhomogeneous media, with

the mass playing the role of permeability/permittivity. Using techniques of Quantum

Field Theory in Curved Spacetimes, we obtained the divergences of the mean values

⟨ϕ2⟩ and ⟨Tµν⟩ for the scalar theory. We did the calculations of these mean values

perturbatively, in powers of the mass, and obtained formal expressions valid up to

every order. Afterwards, we studied in detail the first two terms of the expansion.

Furthermore, we isolated the divergences obtained under dimensional regularization,

and we evaluated the finite parts.

Using the expansion of ⟨Tµν⟩, we obtained the energy up to every order, and we

did the calculation of the force between regions with different masses up to the first

non-trivial order. We obtained the force as the derivative of the energy with respect to

the position of the interacting bodies. The consistency of this result is what is known in

the bibliography as the Principle of Virtual Works. We proved the Principle of Virtual

Works for a general configuration and to every order for the scalar theory we studied.

Finally, we reobtained some results using the formalism of the Effective Action, and

we showed how to generalize the results to the case where the background depends on

the time. In that case, one must use the Schwinger-Keldysh formalism, also known as

Closed Time Path formalism.

v
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Para los elementos de espacios curvos vamos a seguir las convenciones utilizadas en
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La derivada parcial ∂µ

La derivada covariante ∇µ
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Caṕıtulo 1

Introducción y motivación

A mitad del siglo pasado, Casimir presentaŕıa su trabajo sobre las fuerzas debidas

a la enerǵıa de punto cero del campo electromagnético [2]. El sistema estudiado por

Casimir consist́ıa en dos conductores planos sin carga. Los mismos estaŕıan sujetos a

una fuerza atractiva que sólo puede ser explicada a través de la teoŕıa cuántica del

electromagnetismo. El resultado de Casimir ha sido generalizados de muchas maneras,

en particular, Lifshitz estudio la fuerza de Casimir para dos semiespacios de permitivi-

dad ϵ1 y ϵ2 separados por una región de permitividad ϵ3[3]. A su vez, se han obtenido

resultados para otras geometŕıas, conductores imperfectos, cuerpos descriptos por la

permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética, correcciones térmicas, etc [4].

En los últimos años se han discutido generalizaciones de la configuración de Lifshitz

en la que las permitividades son inhomogéneas, y el problema de definir uńıvocamente

el tensor enerǵıa-impulso en estas configuraciones no ha sido completamente resuelto[5].

Si escribimos el Lagrangiano del campo electromagético en presencia de permitivida-

d/permeabilidad arbitrarias tenemos una teoŕıa cuántica del campo electromagnético

en presencia de otros campos que son clásicos y que describen la permeabilidad y la

permitividad. O sea, una teoŕıa de campos en un fondo no trivial. Dada esta analoǵıa,

es de esperar que las técnicas desarrolladas para estudiar las fluctuaciones del vaćıo de

campos cuánticos en presencia del campo gravitacional clásico se puedan utilizar para

entender algunos aspectos del efecto Casimir.

La discusión sobre la renormalización en la configuración de Lifshitz generalizada

es tema actual de debate. Algunos autores han desarrollado métodos de renormaliza-

ción basados en el trabajo original de Lifshitz et. al. [6][5]. Otros han ideado nuevos

métodos basados en consideraciones microscópicas [7]. Los autores de estos métodos de

renormalización han reportado la aparición de anomaĺıas. Como veremos, estas ano-

maĺıas están relacionadas con el llamado principio de trabajos virtuales, que establece

la igualdad entre la presión que siente un cuerpo debido a las fluctuaciones del campo

electromagnético con la variación de la enerǵıa al desplazarlo infinitesimalmente.

1
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Algunas de las preguntas que motivan esta investigación son: ¿cómo se calcula el

valor medio del tensor de enerǵıa-impulso para un campo cuántico en un medio no

homogéneo? ¿Cómo son las divergencias? ¿Luego de renormalizar, persisten divergen-

cias que influyan en el cálculo de la fuerza de Casimir? ¿Vale el principio de trabajos

virtuales? ¿Qué suponemos sobre los medios inhomogéneos cuando los cuerpos se des-

plazan? Como primer paso para estudiar este problema vamos a considerar un modelo

de juguete de un campo escalar con masa variable y vamos a usar un cálculo pertur-

bativo en la masa (que seŕıa análogo a tener medios electromagnéticos diluidos, en los

que ϵ ≃ µ ≃ 1). Si bien esta es una limitación, nos permitirá considerar geometŕıas

arbitrarias. La asociación de nuestro modelo se muestra esquemáticamente en la figura

1.1. El problema de las divergencias del ⟨Tµν⟩ fue estudiado en este contexto [8]. Sin

embargo, alĺı se calculó solamente el ⟨Tµν⟩ a primer orden en la masa variable. Si bien

ese cálculo permitió aclarar algunos aspectos del comportamiento de las distintas com-

ponentes del ⟨Tµν⟩ (como la densidad de enerǵıa), a ese orden no es posible obtener las

fuerzas entre distintos objetos.

με

με

m

m

Aμ

μ(x),ε(x)
φ
m(x)

Figura 1.1: A modo de ilustración, se muestra como un campo escalar con una masa m(x)
que depende de la posición, modela un problema mas complejo, de un campo electromagnético
con permeabilidad µ(x) y permitividad ϵ(x). En este modelo, los cuerpos son regiones del espacio
con un valor particular de m(x).

Si bien todav́ıa quedan muchas preguntas por responder, varias de las cuestiones

mencionadas anteriormente fueron resueltas. Para empezar, los resultados perturbati-

vos que obtuvimos del tensor enerǵıa-impulso, una vez renormalizados con las técnicas

de QFT en fondos no triviales, conservan solo divergencias de borde, las cuales apare-

cen al considerar medios discontinuos. Estas divergencias, por otro lado, no aparecen

en el cálculo de la fuerza de Casimir. El principio de trabajos virtuales establece que es

lo mismo calcular la enerǵıa de un sistema y derivar respecto de la posición de uno de

los cuerpos que integrar la presión alrededor de su superficie. Mas adelante, probare-

mos que el principio de trabajos virtuales es valido para este sistema con los métodos
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de regularización y substracción apropiados. También veremos como el principio de

trabajos virtuales emerge de la no conservación del tensor enerǵıa impulso debido al

fondo.

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el caṕıtulo 2 sentaremos las ba-

ses de una teoŕıa cuántica de campos en un espacio curvo, estableciendo las diferencias

con la teoŕıa de campos en espacio-tiempo de Minkowski. En el caṕıtulo 3 analizaremos

las divergencias del tensor enerǵıa impulso y daremos una intuición al paralelismo entre

un espacio curvo y un campo con masa variable. En el caṕıtulo 4 haremos los cálculos

perturbativos del ⟨ϕ2⟩, el ⟨Tµν⟩ y la enerǵıa de un campo con masa variable a todo

orden. Luego evaluaremos los casos particulares de primer y segundo orden, separando

las partes divergentes según corresponda. En el caṕıtulo 5 evaluaremos la enerǵıa en

una configuración en la que la masa es no nula en dos regiones disjuntas. Calcularemos

la enerǵıa de ese sistema y la fuerza que se ejercen los cuerpos. Luego extenderemos el

cálculo al caso en que los cuerpos están separados por un medio con una masa distinta

y finalmente al caso en que estén inmersos en un fluido. En este caṕıtulo estudiare-

mos tambien las divergencias superficiales que aparecen al mirar masas discontinuas.

Divergencias que, como veremos, no afectan a la fuerza de Casimir. En el caṕıtulo 6

daremos una demostración del Principio de Trabajos Virtuales, y luego en el caṕıtulo

7 daremos dos ejemplos expĺıcitos del mismo.Por último, en el caṕıtulo 8 abordaremos

el cálculo de la enerǵıa de Casimir y el tensor enerǵıa impulso utilizando la acción

efectiva. Veremos que cuando la masa es independiente del tiempo, los cálculos pueden

realizarse utilizando la acción efectiva usual. Sin embargo, para masas dependientes del

tiempo se hace necesario recurrir al formalismo de camino temporal cerrado (CTP) o

de Schwinger-Keldysh.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de campos en fondos no

triviales

La teoŕıa de campos en fondos no triviales presenta ciertas similitudes con la teoŕıa

de Minkowski. Pero también presenta ciertas diferencias sustanciales, un ejemplo de

esto es la no unicidad del estado de vaćıo, como veremos más adelante. En este caṕıtulo

nos encargaremos de desarrollar aspectos básicos de la teoŕıa de campos en espacios

curvos. Los desarrollos de este caṕıtulo se encuentran discutidos en la bibliograf́ıa [1],[9].

2.1. Descripción clásica

Un caso de teoŕıa cuántica de campos (QFT) de particular interés es el campo de

Klein-Gordon, o campo escalar. Este es el campo de una part́ıcula con spin 0. En un

fondo no trivial el lagrangiano del campo escalar es

L =
1

2

√
−g(x)[gµν∇µϕ∇νϕ−m2ϕ2 − ξR(x)ϕ2], (2.1)

donde R(x) es el escalar de curvatura y ξ la constante de acoplamiento entre el escalar

de curvatura y el campo.

Se considera como fondo no trivial una métrica distinta de Minkowski, es decir un

espacio curvo. Más adelante consideraremos campos con masa variable. La acción tiene

la forma usual

S =

∫
ddxL, (2.2)

donde estamos considerando una teoŕıa en d dimensiones. La ecuación de movimiento

se obtiene minimizando la acción

(□+m2 + ξR)ϕ = 0, (2.3)

4



2.2 Cuantización 5

donde □ = gµν∇µ∇µ. Dos valores particulares que puede tomar ξ y que son de parti-

cular interés son ξ = 0, que es el caso de acoplamiento mı́nimo, y ξ = 1
4
d−2
d−1

, que es el

caso de acoplamiento conforme.

El tensor enerǵıa impulso se obtiene a partir de la acción como

T µν = − 2√
−g(x)

δS

δgµν(x)
, (2.4)

con lo cual para el lagrangiano 2.1 obtenemos

T µν = (1− 2ξ)∇µϕ∇νϕ+ (2ξ − 1

2
)gµν∇ρϕ∇ρϕ− [ξ(Rµν − 1

2
gµνR)ϕ2 − 1

2
gµνm2ϕ2]

− 2ξϕ∇µ∇νϕ+ 2ξgµνϕ∇ρ∇ρϕ.

(2.5)

2.2. Cuantización

Definimos el producto interno

(ϕ1, ϕ2) = −i

∫
Σ

ϕ1(x)
↔
∂µϕ

∗
2(x)[−g(x)]

1
2dΣµ, (2.6)

donde dΣµ = nµdΣ, siendo nµ el vector normal a la superficie Σ y Σ es una hiper-

superficie espacio-temporal. Con este producto interno se pueden hallar un conjunto

completo de soluciones ortonormales

(ui, uj) = δij, (2.7a)

(u∗
i , u

∗
j) = −δij, (2.7b)

(ui, u
∗
j) = 0, (2.7c)

Con este conjunto de soluciones etiquetadas por el ı́ndice i se puede desarrollar el

campo.

ϕ(x) =
∑
i

[aiui(x) + a†iu
∗
i (x)]. (2.8)

Para cuantizar el campo imponemos las relaciones de conmutación.

[ai, a
†
j] = δij, (2.9a)

[ai, aj] = 0, (2.9b)

[a†i , a
†
j] = 0. (2.9c)



2.2 Cuantización 6

Los a†i y ai son los operadores de creación y destrucción, y de forma análoga a como

se hace en el espacio-tiempo de Minkowski, se puede construir el espacio de Fock a

partir de éstos. Para empezar definimos un estado de vaćıo |0⟩ como el que es anulado

por todos los operadores de destrucción

ai |0⟩ = 0, ∀i. (2.10)

Podemos también generar nuevos estados aplicando operadores a†i , de forma que

|1i⟩ = a†i |0⟩ , (2.11)

y en general podemos construir

a†i |ni⟩ =
√
n+ 1 |(n+ 1)⟩ , (2.12a)

ai |ni⟩ =
√
n |(n− 1)i⟩ , (2.12b)

de forma análoga a como se trabaja en espacio tiempo de Minkowski.

En este punto debemos hacer una distinción con el caso del espacio-tiempo de

Minkowski. En Minkowski existe un sistema de coordenadas natural, las coordenadas

rectangulares (t, x, y, z), las cuales a su vez, están asociadas al grupo de Poincaré. Esto

nos da un conjunto de modos naturales, aquellos asociados al vector de Killing ∂t.

En un espacio curvo el grupo de Poincaré ya no es un grupo de simetŕıas y no existe

a priori un sistema de coordenadas privilegiado en el cual se pueda definir un conjunto

de modos. Esto nos da una ambigüedad en la definición del estado de vaćıo.

Es importante enfatizar que una elección diferente de la base de soluciones da lugar

a un conjunto distinto de operadores de creación y destrucción, ā†i y āi, que a su vez

generan un estado de vaćıo diferente |0̄⟩.
Nos queda por definir un objeto más que será de utilidad principal a lo largo de toda

esta tesis, este es el propagador de Feynman. El propagador de Feynman se obtiene del

valor medio del orden temporal de operadores de campo,

iGF (x, x
′) = ⟨0|T (ϕ(x)ϕ(x′)) |0⟩ , (2.13)

una de las propiedades mas importantes del propagador es que aplicándole la ecuación

de movimiento se obtiene

[□+m2 + ξR]GF (x, x
′) = −[−g(x)]

1
2 δd(x− x′). (2.14)

Por otro lado, el propagador nos permite calcular expĺıcitamente ciertos valores

de expectación. Como se puede ver en la ecuación 2.13 tomando el limite x′ → x

obtenemos el valor medio del campo al cuadrado. Más adelante en este caṕıtulo daremos
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las propiedades que nos interesan para poder utilizar luego.

2.3. Vaćıo adiabático

Queremos definir un estado de vaćıo adecuado para el estudio de las divergencias

del tensor de enerǵıa impulso. Para definir este estado de vaćıo comenzamos por consi-

derar un espacio tiempo de Robertson-Walker plano, con elemento de ĺınea en tiempo

conforme

ds2 = C(η)[dη2 −
∑
i

(dxi)2]. (2.15)

Los modos normales para el caso de un acoplamiento conforme son

uk⃗ = (2π)
1−d
2 C

2−d
4 (η)eik⃗·x⃗χk(η), (2.16)

al introducir estos modos en la ecuación 2.3 obtenemos la ecuación para χk

d2

dη2
χk(η) + ω2

k(η)χk(η) = 0, (2.17)

donde ωk(η) es

ω2
k(η) = k2 + C(η)m2, (2.18)

y k = |⃗k|. Esta ecuación explicita la relación entre un espacio curvo y un campo cuya

masa vaŕıa, esto será de central importancia para los caṕıtulos siguientes. Proponemos

una solución para χk de la forma

χk = (2Wk)
− 1

2 e−i
∫ η Wk(η

′)dη′ , (2.19)

esto es una solución de tipo WKB, luego insertando esta en la ecuación 2.17 obtenemos

W 2
k (η) = w2

k(η)−
1

2
(
Ẅk

Wk

− 3

2

Ẇk
2

W 2
k

). (2.20)

Para resolver esta última ecuación hacemos un desarrollo adiabático, esto es, un

desarrollo en el número de derivadas. Al orden mas bajo se obtiene

W
(0)
k (η) = ωk(η), (2.21)

luego usando esa solución en la ecuación 2.20 obtenemos el segundo orden

[W
(2)
k (η)]2 = ω2

k −
1

2
(
ω̈k

ωk

− 3

2

ω̇k
2

ω2
k

). (2.22)
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Se define el vaćıo adiabático de orden A, |0A⟩, como el estado de vaćıo asociado a

la base que se obtiene por medio de la aproximación WKB a orden adiabático A.

Es importante recalcar que la aproximación WKB es válida en general en el ĺımite

de k grandes, ya que en este ĺımite se cumple que ω̇k ≪ ω2
k, es decir, la frecuencia es

lentamente variable. Como los modos de campo con k grandes son los que determinan

el comportamiento ultravioleta del propagador, esperamos que esta aproximación sea

adecuada para estudiar GF (x, x
′) en el ĺımite x → x′. En el próximo caṕıtulo mostra-

remos cómo calcular el propagador adiabático para una métrica arbitraria.

2.4. El modelo

El modelo al que nos vamos a referir durante gran parte de esta tesis es el de un cam-

po escalar cuántico acoplado a un campo clásico σ2 con una constante de acoplamiento
λ1

2
. Entonces, la acción de nuestro modelo seŕıa

S =
1

2

∫
ddx
√

−g(x)[∇µϕ∇µϕ−m2
1ϕ

2−ξ1ϕ
2−λ1

2
σ2ϕ2+∇µσ∇µσ−m2

2σ
2−ξ2σ

2−λ2

12
σ4],

(2.23)

donde ϕ es nuestro campo escalar cuántico. Los campos obedecen la ecuaciones de

movimiento

(□+m2 +
λ1

2
σ2 + ξ1R)ϕ = 0, (2.24)

(□+m2 +
λ1

2
ϕ2 + ξ2R)σ +

λ2

6
σ3 = 0. (2.25)

El tensor enerǵıa impulso, en este caso será

T µν = − 2√
−g

δS

δgµν
= T (σ)µν + T (ϕ)µν , (2.26)

donde

T (ϕ)
µν = (1− 2ξ1)∇µϕ∇νϕ+ (2ξ1 −

1

2
)gµν∇ρϕ∇ρϕ− [ξ1(Rµν −

1

2
gµνR)− 1

2
gµν(m

2
1 +

λ1

2
σ2)]ϕ2

− 2ξ1ϕ∇µ∇νϕ+ 2ξ1gµνϕ∇ρ∇ρϕ,

(2.27)
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T (σ)
µν = (1− 2ξ2)∇µσ∇νσ + (2ξ2 −

1

2
)gµν∇ρσ∇ρσ − [ξ2(Rµν −

1

2
gµνR)− 1

2
gµν(m

2
2 +

λ2

2
σ2)]σ2

− 2ξ2σ∇µ∇νσ + 2ξ2gµνσ∇ρ∇ρσ.

(2.28)

A lo largo de este trabajo utilizaremos un tratamiento semiclásico, donde el campo

σ es un fondo clásico. Por otro lado, el campo ϕ será un campo cuántico, por lo que

estudiaremos los valores medios ⟨ϕ⟩ y ⟨T (ϕ)
µν ⟩. Siendo ⟨T (ϕ)

µν ⟩ el que nos dará la fuerza de

Casimir. De ahora en más, omitiremos el supráındice en el tensor enerǵıa impulso del

campo ϕ, y en el caṕıtulo 4 omitiremos también los sub́ındices en m1, ξ1 y λ1.

La metodoloǵıa de acción será el cálculo del propagador de Feynman, el cual con-

tiene información de los valores medios. Por ejemplo, si obtenemos el propagador de

Feynman podemos calcular el valor medio del campo al cuadrado de la siguiente forma

⟨ϕ2⟩ = − Im[GF (x, x
′)]
∣∣∣
x=x′

, (2.29)

o el valor medio del tensor enerǵıa impulso del campo ϕ en el espacio-tiempo de Min-

kowski como

⟨Tµν⟩ = − Im[(1− 2ξ)∂µ∂
′
νGF (x, x

′) + (2ξ − 1

2
)gµνg

ρσ∂ρ∂
′
σGF (x, x

′)+

− 2ξ∂µ∂νGF (x, x
′) + 2ξgµνg

ρσ∂ρ∂σGF (x, x
′)+

+
1

2
gµν(m

2 +
λσ2(x)

2
)GF (x, x

′)]
∣∣∣
x=x′

.

(2.30)

Con el tensor enerǵıa impulso podremos hallar la enerǵıa del sistema a través de la

integral del T00

E =

∫
d3x
√
−g(x)⟨T00⟩ . (2.31)

En el caṕıtulo 4 calcularemos ⟨ϕ2⟩, ⟨Tµν⟩ y E perturbativamente en potencias de λ

en el espacio-tiempo de Minkowski.



Caṕıtulo 3

Divergencias del ⟨Tµν⟩

En este caṕıtulo vamos a estudiar los distintos términos divergentes que pueden

aparecer en el valor de expectación del tensor enerǵıa-impulso. Para ello, estudiaremos

las divergencias que surgen en la acción efectiva, a partir de las cuales pueden obtenerse

las del valor medio del tensor de enerǵıa-impulso tomando la variación con respecto a

la métrica del espacio-tiempo. En el marco de la teoŕıa de campos en espacios curvos,

el análisis de las divergencias es importante ya que ⟨Tµν⟩ se utiliza como fuente en las

ecuaciones de Einstein, y los infinitos deben absorberse en las constantes desnudas de la

teoŕıa. En el contexto del efecto Casimir, las divergencias deben cancelarse al calcular

la fuerza entre distintos objetos.

Dado que las divergencias ultravioletas están relacionadas con el ĺımite x → x′

del propagador, empezaremos por dar un desarrollo adiabático del mismo, para luego

calcular la acción efectiva y finalmente los términos divergentes del tensor de enerǵıa-

impulso.

3.1. El propagador adiabático

El orden adiabático viene dado por el número total de derivadas de la métrica,

esto permite hacer un desarrollo para fondos que vaŕıan lentamente. Definimos, por

simplicidad GF como

GF (x, x
′) = (−g(x))

1
4GF (x, x

′), (3.1)

y trabajamos en el espacio de momentos, aśı que transformamos Fourier

GF (x, x
′) =

1

(2π)d

∫
ddke−ikyG̃F (k), (3.2)

donde yα son las Coordenadas Normales de Riemann centradas en x′ del punto x. En

estas coordenadas la métrica y el determinante de la misma son

10
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gµν = ηµν +
1

3
Rµανβy

αyβ +O(T 3), (3.3a)

g = −1− 1

3
Rγδy

γyδ +O(T 3), (3.3b)

siendo T una notación para el orden adiabático. A orden adiabático 2, la ecuación 2.14

queda

[−k2 +m2 + (ξ − 1

6
)R]G̃F (k) = −1 (3.4)

donde hemos omitido algunas sutilezas del cálculo [10]. De esta última expresión se

obtiene al orden más bajo

G̃(0)
F (k) =

1

k2 −m2
. (3.5)

Luego reemplazando el orden más bajo en la ecuación 3.4 se obtiene el desarrollo

del propagador a orden adiabático 2

G̃F (k) =
1

k2 −m2
+ (ξ − 1

6
)R(x′)

1

(k2 −m2)2
. (3.6)

De esta expresión para el propagador adiabático podemos hallar el valor medio del

campo al cuadrado como ĺımite de coincidencia x → x′. Para esto reemplazamos el

desarrollo en la ecuación 3.2 usando la prescripción iϵ del propagador de Feynman, la

cual daremos por sobreentendida.

⟨ϕ2⟩ = − Im{i(−π)
d
2

(2π)4
[
Γ(1− d

2
)

(−m2)2−
d
2

+ (ξ − 1

6
)R

Γ(2− d
2
)

(−m2)2−
d
2

]} (3.7)

y aislando la parte divergente se obtiene

⟨ϕ2⟩div =
1

d− 4

1

23π2
[m2 + (ξ − 1

6
)R], (3.8)

resultado que será importante en el caṕıtulo siguiente.

Es interesante remarcar que, en el caso particular de métricas de Robertson-Walker,

el propagador adiabático obtenido aqúı coincide con el que se obtiene utilizando la

aproximación WKB descripta en el caṕıtulo anterior [10].

3.2. La acción efectiva

Estamos interesados en definir una acción efectiva que nos permita obtener las

ecuaciones de Einstein semiclásicas. Para eso partimos de la función de partición
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Z[J ] =

∫
DϕeiSm[ϕ]+i

∫
ddxJ(x)ϕ(x), (3.9)

está evaluada en el caso de corrientes nulas da la amplitud de persistencia del vaćıo,

Z[0] = ⟨0, out|0, in⟩
∣∣∣
J=0

, (3.10)

la cual nos es útil debido a su relación con el ⟨Tµν⟩

2

(−g)
1
2

δZ[0]

δgµν
= i ⟨0, out|Tµν |0, in⟩ . (3.11)

En la aproximación adiabática el elemento de matriz ⟨0, out|Tµν |0, in⟩ se convierte en

el valor de expectación ⟨0A|Tµν |0A⟩.
Definimos la acción efectiva como

Seff = −i logZ[0], (3.12)

donde vamos a avanzar haciendo la integral 3.9, la cual se puede obtener a menos de

una constante multiplicativa

Z[0] ∝ [det(−GF )]
1
2 , (3.13)

luego, usando esta expresión en 3.12 obtenemos

Seff = −i log(Z[0]) = − i

2
tr

[
log

(
−GF

Λ2

)]
(3.14)

formalmente, podemos escribir el logaritmo como

log

(
−GF

Λ2

)
= −

∫ ∞

0

dz

□+m2 + z
+

∫ ∞

0

dz

Λ2 + z
(3.15)

donde en el primer término del lado derecho de la igualdad estamos pensando en la

inversa del operador. Esto es equivalente a integrar en la masa del campo de forma tal

que

log

(
−GF

Λ2

)
= −

∫ ∞

m2

dm2GF +

∫ ∞

0

dz

Λ2 + z
. (3.16)

Luego, reemplazando en 3.14

Seff = − i

2

∫
ddx[−g(x)]

1
2 ĺım
x′→x

[−
∫ ∞

m2

dm2GF (x, x
′) +

∫ ∞

0

dzδd(0)

Λ2 + z
], (3.17)

donde la delta en 0 en el lado derecho aparece al tomar traza. Ahora pasamos a espacio
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de momentos

Seff =
i

2

∫
ddx[−g(x)]

1
2{
∫ ∞

m2

dm2

∫
ddk

(2π)d
G̃F (k)−

∫
ddk

(2π)d

∫ ∞

0

dz

Λ2 + z
} (3.18)

y reemplazamos por la expresión de GF de la ecuación 3.6. Además notamos que en

regularización dimensional la última integral proveniente de la delta se anula

Seff =
i

2

∫
ddx[−g(x)]

1
2{
∫ ∞

m2

dm2

∫
ddk

(2π)d
[

1

k2 −m2
+ (ξ − 1

6
)R(x)

1

(k2 −m2)2
]}.

(3.19)

Las dos integrales en k del lado derecho se pueden calcular [11], obteniendo

Seff =
i

2

∫
ddx[−g(x)]

1
2{
∫ ∞

m2

dm2 i(−π)
d
2

(2π)d
[Γ(−1 +

4− d

2
)(−m2)

d−2
2

+ (ξ − 1

6
)R(x)Γ(

4− d

2
)(−m2)

d−4
2 ]},

(3.20)

luego integrando en m2 obtenemos

Seff =
i

2

∫
ddx[−g(x)]

1
2{i(−π)

d
2

(2π)d
[Γ(−1 +

4− d

2
)
2

d
(−m2)

d
2

+ (ξ − 1

6
)R(x)Γ(

4− d

2
)

2

d− 2
(−m2)

d−2
2 ]}.

(3.21)

Los términos divergentes son los que provienen de los polos de la función Γ en el

ĺımite d → 4. Con estos definimos la acción divergente

Sdiv =
−1

25π2

1

d− 4

∫
d4x[−g(x)]

1
2 [m4 + (ξ − 1

6
)2R(x)m2]. (3.22)

El primer término renormaliza la constante cosmológica, mientras que el segundo

renormaliza la constante de Newton. Es importante aclarar que estas no son todas las

posibles divergencias de la acción, existen términos divergentes que aparecen a orden

adiabático 4. Estos términos no van a ser relevantes para el resto del trabajo, ya que

las divergencias son puramente gravitatorias y en los caṕıtulos siguientes trabajaremos

en el espacio-tiempo Minkowski.

Ahora, para ver como quedan las divergencias en el tensor enerǵıa-impulso usamos

la ecuación 3.11 sobre la acción divergente, los términos que tenemos que variar son los
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que suelen aparecer en los textos de Relatividad General, como [12]. Entonces, haciendo

la variación respecto de la métrica obtenemos

⟨Tµν⟩div =
2

[−g(x)]
1
2

δSdiv

δgµν
=

1

25π2

1

d− 4
[m4gµν − (ξ − 1

6
)4m2Gµν ]. (3.23)

donde Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν es el tensor de Einstein.

3.3. Campo con masa variable

En lo que sigue vamos a ver como se modifican las ecuaciones 3.22 y 3.23 en presencia

de una masa variable. Comencemos por considerar la ecuación de movimiento (por

simplicidad consideramos el caso gµν = ηµν)

(□+m2(x))GF (x, x
′) = −δ(x− x′) (3.24)

y hacemos el desarrollo de m(x) en x′

m2(x) = m2(x′) +m2,α

∣∣∣
x′
yα +

1

2
m2,αβ

∣∣∣
x′
yαyβ + ..., (3.25)

con y = (x − x′). Por otro lado, hacemos un desarrollo de Fourier de la función de

Green,

GF (x, x
′) =

1

(2π)d

∫
ddke−ikyG̃F (k). (3.26)

Usando estos desarrollos en la ecuación 3.24 obtenemos

[−k2 +m2(x′) + im2,α

∣∣∣
x′

∂

∂kα
+

1

2
m2,αβ

∣∣∣
x′

∂

∂kα

∂

∂kβ
]GF (k) = −1. (3.27)

Hacemos un desarrollo en derivadas de la masa, GF (k) = G
(0)
F (k) +G

(1)
F (k) + .... Al

orden más bajo nos queda

G
(0)
F (k) =

1

k2 −m2(x′)
. (3.28)

Se puede demostrar que los ordenes siguientes no aportan divergencias a la acción

efectiva. Volvemos a la ecuación 3.14 con este propagador que obtuvimos y miramos

una vez más la parte divergente

Sdiv = − 1

25π2

1

d− 4

∫
d4x[−g(x)]

1
2m(x)4. (3.29)

Notamos que la masa variable no agrega nuevas divergencias en la acción efectiva.
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Por eso consideramos el caso general de la acción en un espacio curvo con masa variable

Sdiv =
−1

25π2

1

d− 4

∫
d4x[−g(x)]

1
2 [m4(x) + (ξ − 1

6
)2R(x)m2(x)]. (3.30)

Esta vez, al hacer la variación de la acción en un campo de masa variable aparecen

términos extra que antes eran de superficie. Para ver esto expĺıcitamente hacemos, una

vez más, la variación de la acción siguiendo [12]

δSdiv =
1

26π2

1

d− 4

∫
ddx[−g(x)]

1
2 [m4(x)gµν − (ξ − 1

6
)4m2(x)Gµν ]δg

µν

− 1

24π2

1

d− 4

∫
ddx[−g(x)]

1
2 (ξ − 1

6
)m2(x)∇σ[gµν∇σ(δgµν)−∇λ(δg

σλ)],

(3.31)

donde hemos separado en la última integral la parte que era una derivada total para

el caso de una masa constante. Integramos por partes en la última integral

δSdiv =
1

26π2

1

d− 4

∫
ddx[−g(x)]

1
2 [m4(x)gµν − (ξ − 1

6
)4m2(x)Gµν ]δg

µν

+
1

24π2

1

d− 4

∫
ddx[−g(x)]

1
2 (ξ − 1

6
)∇σ(m

2(x))[gµν∇σ(δgµν)−∇λ(δg
σλ)],

(3.32)

hacemos partes una vez más en cada uno de los dos términos de la ultima integral

δSdiv =
1

26π2

1

d− 4

∫
ddx[−g(x)]

1
2 [m4(x)gµν − (ξ − 1

6
)4m2(x)Gµν ]δg

µν

− 1

24π2

1

d− 4

∫
ddx[−g(x)]

1
2 (ξ − 1

6
)[∇σ∇σ(m

2(x))gµνδg
µν

−∇λ∇σ(m
2(x))δgσλ].

(3.33)

Con esta última ecuación obtenemos la parte divergente del valor medio del tensor

enerǵıa-impulso

⟨Tµν⟩div =
2

[−g(x)]
1
2

δSdiv

δgµν
=

1

23π2

1

d− 4
{m

4(x)

4
gµν − (ξ − 1

6
)[m2(x)Gµν

+□m2(x)gµν −∇µ∇νm
2(x)]}.

(3.34)
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3.4. Renormalización del modelo

El modelo que vamos a considerar consiste en un campo cuántico ϕ acoplado a

un campo clásico σ. Sin embargo, la forma en la que σ se acopla al campo ϕ es la

de una masa, por lo que pensaremos a σ como una masa que depende de la posición.

Si bien podemos utilizar los resultados anteriores, conviene separar expĺıcitamente en

la masa la contribución proveniente del campo σ. Esto nos permitirá relacionar los

distintos órdenes perturbativos en λ con el orden adiabático, que indica la aparición de

divergencias. La diferencia que aparece con el desarrollo anterior de un campo con masa

variable es en el contaje del orden adiabático. Al tener σ unidades de masa, se debe

contar que σ2 es de orden adiabático 2 y cada derivada suma 1 al orden adiabático.

Partimos de la ecuación del propagador

(□+m2
1 +

λ1

2
σ2)GF (x, x

′) = −δ(x− x′). (3.35)

Esta vez la masa m1 es constante, lo que vaŕıa es σ. Desarrollamos σ alrededor del

punto x′

σ2(x) = σ2(x′) + σ2,α

∣∣∣
x′
yα + .... (3.36)

Hacemos el desarrollo de Fourier del propagador

GF (x, x
′) =

1

(2π)d

∫
ddke−ikyG̃F (k), (3.37)

y lo insertamos en la ecuación 3.35

[−k2 +m2
1 + σ2(x′) + iσ2,α

∣∣∣
x′

∂

∂kα
+ ...]GF (k) = −1. (3.38)

Ahora resolvemos, a orden adiabático cero se tiene

G
(0)
F (k) =

1

k2 −m2
1

. (3.39)

Mientras que a primer orden

G
(1)
F (k) = 0, (3.40)

y a segundo orden

G
(2)
F (k) =

λ1

2
σ2(x′)

1

(k2 −m2
1)

2
. (3.41)

La cuenta es igual a las anteriores, valor medio del campo al cuadrado a segundo

orden es
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⟨ϕ2⟩ad2 = − Im{ 1

(2π)d

∫
ddk[

1

k2 −m2
1

+
λ1

2
σ2(x′)

1

(k2 −m2
1)

2
]}, (3.42)

la cual se puede reescribir, resolviendo las integrales, como

⟨ϕ2⟩ad2 =
1

(4π)d/2
(
m1

µ
)d−4[m2

1Γ(1−
d

2
)− λ1

2
σ2(x′)Γ(2− d

2
)]. (3.43)

En Minkowski, el tensor enerǵıa impulso que se obtiene resulta ser

⟨Tµν⟩ad4 =
1

(4π)d/2
(
m1

µ
)d−4{−ηµν

2
m4

1Γ(
d

2
) + ηµν

λ1

4
m2

1σ
2Γ(1− d

2
)+

+ Γ(2− d

2
)[−λ2

1

16
ηµνσ

4 +
λ1

2
(ξ1 −

1

6
)(σ2

,µν − ηµν□σ2)]}.
(3.44)

En la práctica, son estos los desarrollos que debemos substraer. Si planteamos la

versión semiclásica de 2.25

(□+m2
2 +

λ1

2
⟨ϕ2⟩)σ +

λ2

6
σ3 = 0, (3.45)

podemos absorber las divergencias de ⟨ϕ2⟩ad2 en las constantes del campo clásico σ.

Para ello, tomamos m2
2 = m2

2R + δm2
2 y λ2 = λ2R + δλ2 con

δm2
2 = −λ1m

2
1

16π2

1

d− 4
+ finito, (3.46)

δλ2 = − 3λ3
1

16π2

1

d− 4
+ finito, (3.47)

donde los términos finitos dependen del esquema de substracción. En el próximo caṕıtu-

lo calcularemos el ⟨Tµν⟩ en el espacio de Minkowski, en el contexto del efecto Casimir,

y referiremos a los resultados de este caṕıtulo.



Caṕıtulo 4

Aplicación al efecto Casimir

En este caṕıtulo vamos a evaluar ⟨ϕ2⟩ y ⟨Tµν⟩ para un campo con masa variable.

Realizaremos el cálculo perturbativamente en la masa. Para ello, obtendremos en pri-

mer lugar una expresión perturbativa para el propagador, válida a todo orden, para

luego construir ⟨ϕ2⟩ y ⟨Tµν⟩ a partir del mismo. Presentaremos resultados expĺıcitos

para primer y segundo orden en la masa, y verificaremos que los resultados reproducen

las divergencias esperadas de acuerdo a lo discutido en el Caṕıtulo 3.

4.1. El propagador

Queremos resolver

[□+
λ

2
σ2(x)− iϵ]GF (x, x

′) = −δ4(x− x′), (4.1)

utilizando a λ como un parámetro perturbativo. En esta ecuación y en lo que sigue

vamos a dar por sobreentendido el iϵ que define uńıvocamente el propagador de Feyn-

man. Escribimos GF (x, x
′) = G

(0)
F (x, x′) +G

(1)
F (x, x′) + ..., donde el supráındice indica

el orden perturbativo. Al orden cero en λ tenemos

(□− iϵ)G
(0)
F (x, x′) = −δ4(x− x′), (4.2)

y transformando Fourier obtenemos podemos despejar

G
(0)
F (x, x′) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−x′)

k2 + iϵ
. (4.3)

De ahora en más omitiremos el factor iϵ en todas las expresiones. Para el orden n

en λ la ecuación 4.1 queda

18
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□G
(n)
F (x, x′) = −λ

2
σ2(x)G

(n−1)
F (x, x′), (4.4)

para resolver esta última ecuación usamos la función de Green a orden cero,

G
(n)
F (x, x′) =

λ

2

∫
d4xnσ

2(xn)G
(n−1)
F (xn, x

′)G
(0)
F (x, xn). (4.5)

Ahora utilizamos esta ecuación con n − 1 para reemplazar dentro de si misma, y

repetimos n− 1 veces, hasta llegar a la expresión

G
(n)
F (x, x′) =

λn

2n

∫
d4x1...d

4xnσ
2(x1)...σ

2(xn)G
(0)
F (x, xn)...G

(0)
F (x1, x

′), (4.6)

donde hemos obtenido una expresión en términos del propagador a orden cero, el cual

teńıamos expresado como una integral en espacio de momentos. Utilizando la ecuación

4.3 obtenemos

G
(n)
F (x, x′) =

λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4k1...d

4kn+1σ
2(x1)...σ

2(xn)×

× e−ikn+1(x−xn)...e−ik1(x1−x′)

k2
1...k

2
n+1

.

(4.7)

Esta última expresión nos da una formula general para el propagador a orden n. Sin

embargo es conveniente reescribir esta expresión con un cambio de variables de la

siguiente forma:

q1 = k1 − kn+1

...

qn = kn − kn+1

s = kn+1

⇐⇒

k1 = q1 + s

...

kn = qn + s

kn+1 = s,

(4.8)

Con este cambio de variables obtenemos

G
(n)
F (x, x′) =

λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4q1...d

4qnσ
2(x1)...σ

2(xn)×

× e−iqn(xn−xn−1)...e−iq1(x1−x′)

∫
d4s e−is(x−x′)

s2(s+ q1)2...(s+ qn)2
.

(4.9)

Este propagador que obtuvimos es válido para situaciones generales de σ. Sin em-

bargo, para obtener valores de expectación a partir de su parte imaginaria, es necesario
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considerar situaciones independientes del tiempo. En el caṕıtulo 8 veremos como gene-

ralizar estos resultados a situaciones que dependan del tiempo.

4.2. Método de Veltman-Passarino

Las integrales que necesitamos son las que aparecen en diagramas de Feynman un

loop como los de la figura 4.1. Estas integrales fueron resueltas de forma general [13]

pero nos interesa estudiar método de calculo de las mismas que nos simplifique las

cuentas a realizar.

p1

p2

p3

pn-1

pn

s

s+q1

s+q2

s+qn-1

Figura 4.1: Diagrama de Feynman de un loop, es el tipo de diagramas al que nos vamos a
referir en este trabajo.

Notamos como In[f(s)] a la integral

In[f(s)] =
1

µd−4

∫
ddsf(s)

s2(s+ q1)2...(s+ qn−1)2
, (4.10)

donde µ es el parámetro dimensional que aparece al hacer regularizarización dimen-

sional. Consideramos el caso d → 4, y qj = p1 + ... + pj. Además tomamos pn tal que

p1+ ...+ pn = 0. El método se puede generalizar al caso en que las part́ıculas entrantes

tengan masa. También definimos I
(j)
n [f(s)] = In[f(s)(s + qj)

2], que es lo mismo que

sacar el j-ésimo termino del denominador

I
(j)
n−1[f(s)] =

1

µd−4

∫
ddsf(s)

s2(s+ q1)2...(s+ qj−1)2(s+ qj+1)2...(s+ qn−1)2
. (4.11)

Es importante aclarar que In[f(s)] es una función de q1, ..., qn−1, y que a su vez, se puede
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escribir como función de p1, ..., pn−1. Por último, notamos A = I1[1], B(p1) = I2[1],

C(p1, p2) = I3[1], esta notación es común en la bibliograf́ıa. [13]

Es importante tener un método de cálculo para este tipo de integrales que nos

permita obtener valores sin necesidad de calcular cada integral de forma independiente.

El método de Veltman-Passarino nos permite calcular algunas de estas integrales en

función de otras mas sencillas usando argumentos simetŕıas y reduciendo el problema

a la resolución de un sistema de ecuación lineales.

Por simplicidad vamos a comenzar por el caso mas sencillo, supongamos que que-

remos calcular la integral

In[s
µ] =

1

µd−4

∫
ddssµ

s2(s+ q1)2...(s+ qn−1)2
. (4.12)

El resultado debe ser de la forma

In[s
µ] = Cn;1p

µ
1 + ...+ Cn;n−1p

µ
n−1, (4.13)

donde los coeficientes Cn;1, ..., Cn;n−1 son incognitas a determinar. Para calcular estos

coeficientes contraemos con los distintos momentos p1µ, ..., pn−1µ, esto nos permite a su

vez reducir las integrales del lado izquierdo usando que a · b = 1
2
[(a + b)2 − a2 − b2].

En el apéndice A se encuentran ejemplos expĺıcitos de cálculo de estas integrales. Por

último, para el caso de integrales con dos momentos en el numerador, debemos agregar

un término que sea proporcional a gµν junto con otro coeficiente Cn;00. El método

de Veltman-Passarino se puede generalizar a un numero arbitrario de momentos en

el numerador, pero a nosotros nos interesa trabajar solo con integrales de hasta dos

momentos.

4.3. ⟨Tµν⟩ y ⟨ϕ2⟩ a todo orden

Hasta acá llegamos a una expresión en términos de integrales de posición y momen-

tos del propagador a orden n. Notamos que en el caso x = x′ esta última integral en s

se reduce a In+1[1], aśı obtenemos el valor medio de ϕ2 a orden n usando la ecuación

2.29

⟨ϕ2(n)⟩ = − Im[
λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4q1...d

4qnσ
2(x1)...σ

2(xn)×

× e−iqn(xn−xn−1)...e−iq1(x1−x)In+1[1]],

(4.14)

donde las In+1[1] son integrales conocidas, o que se pueden calcular para cada valor

de n.
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Ahora buscamos obtener una expresión para ⟨T (n)
µν ⟩, para ello comenzamos por cal-

cular las derivadas del propagador

∂µ∂νG
(n)
F (x, x) = − λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4q1...d

4qnσ
2(x1)...σ

2(xn)×

× e−iqn(xn−xn−1)...e−iq1(x1−x)In+1[sµsν ],

(4.15)

∂µ∂
′
νG

(n)
F (x, x) =

λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4q1...d

4qnσ
2(x1)...σ

2(xn)×

× e−iqn(xn−xn−1)...e−iq1(x1−x)(In+1[sµ]q1ν + In+1[sµsν ]),

(4.16)

donde ∂µ y ∂′
µ denotan derivada respecto de x y x′ respectivamente. Es importante

remarcar que primero se deriva y luego se toma x = x′. Ahora, usando las derivadas

del propagador en la ecuación 2.30 obtenemos

⟨T (n)
µν ⟩ = − Im{ λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4q1...d

4qn×

× σ2(x1)...σ
2(xn)e

−iqn(xn−xn−1)...e−iq1(x1−x)×

× [(1− 2ξ)(In+1[sµ]q1ν + In+1[sµsν ])+

+ (2ξ − 1

2
)ηµνη

ρσ(In+1[sρ]q1σ + In+1[sρsσ])+

− 2ξ(−In+1[sµsν ]) + 2ξηµνη
ρσ(−In+1[sρsσ])]}+

− λσ2(x)

4
ηµν Im{G(n−1)

F (x, x′)}
∣∣∣
x=x′

,

(4.17)

reordenando y notando que en el último término se forma ⟨ϕ2(n−1)⟩, llegamos a

⟨T (n)
µν ⟩ = − Im{ λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4q1...d

4qn×

× σ2(x1)...σ
2(xn)e

−iqn(xn−xn−1)...e−iq1(x1−x)×

× [(1− 2ξ)In+1[sµ]q1ν + In+1[sµsν ]+

+ (2ξ − 1

2
)ηµνη

ρσIn+1[sρ]q1σ −
1

2
ηµνη

ρσIn+1[sρsσ]]}+

+
λσ2(x)

4
ηµν⟨ϕ2(n−1)⟩,

(4.18)

por último, usamos
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In+1[sµ]q1ν = In+1[sρ]q1ση
ρ
µη

σ
ν ,

In+1[sµsν ] = In+1[sρsσ]η
ρ
µη

σ
ν ,

(4.19)

para llegar a una expresión mas compacta

⟨T (n)
µν ⟩ = − Im{ λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4q1...d

4qn×

× σ2(x1)...σ
2(xn)e

−iqn(xn−xn−1)...e−iq1(x1−x)×

× [(In+1[sρsσ] + In+1[sρ]q1σ)(η
ρ
µη

σ
ν − 1

2
ηρσηµν)+

− 2ξIn+1[sρ]q1σ(η
ρ
µη

σ
ν − ηρσηµν)]}+

+
λσ2(x)

4
ηµν⟨ϕ2(n−1)⟩,

(4.20)

4.4. Enerǵıa a todo orden

Con la expresión 4.20 en 2.31 podemos obtener la enerǵıa a orden n en λ

E(n) = −
∫

d3x Im{ λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4q1...d

4qn×

× σ2(x1)...σ
2(xn)e

−iqn(xn−xn−1)...e−iq1(x1−x)×

× [(In+1[sρsσ] + In+1[sρ]q1σ)(η
ρ
0η

σ
0 − 1

2
ηρσ)+

− 2ξIn+1[sρ]q1σ(η
ρ
0η

σ
0 − ηρσ)]}+

+

∫
d3x

λσ2(x)

4
⟨ϕ2(n−1)⟩ .

(4.21)

Hasta ahora no hemos usado expĺıcitamente la independencia temporal de σ(x). Gracias

a esta suposición, podemos realizar las integrales en x0
k en la enerǵıa, obteniendo deltas

de Dirac
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E(n) = − Im{ λn

2n(2π)4n+4

∫
d3x

∫
d3x1...d

3xnd
4q1...d

4qn×

× σ2(x⃗1)...σ
2(x⃗n)e

iq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗1(x⃗1−x⃗)×

× (2π)nδ(q0n)δ(q
0
n)δ(q

0
n − q0n−1)...δ(q

0
2 − q01)×

× [(In+1[sρsσ] + In+1[sρ]q1σ)(η
ρ
0η

σ
0 − 1

2
ηρσ)+

− 2ξIn+1[sρ]q1σ(η
ρ
0η

σ
0 − ηρσ)]}+

+

∫
d3x

λσ2(x)

4
⟨ϕ2(n−1)⟩,

(4.22)

integrando las deltas en q0k obtenemos

E(n) = − Im{ λn

2n(2π)3n+4

∫
d3x

∫
d3x1...d

3xnd
3q1...d

3qn×

× σ2(x⃗1)...σ
2(x⃗n)e

iq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗1(x⃗1−x⃗)×

× [(In+1[sρsσ] + In+1[sρ]q1σ)(η
ρ
0η

σ
0 − 1

2
ηρσ)+

− 2ξIn+1[sρ]q1σ(η
ρ
0η

σ
0 − ηρσ)]}+

+

∫
d3x

λσ2(x)

4
⟨ϕ2(n−1)⟩,

(4.23)

en esta última ecuación hay que tener en cuenta que las integrales In dependen de

q1, ..., qn, y tenemos que evaluarlas en q0k = 0 para todo k = 1, ..., n. Por último,

realizamos la integral en x⃗, obteniendo (2π)3δ(q⃗1), y posteriormente integramos en q⃗1

E(n) = − Im[
λn

2n(2π)3n+1

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qn×

× σ2(x⃗1)...σ
2(x⃗n)e

iq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)×

× (In+1[s
2
0]−

1

2
In+1[s

2])] +

∫
d3x

λσ2(x)

4
⟨ϕ2(n−1)⟩,

(4.24)

una vez más, esta ecuación debe pensarse en el caso q1 = 0 y q0k = 0 para todo k. De

forma análoga se puede reescribir el último término
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E(n) =− λn

2n(2π)3n+1
Im{[

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qn×

× σ2(x⃗1)...σ
2(x⃗n)e

iq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)×

× (In+1[s
2
0]−

1

2
In+1[s

2])]}

− λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3xd3x1...d

3xn−1d
3q1...d

3qn−1In[1]

× σ2(x⃗)σ2(x⃗1)...σ
2(x⃗n−11)e

iq⃗n−1(x⃗n−1−x⃗n−2)...eiq⃗1(x⃗1−x⃗)}.

(4.25)

Renombrando variables en el segundo termino y cancelando llegamos a la expresión

para la enerǵıa

E(n) =− λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qn×

× σ2(x⃗1)...σ
2(x⃗n)e

iq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)In+1[s
2
0]}
∣∣∣
q1=0,q0k=0

,
(4.26)

donde hacemos expĺıcito el rango de validez en q1 = 0, q0k = 0. Notamos que la

enerǵıa total del sistema no depende de la constante de acoplamiento ξ.

Esta expresión se puede simplificar significativamente de la siguiente manera: Pri-

mero escribimos expĺıcitamente la integral In+1[s
2
0]

E(n) =− λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qnσ
2(x⃗1)...σ

2(x⃗n)×

× eiq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)
1

µd−4

∫
ddss20

s4(s+ q2)2...(s+ qn)2
}
∣∣∣
q0k=0

,

(4.27)

incluimos n+ 1 parámetros de Feynman

E(n) =− λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qnσ
2(x⃗1)...σ

2(x⃗n)×

× eiq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)
Γ(n+ 1)

µd−4

∫ 1

0

dz1...dzn+1×

×
∫

ddss20δ(1− z1 − ...− zn+1)

[s2 + 2s(z3q2 + ...+ zn+1qn) + z3q22...+ zn+1q2n]
n+1

}
∣∣∣
q0k=0

,

(4.28)

donde en el denominador la dependencia con s0 esta solo en la primera integral. Usando

la ecuación 9A.3 de [11] se puede ver que
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∫
ds0s

2
0

[s20 + A]n+1
=

1

2

1

n

∫
ds0

[s20 + A]n
, (4.29)

por lo que, la enerǵıa queda

E(n) =− λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qnσ
2(x⃗1)...σ

2(x⃗n)×

× eiq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)
Γ(n)

2µd−4

∫ 1

0

dz1...dzn+1×

×
∫

ddsδ(1− z1 − ...− zn+1)

[s2 + 2s(z3q2 + ...+ zn+1qn) + z3q22...+ zn+1q2n]
n
}
∣∣∣
q0k=0

,

(4.30)

integrando en z1 y z2

E(n) =− λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qnσ
2(x⃗1)...σ

2(x⃗n)×

× eiq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)
Γ(n)

2µd−4

∫ 1

0

dz3...dzn+1×

×
∫

dds(1− z3 − ...− zn+1)Θ(1− z3 − ...− zn+1)

[s2 + 2s(z3q2 + ...+ zn+1qn) + z3q22...+ zn+1q2n]
n
}
∣∣∣
q0k=0

,

(4.31)

ahora agregamos una integral en de forma que

E(n) =− λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qnσ
2(x⃗1)...σ

2(x⃗n)×

× eiq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)
Γ(n)

2µd−4

∫ 1

0

dz3...dzn+1×

×
∫

ddsz2δ(1− z2 − ...− zn+1)

[s2(z2 + ...+ z2) + 2s(z3q2 + ...+ zn+1qn) + z3q22...+ zn+1q2n]
n
}
∣∣∣
q0k=0

,

(4.32)

y esto es una integral de z2 multiplicada por una función de z2,..., zn+1, que no cambia

al permutar los parámetros, como se muestra en el apéndice B. Por lo que la enerǵıa

queda
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E(n) =− λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qnσ
2(x⃗1)...σ

2(x⃗n)×

× eiq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)
Γ(n)

2µd−4

∫ 1

0

dz3...dzn+1×

×
∫

dds 1
n
(z2 + ...+ zn+1)δ(1− z2 − ...− zn+1)

[s2(z2 + ...+ z2) + 2s(z3q2 + ...+ zn+1qn) + z3q22...+ zn+1q2n]
n
}
∣∣∣
q0k=0

,

(4.33)

por último, reordenando y quitando los parámetros de Feynman tenemos que

E(n) =− 1

2n

λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qnσ
2(x⃗1)...σ

2(x⃗n)×

× eiq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)In[1]
∣∣∣
qk→qk+1

}
∣∣∣
q0k=0

,
(4.34)

donde In[1]
∣∣∣
qk→qk+1

indica que hay que utilizar la integral In[1] pero reemplazando todos

los qk por qk+1. Renombrando los momentos se puede reescribir esta expresión como

E(n) =− 1

2n

λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q1...d

3qn−1σ
2(x⃗1)...σ

2(x⃗n)×

× eiq⃗n−1(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗1(x⃗2−x⃗1)In[1],

(4.35)

donde los momentos tienen componente temporal nula, q0k = 0 k = 1, ..., n− 1.

Una forma mas compacta de escribir esta última ecuación es utilizando la expresión

4.14, obteniendo

E(n) =
λ

4n

∫
d3x1σ

2(x⃗1)⟨ϕ2(x⃗1)
(n−1)⟩, (4.36)

es directo verificar que a segundo orden, las expresiones 4.26 y 4.36 coinciden,

usando la ecuación A.3 obtenida en el apéndice. Esta ecuación será muy útil para el

cálculo de enerǵıas en distintas configuraciones. El hecho de que en la enerǵıa a orden

n aparezca el campo al cuadrado a orden n − 1 implica una gran simplificación de

cálculo.
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4.5. Primer orden

Particularizamos los resultados obtenidos para el orden n = 1. El primer orden del

desarrollo ya fue calculado anteriormente en [8]. El campo al cuadrado a primer orden

se escribe

⟨ϕ2(1)⟩ = − Im[
λ

2(2π)8

∫
d4x1d

4q1σ
2(x1)e

−iq1(x1−x)B(q1)], (4.37)

donde B(q1) = I2[1]. Esta integral está calculada más adelante (ecuación A.1). Si

aislamos la divergencia de la de la integral B(q1) obtenemos que la parte divergente es

⟨ϕ2(1)⟩div =
1

d− 4

λσ2(x)

24π2
. (4.38)

donde hemos recuperado el resultado de 3.8. Por otro la parte renormalizada del ⟨ϕ2(1)⟩
queda

⟨ϕ2(1)⟩ren =
λπ2

2(2π)8
Re[

∫
d4x1d

4q1σ
2(x1)e

−iq1(x1−x) log

(
− q21
µ2

)
], (4.39)

este resultado coincide con el de [8].

Ahora pasemos al tensor enerǵıa-impulso, para eso tomamos la ecuación 4.20 y nos

quedamos con el caso n = 1

⟨T (1)
µν ⟩ = − Im{ λ

2(2π)8

∫
d4x1d

4q1σ
2(x1)e

−iq1(x1−x)×

× [(I2[sρsσ] + I2[sρ]q1σ)(η
ρ
µη

σ
ν − 1

2
ηρσηµν)+

− 2ξI2[sρ]q1σ(η
ρ
µη

σ
ν − ηρσηµν)]},

(4.40)

evaluamos esta última expresión con

I2[sρ]q1σ(η
ρ
µη

σ
ν − ηρσηµν) = −1

2
B(q1)(q1µq1ν − q21ηµν), (4.41)

donde hemos usado la ecuación A.2, y

(I2[sρsσ] + I2[sρ]q1σ)(η
ρ
µη

σ
ν − 1

2
ηρσηµν) = −1

4

d− 2

d− 1
B(q1)(q1µq1ν − q21ηµν), (4.42)

Aqúı usamos, una vez más, la ecuación A.2 y la ecuación A.3. Por último, usando

estos cálculos previos obtenemos
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⟨T (1)
µν ⟩ = − Im{ λ

2(2π)8

∫
d4x1d

4q1e
−iq1(x1−x)σ2(x1)B(q1)×

× (ξ − 1

4

d− 2

d− 1
)(q1µq1ν − q21ηµν)},

(4.43)

donde notamos que ξ = 1
4
d−2
d−1

es la constante de acoplamiento en el caso de acopla-

miento conforme en d dimensiones [1]. Si aislamos la divergencia como hicimos para el

caso de ⟨ϕ2(1)⟩ obtenemos

⟨T (1)
µν ⟩div =

1

d− 4

λ

24π2
(ξ − 1

6
)(ηµν□−∇µ∇ν)σ

2(x), (4.44)

que coincide con el resultado 3.34. Por otra parte,

⟨T (1)
µν ⟩ren =

λπ2

2(2π)8
Re{

∫
d4x1d

4q1e
−iq1(x1−x)σ2(x1)×

× (ξ − 1

6
)(q1µq1ν − q21ηµν) log

(
− q21
µ2

)
},

(4.45)

donde, una vez más recuperamos el resultado obtenido en [8].

Por último, es inmediato comprobar, usando las ecuaciones A.2 y A.3 en la expresión

4.26 que E(1) = 0. Este resultado se puede interpretar por medio de una analoǵıa con

el campo electromagnético, donde la enerǵıa electrostática depende del efecto de pares

de cargas, un proceso que seŕıa naturalmente de orden 2 en λ.

4.6. Segundo orden

Ahora vamos a particularizar los resultados que obtuvimos para el segundo orden

perturbativo. El campo al cuadrado a orden 2 que se obtiene a partir de 4.14 es

⟨ϕ2(2)⟩ = − Im[
λ2

22(2π)12

∫
d4x1d

4x2d
4q1d

4q2σ
2(x1)σ

2(x2)

e−iq2(x2−x1)e−iq1(x1−x)C(q1, q2)],

(4.46)

donde C(q1, q2) se encuentra calculado en la ecuación A.13. Esta integral no posee

términos divergentes.

Por otro lado, el tensor enerǵıa impulso a orden 2 lo escribimos como
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⟨T (2)
µν ⟩ = − Im{ λ2

22(2π)12

∫
d4x1d

4x2d
4q1d

4q2×

× σ2(x1)σ
2(x2)e

−iq2(x2−x1)e−iq1(x1−x)×

× [(I3[sρsσ] + I3[sρ]q1σ)(η
ρ
µη

σ
ν − 1

2
ηρσηµν)+

− 2ξI3[sρ]q1σ(η
ρ
µη

σ
ν − ηρσηµν)]}+

+
λσ2(x)

4
ηµν⟨ϕ2(1)⟩,

(4.47)

y todas las integrales son conocidas. Las integrales que aparecen se pueden obtener a

través del método de Veltman-Passarino como se hace en el apéndice A, y su resolución

involucra un sistema de ecuaciones lineales.

En este punto querŕıamos ver que las divergencias que obtuvimos coincidan con las

de 3.34, para eso empezamos por notar que las únicas divergencias están en el último

termino y en I3[sρsσ]. Para ver como son las divergencias en esta última integral, la

escribimos según el método de Veltman-Passarino como

I3[sρsσ] = C3;00ηρσ + C3;11p1ρp1σ + C3;22p2ρp2σ + C3;12(p1ρp2σ + p2ρp1σ). (4.48)

Teniendo en cuenta los resultados del caṕıtulo 3 notamos que la divergencia debe

estar en el coeficiente que acompaña a la métrica. Para calcularlo contraemos con ηρσ,

obteniendo

B(p2) = dC3;00 + C3;11p
2
1 + C3;22p

2
2 + 2C3;12p1 · p2, (4.49)

luego, poniendo la parte divergente de B(p2) obtenemos Cdiv
3;00 =

iπ2

2
1

4−d
, por lo que

I3[sρsσ]div = −iπ2

2

1

d− 4
ηρσ. (4.50)

Usando esta última expresión junto con la ecuación 4.38 en 4.47 obtenemos que

⟨T (2)
µν ⟩div =

1

d− 4

λ2

27π2
σ4(x)ηµν , (4.51)

lo cual es consistente con la ecuación 3.34.

Nos resta por calcular la enerǵıa a segundo orden, para esto usamos la ecuación

4.35

E(2) = − λ2

24(2π)7
Im[

∫
d3x1d

3x2d
3q2σ

2(x⃗1)σ
2(x⃗2)e

iq⃗2(x⃗2−x⃗1)B(q2)
∣∣∣
q02=0

]. (4.52)
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Escribiendo expĺıcitamente la función B(q2), obtenida en A.1

E(2) = − λ2π2

24(2π)7
Re[

∫
d3x1d

3x2d
3q2σ

2(x⃗1)σ
2(x⃗2)e

iq⃗2(x⃗2−x⃗1)×

× (
2

d− 4
− γ − log(π) + 2− log

(
q⃗2

2

µ2

)
)],

(4.53)

la enerǵıa renormalizada se obtiene de quitar las divergencias

E(2)
ren =

λ2π2

24(2π)7
Re[

∫
d3x1d

3x2d
3q2σ

2(x⃗1)σ
2(x⃗2)e

iq⃗2(x⃗2−x⃗1) log

(
q⃗2

2

µ2

)
], (4.54)

En el próximo caṕıtulo describiremos algunas aplicaciones de este resultado.

4.7. Campo escalar masivo

Hasta ahora hemos considerado solo el caso de un campo no masivo, algunas de

las expresiones que obtuvimos a lo largo de este caṕıtulo pueden ser utilizadas en el

caso de un campo masivo prácticamente sin modificación. Sin embargo, otras deben ser

miradas con un poco mas de detalle. En lo que sigue nos encargaremos de generalizar

las ecuaciones ⟨ϕ2(x)(n)⟩, ⟨Tµν(x)
(n)⟩ y ⟨E(n)⟩ para el caso de un campo escalar masivo.

4.7.1. Propagador masivo

En el caso masivo, los cambios en el propagador se pueden obtener haciendo el

reemplazo

1

k2
→ 1

k2 −m2
,

por lo que la ecuación 4.9 queda

G
(n)
F (x, x′) =

λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4q1...d

4qnσ
2(x1)...σ

2(xn)e
−iqn(xn−xn−1)...×

× e−iq1(x1−x′)

∫
d4s e−is(x−x′)

(s2 −m2)((s+ q1)2 −m2)...((s+ qn)2 −m2)
.

(4.55)
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Con el propagador podemos obtener el valor de expectación del campo al cuadrado

como hicimos para el caso no masivo.

4.8. ϕ2, Tµν y enerǵıa a todo orden para un campo

masivo.

El campo al cuadrado se obtiene a partir del ĺımite de coincidencia del propagador

2.29

⟨ϕ2(n)⟩ = − Im[
λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4q1...d

4qnσ
2(x1)...σ

2(xn)×

× e−iqn(xn−xn−1)...e−iq1(x1−x)In+1[1]],

(4.56)

donde damos por sobreentendido que para el caso masivo las integrales In[f(s)] se

definen como

In[f(s)] =
1

µd−4

∫
ddsf(s)

(s2 −m2)((s+ q1)2 −m2)...((s+ qn−1)2 −m2)
, (4.57)

y de manera análoga, I
(j)
n−1[f(s)] se obtiene quitando el factor

1
(s+qj)2−m2 de la integral

anterior. Conservaremos los nombres A(m) = I1[1], B(q1,m) = I2[1], etc.

El tensor enerǵıa impulso cambia levemente debido al factor 1
2
ηµνm

2⟨ϕ2⟩ que sale

de la ecuación 2.30, dando como resultado

⟨T (n)
µν ⟩ = − Im{ λn

2n(2π)4n+4

∫
d4x1...d

4xnd
4q1...d

4qn×

× σ2(x1)...σ
2(xn)e

−iqn(xn−xn−1)...e−iq1(x1−x)×

× [(In+1[sρsσ] + In+1[sρ]q1σ)(η
ρ
µη

σ
ν − 1

2
ηρσηµν)+

− 2ξIn+1[sρ]q1σ(η
ρ
µη

σ
ν − ηρσηµν)]}+

+
λσ2(x)

4
ηµν⟨ϕ2(n−1)⟩+ 1

2
ηµνm

2⟨ϕ2(n)⟩.

(4.58)

Para obtener la enerǵıa como antes debemos integrar ⟨T (n)
00 ⟩. Al hacer esto obtene-

mos
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E(n) = − Im[
λn

2n(2π)3n+1

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qn×

× σ2(x⃗1)...σ
2(x⃗n)e

iq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)×

× (In+1[s
2
0]−

1

2
In+1[s

2])] +

∫
d3x

λσ2(x)

4
⟨ϕ2(n−1)⟩+

+

∫
d3x

1

2
m2⟨ϕ2(n)⟩,

(4.59)

donde ya hemos evaluado las deltas en q1 = 0 y q0k = 0 con k = 1, ..., n, como

hab́ıamos hecho en el caṕıtulo 4. Siguiendo el mismo procedimiento para la integral de

⟨ϕ2(n)⟩ llegamos a

E(n) = − Im[
λn

2n(2π)3n+1

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qn×

× σ2(x⃗1)...σ
2(x⃗n)e

iq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)×

× (In+1[s
2
0]−

1

2
In+1[s

2] +
1

2
In+1[m

2])] +

∫
d3x

λσ2(x)

4
⟨ϕ2(n−1)⟩,

(4.60)

donde notamos que In+1[s
2] − In+1[m

2] = I
(0)
n [1]. Por el ultimo termino con el que

sale de juntar estas dos integrales, llegamos a la expresión para la enerǵıa

E(n) =− λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qn×

× σ2(x⃗1)...σ
2(x⃗n)e

iq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)In+1[s
2
0]}
∣∣∣
q1=0,q0k=0

,
(4.61)

donde hemos llegado a una expresión igual a la 4.26 pero donde ahora In+1[s
2
0] es

la integral para el caso masivo. Nuevamente, como q0k = 0 para todo k = 1, ..., n, la

integral se obtiene a partir del método de Veltman-Pasarino como el coeficiente que

acompaña a la métrica Cn+1;00.

Para terminar, se puede hacer un desarrollo idéntico al que se hizo al caso del campo

no masivo para obtener la siguiente expresión para la enerǵıa,

E(n) =
λ

4n

∫
d3x1σ

2(x⃗1)⟨ϕ2(x⃗1)
(n−1)⟩. (4.62)

Si bien en la mayor parte del resto de la tesis consideramos que el campo ϕ tiene
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masa nula, es importante considerar la generalización al caso masivo, ya que en ordenes

superiores el caso no masivo puede dar lugar a divergencias infrarrojas.



Caṕıtulo 5

Ejemplos

En este caṕıtulo vamos a particularizar los resultados del capitulo anterior en dis-

tintas configuraciones. En nuestros ejemplos obtendremos ⟨ϕ2(1)⟩ y E2. Las expresiones

renormalizadas que tenemos para ⟨ϕ2⟩ y ⟨Tµν⟩ dan resultados finitos si el background

y sus derivadas son continuas. Sin embargo, al considerar σ2 o sus derivadas disconti-

nuas, pueden aparecer divergencias de borde. Analizaremos las divergencias de borde

que aparecen en ⟨ϕ2⟩ y ⟨Tµν⟩ y veremos que estas divergencias no afectan en la Enerǵıa

de Casimir. Por ultimo obtendremos la fuerza a partir de la derivada de la enerǵıa. En

el caṕıtulo siguiente veremos que esta fuerza es la misma que se obtendŕıa integrando

la componente normal del tensor enerǵıa-impulso.

5.1. σ constante en un intervalo

Recordamos la expresión 4.39, que nos daba el campo renormalizado a primer orden

⟨ϕ2(1)⟩ren =
λπ2

2(2π)8
Re[

∫
d4x1d

4q1σ
2(x1)e

−iq1(x1−x) log

(
− q21
µ2

)
], (5.1)

si sólo hay dependencia en z, la expresión queda

⟨ϕ2(z)(1)⟩ = λ

26π3
Re[

∫
dz1dq1σ

2(z1)e
iq1(z1−z) log

(
q21
µ2

)
]. (5.2)

Consideramos un σ(z) constante en un intervalo (a, b) y nulo fuera, es decir

σ2(z) =

σ2 a < z < b,

0 si no,
(5.3)

como se muestra en la figura 5.1. La transformada de Fourier se obtiene como

σ̃2(q) = σ2

∫ b

a

dzeiqz =
σ2

iq
(eiqb − eiqa). (5.4)

35
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a b
z

σ2

σ
2 (z)

Figura 5.1: Gráfico esquemático de σ2(z) constante en un intervalo (a, b).

Usando esta transformada, podemos obtener el campo como

⟨ϕ2(z)(1)⟩ = λσ2

26π3
Re[

∫
dq1
iq1

(eiq(b−z) − ei(qa−z)) log

(
q21
µ2

)
], (5.5)

Usando la expresión de la transformada [14]∫ ∞

−∞

dx

x
eixu log |x| = −iπsgn(u)(log |u|+ γ), (5.6)

se obtiene

⟨ϕ2(z)(1)⟩ = λσ2

25π2
{sgn(z− b)[γ + log(µ|z − b|)]− sgn(z− a)[γ + log(µ|z − a|)]}. (5.7)

este es el campo producido por un cuerpo con σ constante en un intervalo de z e

infinito en lo ejes x e y. Notamos que el valor de expectación del campo al cuadrado

posee divergencias logaŕıtmicas en las discontinuidades

5.2. σ lineal en un intervalo

Ahora consideramos

σ2(z) =

σ2 + αz a < z < b,

0 si no,
(5.8)

como se muestra en la figura 5.3. Esta vez, la transformada de Fourier es,
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a b
z

-4

-3

-2

-1

1

2

ϕ2

Figura 5.2: Gráfico esquemático de ⟨ϕ2⟩(1) producido por un σ2(z) constante en un intervalo
(a, b). En la figura se puede ver como el campo diverge logaŕıtmicamente en las discontinuidades.

Para este gráfico se tomó λσ2

25π2 = 1 y µ = 1.

a b
z

σ2

σ
2

Figura 5.3: Gráfico cualitativo de σ2(z) tomando σ2 = 3 , α = 1, a = −2, b = 2 .

σ̃2(q) = σ2

∫ b

a

dzeiqz + α

∫ b

a

dz zeiqz

=
σ2

iq
(eiqb − eiqa) + αz

eiqz

iq

∣∣∣b
a
− α

∫ b

a

dz
eiqz

iq

=
σ2

iq
(eiqb − eiqa) +

α

iq
(beiqb − aeiqa) +

α

q2
(eiqb − eiqa).

(5.9)

Usando una vez más las transformadas [14]
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∫ ∞

−∞

dx

x
eixu log |x| = −iπsgn(u)(log |u|+ γ), (5.10)

y ∫ ∞

−∞

dx

x2
eixu log |x| = π|u|(log |u|+ γ − 1), (5.11)

podemos obtener el campo para esta configuración

⟨ϕ2(z)(1)⟩ = λ

25π2
{(σ2 + αb)sgn(z − b)[γ + log(µ|z − b|)]

− (σ2 + αa)sgn(z − a)[γ + log(µ|z − a|)]

+ α|z − b|[γ − 1 + log(µ|z − b|)]

− α|z − a|[γ − 1 + log(µ|z − a|)]}.

(5.12)

En la figura 5.4 se muestra cualitativamente la forma funcional del campo. Nueva-

mente se observan las divergencias logaŕıtmicas en las discontinuidades.

a b
z

-10

-5

5

ϕ2

Figura 5.4: Gráfico esquemático de ⟨ϕ2⟩(1) producido por un σ2(z) lineal en un intervalo (a, b).

Para este gráfico se tomó λσ2

25π2 = 1, σ2 = 3 , α = 1, a = −2, b = 2 y µ = 1.

5.3. Divergencias superficiales

En los ejemplos anteriores de barreras, observamos divergencias en las interfases.

Estas divergencias superficiales persisten luego de la renormalización de la teoŕıa. Las

divergencias que aparecen son de tipo logaŕıtmico, y por lo tanto, integrables. Notamos

que dada la relación 4.36, una divergencia integrable en ⟨ϕ2(1)⟩ implica una enerǵıa a

segundo orden finita.
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En otras palabras, las divergencias superficiales son tales que la enerǵıa de Casimir

sea finita. Otra forma de ver que las divergencias no afectan en la enerǵıa de Casimir

es mirar el tensor enerǵıa-impulso. Este último camino es laborioso, sin embargo, un

análisis dimensional rápido nos permite ver que tipo de divergencias esperar para cada

observable.

5.3.1. Análisis dimensional: Divergencias superficiales

Vamos a estudiar las divergencias superficiales para configuraciones que dependen

sólo de una coordenada espacial. Comenzamos por notar que In[1] tiene unidades de

qd−2n donde q representa un momento genérico sobre los que integraremos. Por otro

lado, en un σ2 discontinuidad σ̃2 ∼ q−1 y potencias menores. Para el campo a primer

orden ⟨ϕ2(1)⟩ tiene una integral en momentos de σ̃2 ∼ q−1 e I2[1]. Por lo que

⟨ϕ2(1)(z)⟩ ∼
∫

dq

q
∼ log |µ(z − z0)| (5.13)

donde hemos usado que el resultado debe ser una potencia de z − z0, siendo z0 el

punto de la discontinuidad y µ el parámetro de regularización dimensional. En el caso

particular del campo a primer orden, aparece la cero potencia, por lo que resulta en

una divergencia logaŕıtmica.

Si miramos lo que pasa para el campo al cuadrado a orden superior vemos que nos

quedan n integrales en momentos de una In[1] con n σ̃2, por lo que

⟨ϕ2(1)(z)⟩ ∼
∫

dq...

∫
dq︸ ︷︷ ︸

n integrales

qd−3n ∼ (z − z0)
2n−d. (5.14)

Por lo tanto, sólo esperamos divergencias de borde a primer orden en ⟨ϕ2(z)⟩. El
análisis para ⟨Tµν⟩ es análogo. En este caso las integrales que aparecen son las In[s

µsν ]

las cuales tienen unidades de qd−2n+2. Por lo que

⟨T (n)
µν (z)⟩ ∼

∫
dq...

∫
dq︸ ︷︷ ︸

n integrales

qd−3n+2 ∼ (z − z0)
2n−d−2, (5.15)

dando una divergencia superficial a primer y segundo orden, de la forma ⟨T (1)
µν (z)⟩ ∼

(z − z0)
−2 y ⟨T (2)

µν (z)⟩ ∼ log |µ(z − z0)|.
El tensor enerǵıa impulso a segundo orden nos da un resultado consistente con el

análisis utilizando la expresión 4.36 y mirando la divergencia superficial de ⟨ϕ2⟩ a primer

orden. La divergencia en ⟨T (1)
µν (z)⟩ parece más problemática ya que no es integrable,

pero como ya mencionamos a primer orden tanto ⟨Tzz⟩ como la enerǵıa se anulan. Por

lo que esta divergencia no aparece en la enerǵıa de Casimir.
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Este análisis sencillo hace que esperemos solo divergencias superficiales a primer

y segundo orden. Una demostración formal de esto es algo más complicado dada la

forma de las expresiones. Sin embargo, este resultado emerge de un desarrollo distinto al

perturbativo. Al hacer un desarrollo WKB del modelo, se puede ver que las divergencias

superficiales que aparecen son únicamente las que presentamos más arriba.[15]

5.3.2. Divergencias superficiales de ⟨T (1)
µν ⟩

Vamos a calcular expĺıcitamente ⟨T (1)
µν ⟩ren para un σ2 tipo barrera, como el de la

ecuación 5.7. Partimos de la expresión 4.45,

⟨T (1)
µν ⟩ren =

λπ2

2(2π)8
Re{

∫
d4x1d

4q1e
−iq1(x1−x)σ2(x1)×

× (ξ − 1

6
)(q1µq1ν − q21ηµν) log

(
− q21
µ2

)
},

(5.16)

dado que σ2 solo depende de la coordenada z podemos integrar en las otras coordenadas

y luego integrar en q01, q
1
1, q

2
1

⟨T (1)
µν ⟩ren =

λ

26π3
(ξ − 1

6
)(η3µη

3
µ + ηµν) Re{

∫
dz1dq1e

iq1(z1−z)σ2(z1)q
2
1 log

(
q21
µ2

)
}, (5.17)

reemplazando por la transformada de Fourier de σ2 obtenemos

⟨T (1)
µν ⟩ren =

λσ2

26π3
(ξ − 1

6
)(η3µη

3
µ + ηµν) Re{−i

∫
dq1e

−iq1z(eiqb − eiqa)q1 log

(
q21
µ2

)
}.

(5.18)

Usando [14] ∫ ∞

−∞
dxxeixu log |x| = iπ

2sgn(u)

u2
, (5.19)

obtenemos

⟨T (1)
µν ⟩ren =

λσ2

24π2
(ξ − 1

6
)(η3µη

3
µ + ηµν)[

sgn(z − a)

(z − a)2
− sgn(z − b)

(z − b)2
]. (5.20)

Notamos que la divergencia de borde en la discontinuidad es la que esperábamos

luego del análisis dimensional. También es interesante comprobar expĺıcitamente que

⟨T (1)
00 ⟩ren integra cero y que ⟨T (1)

33 ⟩ren = 0, como ya hab́ıamos mencionado.
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Se puede probar expĺıcitamente que la divergencia en ⟨T (2)
µν ⟩ren también tiene la

forma que esperamos y que estas son consistentes con lo que se obtiene de desarrollo

WKB del modelo. [15]

5.4. Sistema de dos cuerpos disjuntos

Ahora vamos hacer algunos cálculos expĺıcitos de la enerǵıa y de la fuerza que se

obtiene a partir de la misma. La primera de nuestras configuraciones son dos cuerpos

disjuntos con σ constante. Esto seŕıa

σ2(z) =


σ2
A −LA < z < 0,

σ2
B L < z < L+ LB,

0 si no,

(5.21)

como se muestra en la figura 5.5. Este σ(x) se puede pensar como la suma de dos σ’s

constantes como los que estudiamos mas arriba. El valor medio del campo al cuadrado

se divide en la suma de los campos de cada cuerpo debido a la linealidad con σ2, cada

uno dado para la expresión 5.7. Entonces el valor medio del campo al cuadrado es

A B

z
0 L-LA L + LB

Figura 5.5: Configuración cuerpos A y B extensos en el plano xy y separados a una distancia
L en el eje z. Los cuerpos tienen ancho finito LA y LB
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⟨ϕ2(z)(1)⟩ = ⟨ϕ2(z)
(1)
A ⟩+ ⟨ϕ2(z)

(1)
B ⟩

=
λ

25π2
(σ2

A{sgn(z)[γ + log(µ|z|)]− sgn(z + LA)[γ + log(µ|z + LA|)]}

+ σ2
B{sgn(z − L− LB)[γ + log(µ|z − L− LB|)]− sgn(z − L)[γ + log(µ|z − L|)]}).

(5.22)

La L L+Lb
z

-3

-2

-1

1

ϕ2

Figura 5.6: Configuración cuerpos A y B extensos en el plano xy y separados a una distancia
L en el eje z. Los cuerpos tienen ancho finito LA y LB

De la expresión 4.36 para n = 2 e integrando en las componentes x e y se obtiene

E(2) =
λA

8

∫
dz1σ

2(z1)⟨ϕ2(z1)
(1)⟩, (5.23)

donde hemos utilizado
∫
dxdy = A. Para el sistema de dos cuerpos la enerǵıa se

puede separar en

E(2) =
λA

8
[

∫
ΩA

dz1σ
2
A⟨ϕ2

A(z1)
(1)⟩+

∫
ΩA

dz1σ
2
A⟨ϕ2

B(z1)
(1)⟩

+

∫
ΩB

dz1σ
2
B⟨ϕ2

B(z1)
(1)⟩+

∫
ΩB

dz1σ
2
B⟨ϕ2

A(z1)
(1)⟩].

(5.24)

Es rápido ver, escribiendo la expresión de los campos al cuadrado que el segundo y

cuarto término son iguales. Por otro lado, el primer y tercer término no dependen de

la posición de los cuerpos.
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E(2) = E
(2)
A + E

(2)
B + E

(2)
AB. (5.25)

A los términos de enerǵıa de un cuerpo debido a śı mismo los llamaremos au-

toenerǵıas mientras que a los términos como E
(2)
AB nos referiremos como enerǵıas de

interacción. En general todas las enerǵıas se pueden pensar como combinaciones de

autoenerǵıas e interacciones. En este caso el término de interacción es

E
(2)
AB =

λA

4

∫
ΩA

dz1σ
2
A⟨ϕ2

B(z1)
(1)⟩, (5.26)

donde hemos utilizado solo uno de los dos términos, con un factor 2.

E
(2)
AB =

λ2A

27π2
σ2
Aσ

2
B

∫ 0

−LA

dz1{sgn(z − L− LB)[γ + log(µ|z − L− LB|)]

− sgn(z − L)[γ + log(µ|z − L|)]},
(5.27)

E
(2)
AB =

λ2

27π2
Aσ2

Aσ
2
B[L log

(
(L+ LA)(L+ LB)

L(L+ LA + LB)

)
+ LA log

(
L+ LA

L+ LA + LB

)
+ LB log

(
L+ LB

L+ LA + LB

)
].

(5.28)

Si graficamos esta enerǵıa en función de la distancia entre las placas L se obtiene

la figura 5.7a. Notamos que la enerǵıa de interacción disminuye al acercarse los dos

cuerpos, por lo que se obtiene una fuerza atractiva.

Por último para hallar la fuerza derivamos respecto de L

F
(2)
AB = −dE

(2)
AB

dL
= − λ2

27π2
Aσ2

Aσ
2
B log

(
(L+ LA)(L+ LB)

L(L+ LA + LB)

)
, (5.29)

la cual se muestra en la figura 5.7b. Notamos también que si bien la enerǵıa no diverge,

la fuerza entre las placas se hace infinita al tender la distancia de las mismas a cero.

Un ĺımite interesante que podemos hacer es el de LA = LB → ∞, en este ĺımite

vemos que la fuerza diverge, a diferencia de la fuerza de Casimir que puede ser calculada

entre semiespacios. Esto se debe a que el modelo guarda una diferencia sustancial con

el problema de Casimir. Si se integra la enerǵıa a segundo orden 4.54 en el momento,

se obtiene
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2 4 6 8 10
L

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

Energía

(a) Enerǵıa de interacción E
(2)
AB en función de la distancia entre las placas L

2 4 6 8 10
L

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

Fuerza

(b) Fuerza F
(2)
AB en función de la distancia entre las placas L, donde se tomó el

módulo de la fuerza.

Figura 5.7: Gráfico de E
(2)
AB y F

(2)
AB donde se tomó LA = LB = 1. También se ignoraron las

constantes multiplicativas, es decir λ2A
27π2σ

2
Aσ

2
B = 1.
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E(2) = − λ2

28π3

∫
d3x1d

3x2
σ2(x⃗1)σ

2(x⃗2)

|x⃗2 − x⃗1|3
+

λ2

2π2

∫
d3x1σ

4(x⃗1) log

(
µ2
0

µ2

)
, (5.30)

donde µ0 es una escala arbitraria. Esta expresión nos muestra que la enerǵıa de inter-

acción decae como 1
r3

a diferencia del efecto Casimir en medios diluidos, en los que la

interacción decae como 1
r7

[16]. Estas potencias se pueden obtener también por análisis

dimensional ya que este desarrollo es en σ que tiene unidades de masa, mientras que

los desarrollos de medios diluidos en Casimir son en la constante dieléctrica cercana a

1, y la misma no tiene unidades.

En definitiva, la interacción que obtenemos para este modelo es más fuerte y diverge

para semiespacios, aun después de haber sido renormalizada. Este hecho limita el tipo

de configuraciones que podemos mirar.

5.5. Sistema de tres cuerpos

El siguiente paso seŕıa obtener la enerǵıa y la fuerza para un sistema de tres cuerpos.

En particular, nos interesa estudiar el caso en que los cuerpos A y B están separados

por un cuerpo C con una masa distinta σc. El valor medio del campo al cuadrado se

puede obtener sumando los campos de los tres cuerpos

⟨ϕ2(z)(1)⟩ = − λ

25π2
(σ2

A{sgn(z + LA)[γ + log(µ|z + LA|)]− sgn(z)[γ + log(µ|z|)]}+

+ σ2
C{sgn(z)[γ + log(µ|z|)]− sgn(z − L)[γ + log(µ|z − L|)]}+

+ σ2
B{sgn(z − L)[γ + log(µ|z − L|)]

− sgn(z − L− LB)[γ + log(µ|z − L− LB|)]}).
(5.31)

El campo de esta configuración se muestra en la figura 5.8

Para calcular la enerǵıa necesitamos en cuenta las interacciones E
(2)
AB, E

(2)
AC y E

(2)
BC ,

aśı como la autoenerǵıa del cuerpo C. La interacción E
(2)
AB no depende del cuerpo que

esté en el medio, pues a este orden la enerǵıa depende del valor de σ(x) en dos puntos.

Por otro lado, las interacciones E
(2)
AC y E

(2)
CB seŕıan análogas pero tomando el ĺımite

L → 0. Tomando este ĺımite en la expresión 5.28 obtenemos

E
(2)
AB

∣∣∣
L=0

=
λ2

27π2
Aσ2

Aσ
2
B[LA log(LA) + LB log(LB)− (LA + LB) log(LA + LB)]. (5.32)
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La L L+Lb
z

-10

-8

-6

-4

-2

2

ϕ2

Figura 5.8: Campo al cuadrado de dos cuerpos A y B separados por un tercer cuerpo C.

A B

z
0 L-LA L + LB

C

Figura 5.9: Misma configuración que antes de los cuerpos A y B extensos en el plano xy y
separados a una distancia L en el eje z. Ahora se agrega un cuerpo C en medio de los otros dos.

A partir de este limite podemos obtener E
(2)
AC tomando LB → L y σB → σC

E
(2)
AC =

λ2

27π2
Aσ2

Aσ
2
C [LA log(LA) + L log(L)− (LA + L) log(LA + L)], (5.33)

y E
(2)
CB tomando LA → L y σA → σC
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E
(2)
CB =

λ2

27π2
Aσ2

Cσ
2
B[L log(L) + LB log(LB)− (L+ LB) log(L+ LB)]. (5.34)

Para calcular la autoenerǵıa del cuerpo C partimos de la expresión 4.54. Tenemos

que

E
(2)
C =

λ2π2

24(2π)7
Re[

∫
d3x1d

3x2d
3q2σ

2(x⃗1)σ
2(x⃗2) log

(
q⃗22
µ2

)
e−iq⃗2(x⃗2−x⃗1)], (5.35)

donde podemos hacer las integrales en x⃗1 y x⃗2 forman las transformadas de Fourier de

los σ

E
(2)
C =

λ2π2

24(2π)7

∫
d3q2σ̃2(q⃗2)σ̃2(−q⃗2) log

(
q⃗22
µ2

)
. (5.36)

Hacemos las transformadas para el cuerpo C con σC constante, poniendo un sistema

de coordenadas en el centro del cuerpo, lo cual no cambia el valor de la enerǵıa,

σ̃2(q⃗) = σ2
C(2π)

2δ(qx)δ(qy)
2 sin

(
qzL
2

)
qz

(5.37)

y reemplazando en la expresión de la enerǵıa del cuerpo C obtenemos

E
(2)
C = − λ2

27π3
σ4
CA

∫
dq2z

1

q22z
sin2(

q2zL

2
) log

(
q22z
µ2

)
, (5.38)

donde hemos usado que (2π)4δ2(q2x)δ
2(q2y) = (2π)2δ(q2x)δ(q2y)A para una de las trans-

formadas de Fourier de la masa. Hacemos esta integral y llegamos a

E
(2)
C = − λ2

27π3
σ4
CA

∫
dq2z

1

q22z
sin2(

q2zL

2
) log

(
q22z
µ2

)
, (5.39)

por último, hacemos la integral en q2z y llegamos a

E
(2)
C = − λ2

27π2
σ4
CAL[log(Lµ) + γ − 1]. (5.40)

En esta última expresión, las constantes γ y 1 que aparecen son irrelevantes, ya que

se pueden absorber en una redefinición del parámetro de regularización dimensional µ.

Juntando todas las partes podemos obtener la enerǵıa total de los tres cuerpos



5.6 Cuerpos inmersos en un fluido 48

E
(2)
ACB =

λ2

27π2
A{σ2

Aσ
2
B[L log

(
(L+ LA)(L+ LB)

L(L+ LA + LB)

)
+ LA log

(
L+ LA

L+ LA + LB

)
+ LB log

(
L+ LB

L+ LA + LB

)
]

+ σ2
Aσ

2
C [LA log(LA) + L log(L)− (LA + L) log(LA + L)]

+ σ2
Cσ

2
B[L log(L) + LB log(LB)− (L+ LB) log(L+ LB)]

− σ4
CL[log(Lµ) + γ − 1]}.

(5.41)

Por último, derivando obtenemos la fuerza

F
(2)
ACB = − λ2

27π2
A[σ2

Aσ
2
B log

(
(L+ LA)(L+ LB)

L(L+ LA + LB)

)
+ σ2

Aσ
2
C log

(
L

L+ LA

)
+ σ2

Cσ
2
B log

(
L

L+ LB

)
− σ4

C(log(Lµ) + γ)].

(5.42)

Tanto en las expresiones de la enerǵıa como de la fuerza se observan los términos

de interacción debido a que el cálculo que estamos haciendo es a orden 2 en λ. Si

hiciéramos el cálculo a orden 3 esperaŕıamos que aparezca un termino en la enerǵıa

proporcional a λ3σAσBσC . Por otro lado, la autoenerǵıa del cuerpo C produce en la

fuerza términos que divergen logaŕıtmicamente en L, lo cual esta relacionado con que

la enerǵıa en este modelo decae con la distancia al cubo.

Lo que es llamativo es que aparecen términos constantes en la fuerza y el parámetro

de regularización dimensional µ. Esto es lo que suele pasar en los cálculos de auto-

enerǵıas. Una forma de resolver esto es considerar a los cuerpos A y B inmersos en el

cuerpo C. Esto lo estudiaremos en la sección que sigue.

5.6. Cuerpos inmersos en un fluido

En la sección anterior vimos como al agregar el cuerpo C entre los cuerpos A y B,

deb́ıamos tener en cuenta la autoenerǵıa del cuerpo C, y esto haćıa que el parametro

de regularización dimensional µ se filtrara en la enerǵıa y luego también en la fuerza.

En esta sección vamos a considerar una configuración similar pero en lugar de poner

el material C solo en el medio de los dos cuerpos, vamos a poner mateŕıa afuera de

los cuerpos. Todo este sistema va a estar encerrado en una caja de longitud 2L0.

Esquematicamente, la configuración seŕıa como se muestra en la figura 5.10.

Si bien los cuerpos que colocamos a izquierda y derecha son los mismos que el

medio C, es útil identificarlos con las letras D y E para ver como es su contribución a

la enerǵıa. Sin embargo, estos cuerpos poseen una masa σC .
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A B

z
0 L-LA L + LB

CD E

-L0 L0

Figura 5.10: Configuración de los cuerpos A y B inmersos en el medio C en una caja de
longitud 2L0.

Para calcular la enerǵıa tenemos que considerar las interacciones de a pares y las

autoenerǵıas. Tenemos

E
(2)
DACBE = E

(2)
AB+E

(2)
DA+E

(2)
AC+E

(2)
AE+E

(2)
DB+E

(2)
CB+E

(2)
BE+E

(2)
DC+E

(2)
DE+E

(2)
CE+E

(2)
C +E

(2)
E ,

(5.43)

donde las únicas autoenerǵıas relevantes son las de los cuerpos C y E, pues las otras

no dependen de L. Para cada término usamos las formulas que fuimos desarrollando a

lo largo del caṕıtulo para dos cuerpos disjuntos y autoenerǵıa, haciendo un renombra-

miento de los parámetros. Juntando todos los términos tenemos

E
(2)
AB =

λ2

27π2
Aσ2

Aσ
2
B[L log

(
(L+ LA)(L+ LB)

L(L+ LA + LB)

)
+ LA log

(
L+ LA

L+ LA + LB

)
+ LB log

(
L+ LB

L+ LA + LB

)
],

(5.44)

E
(2)
AC =

λ2

27π2
Aσ2

Aσ
2
C [LA log(LA) + L log(L)− (LA + L) log(LA + L)], (5.45)
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E
(2)
AE =

λ2

27π2
Aσ2

Aσ
2
C [(L+ LB) log

(
(L+ LA + LB)L0

(L+ LB)(L0 + LA)

)
+ LA log

(
L+ LA + LB

L0 + LA

)
+ (L0 − L) log

(
L0

L0 + LA

)
],

(5.46)

E
(2)
CB =

λ2

27π2
Aσ2

Cσ
2
B[L log(L) + LB log(LB)− (L+ LB) log(L+ LB)], (5.47)

E
(2)
BE =

λ2

27π2
Aσ2

Cσ
2
B[(L0 − L− LB) log(L0 − L− LB) + LB log(LB)

− (L0 − L) log(L0 − L)],

(5.48)

E
(2)
DB =

λ2

27π2
Aσ2

Cσ
2
B[(L+ LA) log

(
(L+ L0)(L+ LA + LB)

(L+ LA)(L+ L0 + LB)

)
+ (L0 − LA) log

(
L+ L0

L+ L0 + LB

)
+ LB log

(
L+ LB + LA

L+ L0 + LB

)
],

(5.49)

E
(2)
DC =

λ2

27π2
Aσ4

C [LA log

(
L0(L+ LA)

LA(L+ L0)

)
+ (L0 − LA) log

(
L0

L+ L0

)
+ L log

(
L+ LA

L+ L0

)
],

(5.50)

E
(2)
DE =

λ2

27π2
Aσ4

C [(L+ LA + LB) log

(
(L+ L0 + LB)(L0 + LA)

2L0(L+ LA + LB)

)
+ (L0 − LA) log

(
L0 + L+ LB

2L0

)
+ (L0 − L− LB) log

(
LA + L0

2L0

)
],

(5.51)

E
(2)
CE =

λ2

27π2
Aσ4

C [LB log

(
(L+ LB)(L0 − L)

LBL0

)
+ L log

(
L+ LB

L0

)
+ (L0 − L− LB) log

(
L0 − L

L0

)
],

(5.52)

E
(2)
C = − λ2

27π2
Aσ4

CL[log(Lµ) + γ − 1], (5.53)
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E
(2)
E = − λ2

27π2
Aσ4

C{(L0 − L− LB)[log((L0 − L− LB)µ) + γ − 1]}, (5.54)

omitiendo el término E
(2)
DA, ya que no depende de L . Notamos que toda la dependencia

con µ se encuentra en los términos E
(2)
C y E

(2)
E . Sin embargo, a diferencia de la confi-

guración de la sección anterior, al sumar E
(2)
C + E

(2)
E en este caso µ aparece como una

constante en la enerǵıa y desaparece al derivar respecto de L.

Dado que nuestro modelo no nos permite considerar semiespacios infinitos pues en

estos la fuerza diverge, esta es la configuración mas parecida a la de Lifshitz.

Haciendo la derivada cada término de E
(2)
DACBE, se obtiene la fuerza

F
(2)
DACBE = − λ2A

27π2
[(σ2

A − σ2
C)(σ

2
B − σ2

C) log

(
(L+ LA)(L+ LB)

L(L+ LA + LB)

)
+ (σ2

B − σ2
C)σ

2
C log

(
(L0 + L)(L0 − L)

(L0 − L− LB)(L+ L0 + LB)

)
].

(5.55)

Esta expresión se simplifica aun más si se considera el caso L0 ≫ LA, LB, L ya que

en ese caso el segundo termino desaparece completamente, obteniendo

F
(2)
DACBE = − λ2A

27π2
(σ2

A − σ2
C)(σ

2
B − σ2

C) log

(
(L+ LA)(L+ LB)

L(L+ LA + LB)

)
. (5.56)

Esta expresión guarda una similitud muy importante con la fuerza de Lifshitz, el

cambio de signo para valores de σC intermedios entre σA y σB, respecto a valores

distintos. Este hecho fue de utilizado en verificaciones experimentales. [17]

5.7. Campo de una esfera

Como último ejemplo, vamos a considerar un σ constante en una esfera de radio a

σ2(x⃗) =

σ2 |x⃗| < a,

0 si no,
(5.57)

Partimos de la expresión 4.39 del campo al cuadrado, e integramos en las coorde-

nadas temporales

⟨ϕ2(1)⟩ = λπ2

2(2π)7
Re[

∫
d3x1d

3q1σ
2(x⃗1)e

iq⃗1(x⃗1−x⃗) log

(
q⃗21
µ2

)
]. (5.58)

La transformada de Fourier del σ(x⃗) puede hacerse expĺıcitamente, pasando a coor-

denadas esféricas,
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∫
d3x1σ

2(x⃗1)e
iq⃗1x⃗1 =

4πσ2

q21
[
sin(q1a)

q1
− a cos(q1a)], (5.59)

donde q1 = |q⃗1|. Reemplazando esto en el campo al cuadrado obtenemos

⟨ϕ2(1)⟩ = λ

26π4
Re{

∫
d3q1e

−iq⃗1x⃗1
σ2

q21
[
sin(q1a)

q1
− a cos(q1a)] log

(
q21
µ2

)
}. (5.60)

Nuevamente, integramos usando coordenadas esféricas, esta vez en q⃗1

⟨ϕ2(1)⟩ = λσ2

24π3

a

r

∫
dq1

sin(q1r)

q1
[
sin(q1a)

aq1
− cos(q1a)] log

(
q21
µ2

)
. (5.61)

Resolviendo la última integral, se llega al resultado del campo al cuadrado

⟨ϕ2(1)⟩ = λσ2

25π2
[(1 +

a

r
− (1− a

r
)sgn(r − a)) + (−1 + (1− 2a

r
)sgn(r − a))(γ + log |µa|)+

+ ((1− a

r
− (1− a

r
)sgn(r − a))) log |r

a
− 1|+ (−1 +

a

r
+ sgn(r − a)) log |r

2

a2
− 1|

+ (−a

r
− a

r
sgn(r − a)) log

(r
a
+ 1
)
].

(5.62)

Analizando ⟨ϕ2(1)(r)⟩ para r cercano a a, se puede ver que este presenta divergencias
logaŕıtmicas. Una vez obtenido el campo a primer orden, se puede usar la ecuación 4.36

para obtener la enerǵıa a segundo orden

E(2) = −λ2σ4

25π

a3

3
(−7

3
+ γ + log(2µa)), (5.63)

y derivando podemos hallar la fuerza

F (2) =
λ2σ4

25π
a2(−2 + γ + log(2µa)). (5.64)

Notamos que la fuerza posee un termino dependiente del parámetro de regulariza-

ción dimensional. Como ya mencionamos anteriormente, esto es lo que suele pasar al

considerar autoenerǵıas.



Caṕıtulo 6

Principio de trabajos virtuales

El principio de trabajos virtuales dice que la fuerza calculada como la derivada de la

enerǵıa al variar la posición de un cuerpo dejando el resto del sistema fijo es equivalente

a calcular la integral de la componente normal del tensor enerǵıa-impulso. En la figura

6.1 se muestra esquemáticamente la componente normal del tensor enerǵıa-impulso y

la variación debido a un cambio en la posición de uno de los cuerpos. Cualquier método

de regularización válido debeŕıa satisfacer el principio de trabajos virtuales. En este

caṕıtulo vamos a dar una demostración del principio de trabajos virtuales para nuestro

modelo a todo orden.

ΩA

ΩB

Tμνn
ν

ΩA

ΩB

δr

Figura 6.1: A la izquierda se muestra una configuración de cuerpos y esquemáticamente di-
bujamos la componente normal del tensor enerǵıa-impulso en uno de los cuerpos. Por otro lado
se muestra la variación debido a desplazar uno de los cuerpos en un vector infinitesimal δr⃗

Como veremos, la validez del principio de trabajos virtuales está ı́ntimamente rela-

cionada con la ecuación de continuidad que satisface el valor de expectación del tensor

enerǵıa-impulso. Por ese motivo, en primer lugar analizaremos si la ecuación de conti-
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nuidad clásica sigue siendo válida después del proceso de renormalización, es decir, si

no presenta anomaĺıas.

6.1. Ecuación de continuidad

Partimos de la definición del tensor de enerǵıa-impulso en un campo escalar masivo

en un espacio curvo y con una masa variable σ(x)

Tµν = (1− 2ξ)∇µϕ∇νϕ+ (2ξ − 1

2
)gµν∇ρϕ∇ρϕ+

− [ξ(Rµν −
1

2
gµνR)− 1

2
gµν(m

2 +
λ

2
σ2)]ϕ2

− 2ξϕ∇µ∇νϕ+ 2ξgµνϕ∇ρ∇ρϕ,

(6.1)

luego tomando la derivada ∇µ

∇µTµν = (1− 2ξ)(∇µ∇µϕ)∇νϕ+ (1− 2ξ)∇µϕ(∇µ∇νϕ) + (2ξ − 1

2
)∇ν(∇ρϕ∇ρϕ)+

− ξ[∇µ(Rµν −
1

2
gµνR)]ϕ2 − 2ξ(Rµν −

1

2
gµνR)ϕ∇µϕ+ (m2 +

λ

2
σ2)ϕ∇νϕ+

+
λ

4
(∇νσ

2)ϕ2 − 2ξ(∇µϕ)(∇µ∇νϕ)− 2ξϕ(∇µ∇µ∇νϕ) + 2ξ(∇νϕ)(∇ρ∇ρϕ)+

+ 2ξϕ(∇ν∇ρ∇ρϕ),

(6.2)

donde notamos que el cuarto termino se cancela usando la identidad de Bianchi

∇µ(Rµν − 1
2
gµνR) = 0. Juntamos el segúndo término con el octavo, y el anteúltimo

término se cancela con parte del primero, quedando

∇µTµν = (∇µ∇µϕ)∇νϕ+ (1− 4ξ)∇µϕ(∇µ∇νϕ) + 2(2ξ − 1

2
)(∇ν∇ρ)ϕ∇ρϕ)+

− 2ξ(Rµν −
1

2
gµνR)ϕ∇µϕ+ (m2 +

λ

2
σ2)ϕ∇νϕ+

λ

4
(∇νσ

2)ϕ2+

− 2ξϕ(∇µ∇µ∇νϕ) + 2ξϕ(∇ν∇ρ∇ρϕ),

(6.3)

donde notamos que el segundo y tercer termino se cancelan. Y en el último usamos

que ∇ν∇ρ∇ρϕ = ∇ρ∇ρ∇νϕ+Rµν∇µϕ para cancelar el anteúltimo término y parte del

cuarto

∇µTµν = (∇µ∇µϕ)∇νϕ+ ξRϕ∇νϕ+ (m2 +
λ

2
σ2)ϕ∇νϕ+

λ

4
(∇νσ

2)ϕ2. (6.4)
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Luego, agrupamos

∇µTµν = (∇νϕ)[∇µ∇µ +m2 +
λ

2
σ2 + ξR]ϕ+

λ

4
(∇νσ

2)ϕ2, (6.5)

y evaluando en la ecuación de movimiento 2.24 tenemos que

∇µTµν =
λ

4
(∇νσ

2)ϕ2. (6.6)

Esta ecuación nos da una relación entre Tµν y ϕ2. También podemos ver que si

bien el tensor enerǵıa impulso no es una cantidad conservada, su no conservación esta

asociada al background de una forma muy precisa.

En la práctica, vamos a trabajar con valores medios cantidades f́ısicas. Por lo que

es importante ver que esta relación se sigue cumpliendo para valores medios. Si la

relación no se cumpliese, estaŕıamos en presencia de una anomaĺıa. En lo que sigue

veremos que la relación sigue valiendo para valores medios de los observables. Por

simplicidad trabajaremos en un espacio tiempo de Minkowski. Para aligerar la notación,

consideramos

G(x, x′) = Im[GF (x, x
′)], (6.7)

de esta forma, G cumple con la ecuación de movimiento

(□x +m2 +
λ

2
σ2(x))G(x, x′) = 0, (6.8)

donde hemos hecho explicito que en Minkowski la curvatura se anula. AdemásG(x, x′) =

G(x′, x). Escribimos el tensor enerǵıa-impulso usando G a partir de la expresión 2.30

⟨Tµν⟩ = −[(1− 2ξ)∂µ∂
′
νG(x, x′) + (2ξ − 1

2
)gµνg

ρσ∂ρ∂
′
σG(x, x′)+

− 2ξ∂µ∂νG(x, x′) + 2ξgµνg
ρσ∂ρ∂σG(x, x′)+

+
1

2
gµν(m

2 +
λσ2(x)

2
)G(x, x′)]

∣∣∣
x′=x

.

(6.9)

Para hacer las derivadas respecto de x debemos tener cuidado en considerar que

∂µ[f(x, x′)]
∣∣∣
x=x′

= [∂µf(x, x′) + ∂′µf(x, x′)]
∣∣∣
x′=x

, (6.10)

con esto en mente, podemos obtener la cuadri-divergencia del valor de expectación del

tensor enerǵıa-impulso
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∂µ⟨Tµν⟩ = −[(1− 2ξ)∂µ∂µ∂
′
νG(x, x′) + (1− 2ξ)∂′µ∂µ∂

′
νG(x, x′)+

+ (2ξ − 1

2
)∂ν∂ρ∂

′ρG(x, x′) + (2ξ − 1

2
)∂′

ν∂ρ∂
′ρG(x, x′)+

− 2ξ∂µ∂µ∂νG(x, x′)− 2ξ∂′µ∂µ∂νG(x, x′) + 2ξ∂ν∂ρ∂
ρG(x, x′)+

+ 2ξ∂′
ν∂ρ∂

ρG(x, x′) +
1

2
(m2 +

λσ2(x)

2
)∂νG(x, x′)+

+
1

2
(m2 +

λσ2(x)

2
)∂′

νG(x, x′) +
λ

4
(∂νσ

2(x))G(x, x′)]
∣∣∣
x′=x

,

(6.11)

y agrupando los términos con ξ obtenemos

∂µ⟨Tµν⟩ = −[2ξ(−∂µ∂µ∂
′
ν − ∂′µ∂µ∂

′
ν + ∂ν∂ρ∂

′ρ + ∂′
ν∂ρ∂

′ρ+

− ∂µ∂µ∂ν − ∂′µ∂µ∂ν + ∂ν∂ρ∂
ρ + ∂′

ν∂ρ∂
ρ)G(x, x′)+

+ (∂µ∂µ∂
′
ν + ∂′µ∂µ∂

′
ν −

1

2
∂ν∂ρ∂

′ρ − 1

2
∂′
ν∂ρ∂

′ρ)G(x, x′)+

+
1

2
(m2 +

λσ2(x)

2
)∂νG(x, x′)+

+
1

2
(m2 +

λσ2(x)

2
)∂′

νG(x, x′) +
λ

4
(∂νσ

2(x))G(x, x′)]
∣∣∣
x′=x

,

(6.12)

donde podemos cancelar todos los términos del primer paréntesis

∂µ⟨Tµν⟩ = −[(∂µ∂µ∂
′
ν + ∂′µ∂µ∂

′
ν −

1

2
∂ν∂ρ∂

′ρ − 1

2
∂′
ν∂ρ∂

′ρ)G(x, x′)+

1

2
(m2 +

λσ2(x)

2
)(∂ν + ∂′

ν)G(x, x′) +
λ

4
(∂νσ

2(x))G(x, x′)]
∣∣∣
x′=x

.

(6.13)

y luego

∂µ⟨Tµν⟩ = −[∂′
ν(□+m2 +

λσ2(x)

2
)G(x, x′) +

λ

4
(∂νσ

2(x))G(x, x′)]
∣∣∣
x′=x

. (6.14)

donde hemos usado que G(x, x′) = G(x′, x), y en consecuencia [∂ν∂ρ∂
′ρG(x, x′)]

∣∣∣
x′=x

=

[∂′
ν∂ρ∂

′ρG(x, x′)]
∣∣∣
x′=x

y [∂νG(x, x′)]
∣∣∣
x′=x

= [∂′
νG(x, x′)]

∣∣∣
x′=x

. Por último, usando la ecua-

ción de movimiento se obtiene

∂µ⟨Tµν⟩ =
λ

4
(∂νσ

2(x))⟨ϕ2(x)⟩. (6.15)

La ecuación 6.15 es válida para las cantidades regularizadas, y es válida en d di-
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mensiones. Es importante destacar que para que la ecuación de continuidad valga para

las partes renormalizadas, es necesario verificar su validez para las partes substraidas.

∂µ(⟨Tµν⟩ − ⟨Tµν⟩ad4) =
λ

4
(∂νσ

2(x))(⟨ϕ2(x)⟩ − ⟨ϕ2(x)⟩ad2). (6.16)

Pero para esto basta con probar

∂µ⟨Tµν⟩ad4 =
λ

4
(∂νσ

2(x))⟨ϕ2(x)⟩ad2, (6.17)

la cual se satisface inmediatamente, y se puede verificar de las ecuaciones 3.43 y 3.44.

6.2. Principio de trabajos virtuales

Consideremos un sistema como el de la figura 6.2, con un cuerpo inmerso en un

fluido. El cuerpo B se encuentra en la región ΩB y se muestra un desplazamiento

virtual en un vector L⃗. Vamos a considerar que en el cuerpo B hay un campo σ2
B(x⃗).

En el fluido consideramos un campo σ2
M(x⃗), notamos que a diferencia del cuerpo B, al

hacer un desplazamiento virtual σ2
M vaŕıa solo por el hecho de descubrir o cubrir zonas

al mover el cuerpo B. La forma de hacer expĺıcita esta visión del movimiento de los

cuerpos la utilización de funciones caracteŕısticas.

ΩB

L
x

y

z

Figura 6.2: El cuerpo B en un medio, se muestra un desplazamiento virtual L⃗

Definimos la función caracteŕıstica en un conjunto arbitrario Ω, χΩ, como

χΩ(x⃗) =

1 x⃗ ∈ Ω

0 x⃗ /∈ Ω.
(6.18)

Entonces podemos escribir el campo σ2
L⃗
luego de desplazar el cuerpo B en un vector

L⃗ como
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σ2
L⃗
(x⃗) = σ2

B(x⃗− L⃗)χΩB
(x⃗− L⃗) + σ2

M(x⃗)[1− χΩB
(x⃗− L⃗)], (6.19)

donde σM podŕıa incluir otros cuerpos. De esta forma se puede tomar el gradiente

∇σ2(x⃗) = ∇σ2
B(x⃗− L⃗)χΩB

(x⃗− L⃗) + σ2
B(x⃗− L⃗)∇χΩB

(x⃗− L⃗)

+∇σ2
M(x⃗)[1− χΩB

(x⃗− L⃗)]− σ2
M(x⃗)∇χΩB

(x⃗− L⃗),
(6.20)

donde pensamos a ∇χΩB
como una distribución. Por otro lado, podemos derivar

respecto de la posición del cuerpo B, obteniendo

d

dL⃗
σ2
L⃗
(x⃗) =

d

dL⃗
σ2
B(x⃗− L⃗)χΩB

(x⃗− L⃗) + σ2
B(x⃗− L⃗)

d

dL⃗
χΩB

(x⃗− L⃗)

− σ2
M(x⃗)

d

dL⃗
χΩB

(x⃗− L⃗),

(6.21)

pero es inmediato darse cuenta que la dependencia con L⃗ aparece igual que con

x⃗ en los términos derivados pero con un signo de diferencia. Por lo que, esta última

expresión se puede reescribir como

d

dL⃗
σ2
L⃗
(x⃗) = −∇σ2

B(x⃗− L⃗)χΩB
(x⃗− L⃗)− σ2

B(x⃗− L⃗)∇χΩB
(x⃗− L⃗)

+ σ2
M(x⃗)∇χΩB

(x⃗− L⃗),

(6.22)

donde además notamos que d

dL⃗
σ2
L⃗
(x⃗)
∣∣∣
L⃗=0

es no nula sólo en ΩB incluyendo el borde,

y en esa región además se satisface que d

dL⃗
σ2
L⃗
(x⃗) = −∇σ2(x⃗). Derivamos la enerǵıa

respecto de L⃗ a partir de la expresión 4.35

−dE(n)

dL⃗

∣∣∣
L⃗=0

=
1

2n

λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q1...d

3qn−1n
dσ2

L⃗

dL⃗
(x⃗1)σ

2
L⃗
(x⃗2)...σ

2
L⃗
(x⃗n)×

× eiq⃗n−1(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗1(x⃗2−x⃗1)In[1]}
∣∣∣
q0k=0,L⃗=0

,

(6.23)

donde hemos usado que las derivadas de todos los σ que aparecen son iguales. De

esta expresión se puede formar un ⟨ϕ2(x⃗1)
(n−1)⟩

− dE(n)

dL⃗

∣∣∣
L⃗=0

= −λ

4

∫
d3x1

dσ2
L⃗

dL⃗
(x⃗1)

∣∣∣
L⃗=0

⟨ϕ2(x⃗1)
(n−1)⟩. (6.24)
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Esta última expresión esta integrada en todo el espacio, pero
dσ2

L⃗

dL⃗

∣∣∣
L⃗=0

es no nulo

solo en ΩB y el borde, como mencionamos antes. Pero en esta región se puede hacer el

cambio por ∇σ2(x⃗), obteniendo

−dE(n)

dL⃗

∣∣∣
L⃗=0

=
λ

4

∫
ΩB

d3x∇σ2(x⃗)⟨ϕ2(x⃗)(n−1)⟩, (6.25)

pero la ecuación de continuidad 6.6 escrita para el caso no dependiente del tiempo,

da como resultado que ∇ · ⟨T (x⃗)(n)⟩ = λ
4
∇σ2(x⃗)⟨ϕ2(x⃗)(n−1)⟩

−dE(n)

dL⃗

∣∣∣
L⃗=0

=

∫
ΩB

d3x∇ · ⟨T (x⃗)(n)⟩, (6.26)

y usando el teorema de la divergencia obtenemos

−dE(n)

dL⃗

∣∣∣
L⃗=0

=

∫
∂ΩB

ds⃗ · ⟨T (x⃗)(n)⟩. (6.27)

Esta última expresión es la forma integral del principio de trabajos virtuales. Hasta

ahora sólo hemos sido capaces de calcular el lado izquierdo de esta igualdad, ya que

contamos con una expresión como 4.36 que nos permite computar la enerǵıa de forma

menos trabajosa. El lado derecho de la ecuación es más dif́ıcil de calcular ya que las

integrales involucradas son más trabajosas. Sin embargo, es posible realizar el cálculo

del lado derecho para configuraciones altamente simétricas, valiéndonos nuevamente de

la ecuación de continuidad. En el caṕıtulo que sigue daremos dos ejemplos expĺıcitos

de esta igualdad. El primero es una configuración que ya hemos utilizado, de tres

cuerpos A,C y B con valores de σ constantes. El segundo ejemplo será un sistema con

backgrounds no homogéneo.



Caṕıtulo 7

Ejemplos del principio de trabajos

virtuales

Como mencionamos en el caṕıtulo anterior, ahora nos encargaremos de hacer dos

ejemplos del principio de trabajos virtuales. El primer ejemplo será de un sistema

homogéneo a trozos con tres cuerpos como el que ya estudiamos en el caṕıtulo 4. El

segundo ejemplo será de un sistema similar pero donde el cuerpo del medio se reemplaza

por uno no homogéneo.

7.1. Revisión configuración de tres cuerpos calculo

de la fuerza a partir de la presión

Recordamos la configuración de tres cuerpos que estudiamos en el caṕıtulo 4. Esta

consist́ıa en dos cuerpos A y B con σA y σB constantes respectivamente. Ambos cuerpos

se encuentran separados por un cuerpo C con σC también constante. Esta configuración

se encuentra esquematizada en la figura 7.1

Vamos a estudiar esta configuración con mas detalle y obtendremos el valor de la

integral en superficie del tensor enerǵıa-impulso. Comenzamos por mirar el valor medio

del campo al cuadrado el cual ya hab́ıamos obtenido

⟨ϕ2(z)(1)⟩ = − λ

25π2
(σ2

A{sgn(z + LA)[γ + log(µ|z + LA|)]− sgn(z)[γ + log(µ|z|)]}+

+ σ2
C{sgn(z)[γ + log(µ|z|)]− sgn(z − L)[γ + log(µ|z − L|)]}+

+ σ2
B{sgn(z − L)[γ + log(µ|z − L|)]

− sgn(z − L− LB)[γ + log(µ|z − L− LB|)]}).
(7.1)

60



7.1 Revisión configuración de tres cuerpos calculo de la fuerza a partir de la presión 61

A B

z
0 L-LA L + LB

C

Figura 7.1: Configuración de dos cuerpos A y B extensos en el plano xy y separados por un
cuerpo C.

En la figura 5.8 se muestra la forma de ⟨ϕ2(z)(1)⟩. Ahora estamos interesados en

estudiar el tensor enerǵıa impulso. Si suponemos una configuración que sólo depende

de z, de la ecuación de continuidad 6.15, integrando en un volumen contenido entre los

planos a z0 y z como el de la figura 7.2

y

x

zzz0

Ω
A

Figura 7.2: Región de integración Ω contenida entre dos planos en z0 y z.
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∫
Ω

d3x
∂

∂z
⟨Tzz⟩ =

λ

4

∫
Ω

d3x(
∂

∂z
σ2(x))⟨ϕ2(x)⟩, (7.2)

integrando en las componentes x e y sobre el área A, y tomando el ĺımite z0 → −∞

⟨Tzz(z)
(2)⟩ = λ

4

∫ z

−∞

d

dz
σ2(z1)⟨ϕ2(z1)

(1)⟩, (7.3)

donde henos usado que ⟨Tzz(−∞)(2)⟩ = 0.

Para el sistema que estamos considerando, la derivada de σ es

d

dz
σ2(z1) = σ2

Aδ(z1+LA)+(σ2
C−σ2

A)δ(z1)+(σ2
B−σ2

C)δ(z1−L)−σ2
Bδ(z1−L−LB). (7.4)

El inconveniente que aparece en esta instancia es el de evaluar ⟨ϕ2(z)(1)⟩ en los pun-

tos en los que no se encuentra bien definido (ver figura 5.8). Este problema desaparece

si se utilizaran σ continuos. Una manera de solventar este problema es utilizar rampas

u otros tipos de suavizados en las interfaces con algún espesor que luego de hará tender

a cero. Otra forma es utilizar el promedio de los ĺımites a izquierda y a derecha, aunque

esta prescripción solo vale para σ continuos a trozos. Para eso, vamos a definir

⟨ϕ2(z̄)(1)⟩ := ĺım
η→0

⟨ϕ2(z̄ + η)(1)⟩+ ⟨ϕ2(z̄ − η)(1)⟩
2

. (7.5)

Esta elección lleva al resultado correcto del cálculo, y en el apéndice C se puede ver

como, con un ejemplo sencillo, se llega a esta prescripción. Calculamos los valores de

los promedios en los puntos relevantes,

⟨ϕ2(−LA)
(1)⟩ = λ

25π2
[σ2

C log

(
LA

L+ LA

)
− σ2

A(γ + log(µLA)) + σ2
B log

(
L+ LA

L+ LA + LB

)
],

(7.6)

⟨ϕ2(0)(1)⟩ = λ

25π2
[−σ2

A(γ + log(µLA)) + σ2
B log

(
L

L+ LB

)
− σ2

C(γ + log(µL))], (7.7)

⟨ϕ2(L)(1)⟩ = λ

25π2
[σ2

A log

(
L

L+ LA

)
− σ2

C(γ + log(µL))− σ2
B(γ + log(µLB))], (7.8)

⟨ϕ2(L+LB)
(1)⟩ = λ

25π2
[σ2

A log

(
L+ LB

L+ LA + LA

)
+σ2

C log

(
LB

L+ LB

)
−σ2

B(γ+log(µLB))].

(7.9)
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Para obtener la fuerza, no es necesario calcular todo el tensor enerǵıa impulso, basta

con hacer

F⃗B =

∫
∂ΩB

ds⃗ · ⟨T (x⃗)(n)⟩ = êzA(⟨Tzz(L+ LB + ϵ)(2)⟩ − ⟨Tzz(L− ϵ)(2)⟩), (7.10)

el cual se escribe como la integral

FB =
λA

4

∫ L+LB+ϵ

L−ϵ

d

dz
σ2(z1)⟨ϕ2(z1)

(1)⟩, (7.11)

reemplazando por el valor de la derivada de σ e integrando las deltas

FB =
λA

4
[σ2

B(⟨ϕ2(L)(1)⟩ − ⟨ϕ2(L+ LB)
(1)⟩)− σ2

C⟨ϕ2(L+ LB)
(1)⟩], (7.12)

evaluando el campo con la prescripción del promedio

FB = − λ2A

27π2
[σ2

Aσ
2
B log

(
(L+ LA)(L+ LB)

L(L+ LA + LB)

)
+ σ2

Aσ
2
C log

(
L

L+ LA

)
+ σ2

Cσ
2
B log

(
L

L+ LB

)
− σ4

C(log(Lµ) + γ)],

(7.13)

obteniendo el mismo resultado que al derivar la enerǵıa. Un cálculo análogo muestra

que la tercera configuración también da como resultado la misma fuerza. Estos ejemplos

de la validez del principio de trabajos virtuales tienen un inconveniente, que los σ que

hemos considerado hasta ahora son constantes en regiones. En lo que sigue haremos

un ejemplo donde σ no es constante en una de las regiones.

7.2. Un ejemplo no homogéneo

El ejemplo que vamos a considerar cosiste de un σ2

σ2(z) =



σ2
A −LA < z < 0,

σ2
C − αz 0 < z < L,

σ2
B L < z < L+ LB,

0 si no,

(7.14)

como el de la figura 7.3

Este ejemplo se puede obtener como una combinación de los casos que estudiamos

al principio del caṕıtulo 5. Escribimos el campo debido a cada una de las tres regiones
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Figura 7.3: Configuración σ2 constante en dos regiones con σA,σB separados por una región
con σ2 lineal. Para este gráfico se tomamos σ2

A = σ2
B = 1, σ2

C = 2, α = 0,1, LA = LB = L = 2.

como

⟨ϕ2
A(z)

(1)⟩ = λσ2
A

25π2
{sgn(z)[γ + log(µ|z|)]− sgn(z + LA)[γ + log(µ|z + LA|)]}, (7.15)

⟨ϕ2
B(z)

(1)⟩ = λσ2
B

25π2
{sgn(z−L−LB)[γ+log(µ|z − L− LB|)]−sgn(z−L)[γ+log(µ|z − L|)]},

(7.16)

⟨ϕ2
C(z)

(1)⟩ = λ

25π2
{(σ2

C − αL)sgn(z − L)[γ + log(µ|z − L|)]

− σ2
Csgn(z)[γ + log(µ|z|)]

− α|z − L|[γ − 1 + log(µ|z − L|)]

+ α|z|[γ − 1 + log(µ|z|)]}.

(7.17)

El campo total, será la suma de los otros tres

⟨ϕ2(z)(1)⟩ = ⟨ϕ2
A(z)

(1)⟩+ ⟨ϕ2
B(z)

(1)⟩+ ⟨ϕ2
C(z)

(1)⟩ (7.18)

La expresión es extensa y, dentro de lo posible, vamos a evitar utilizarla. Aun aśı, el

gráfico es el de la figura 7.4

En este ejemplo vamos a calcular tanto la enerǵıa y posteriormente su derivada,

como la integral de la presión.
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Figura 7.4: Gráfico esquemático de ⟨ϕ2(z)(1)⟩ para este sistema. Una vez más tomamos σ2
A =

σ2
B = 1, σ2

C = 2, α = 0,1, LA = LB = L = 2. También hemos tomado λ
25π2 = 1.

Calculo de la fuerza como la derivada de la enerǵıa

Ahora vamos a hacer un cálculo de la fuerza como la derivada de la enerǵıa con

respecto a la posición del cuerpo B. De 4.36 la enerǵıa total del sistema es

E(2) =
Aλ

8

∫
dz σ2(z)[⟨ϕ2

A(z)
(1)⟩+ ⟨ϕ2

B(z)
(1)⟩+ ⟨ϕ2

C(z)
(1)⟩], (7.19)

donde hemos separado al campo según la contribución de cada cuerpo. Desarrollando

las integrales en las distintas regiones, obtenemos

E(2) =
Aλ

8

∫ 0

−LA

dz σ2(z)[⟨ϕ2
A(z)

(1)⟩+ ⟨ϕ2
B(z)

(1)⟩+ ⟨ϕ2
C(z)

(1)⟩]

+
Aλ

8

∫ L

0

dz σ2(z)[⟨ϕ2
A(z)

(1)⟩+ ⟨ϕ2
B(z)

(1)⟩+ ⟨ϕ2
C(z)

(1)⟩]

+
Aλ

8

∫ L+LB

L

dz σ2(z)[⟨ϕ2
A(z)

(1)⟩+ ⟨ϕ2
B(z)

(1)⟩+ ⟨ϕ2
C(z)

(1)⟩].

(7.20)

Esta enerǵıa se puede escribir como

E
(2)
ACB = E

(2)
AB + E

(2)
AC + E

(2)
CB + E

(2)
C , (7.21)

donde
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E
(2)
AB =

Aλ

8

∫ 0

−LA

dz σ2(z)⟨ϕ2
B(z)

(1)⟩+ Aλ

8

∫ L+LB

L

dz σ2(z)⟨ϕ2
A(z)

(1)⟩

= 2
Aλ

8

∫ 0

−LA

dz σ2(z)⟨ϕ2
B(z)

(1)⟩

= 2
Aλ

8

∫ L+LB

L

dz σ2(z)⟨ϕ2
A(z)

(1)⟩,

(7.22)

y las otras definiciones son análogas. El hecho de que podamos escribir a la enerǵıa de

interacción como dos veces la integral sobre cualquiera de los cuerpos se puede probar

usando la expresión en transformadas de Fourier. Si bien la cuenta se podŕıa hacer

igual sin usar esta propiedad, vamos a usar el programa Mathematica y esto reduce el

tiempo de cálculo.

Los cálculos de las enerǵıas están hechos Mathematica en, los resultados son:

E
(2)
AB =

λ2A

27π2
σ2
Aσ

2
B[L log

(
(L+ LA)(L+ LB)

L(L+ LA + LB)

)
+ LA log

(
L+ LA

L+ LA + LB

)
+ LB log

(
L+ LB

L+ LA + LB

)
],

(7.23)

E
(2)
C = − λ2A

27π2

L

9
[3
(
α2L2 − 3αLσ2

C + 3σ4
C

)
log(µL)

+ (3γ − 4)α2L2 − 9(γ − 1)αLσ2
C + 9(γ − 1)σ4

C ],

(7.24)

E
(2)
AC =

λ2A

28π2
σ2
A(αL

2 log

(
L+ LA

L

)
+ αL2

A log

(
LA

L+ LA

)
+ αLLA − 2Lσ2

C log(L+ LA)− 2LAσ
2
C log(L+ LA) + 2Lσ2

C log(L) + 2LAσ
2
C log(LA)),

(7.25)

E
(2)
BC =

λ2A

28π2
σ2
B(L log(L)(2σ2

C − αL)− LB(αL+ log(LB)(2αL+ αLB − 2σ2
C))

+ (L+ LB) log(L+ LB)(α(L+ LB)− 2σ2
C)),

(7.26)

y al derivarlos obtenemos
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F
(2)
Enerǵıa = − d

L
E

(2)
ACB

=
λ2A

28π2
2(α2L2 log(µL) + γα2L2 − α2L2 − 2αLσ2

C log(µL)

+ log(L)(αLσ2
B − σ2

C(σ
2
A + σ2

B))− 2γαLσ2
C + αLσ2

C + σ4
C log(µL)

− αLσ2
A log

(
L+ LA

L

)
− σ2

Aσ
2
B log

(
(L+ LA)(L+ LB)

L

)
+ σ2

Aσ
2
B log(L+ LA + LB)

+ σ2
Aσ

2
C log(L+ LA)− αLσ2

B log(L+ LB)− αLBσ
2
B log(L+ LB) + σ2

Bσ
2
C log(L+ LB)

+ αLBσ
2
B log(LB) + γσ4

C).

(7.27)

La expresión no aporta al análisis en cuestión, sólo la usaremos para comparar con

la fuerza que se obtiene al integrar la presión.

Calculo de la fuerza integral de la presión

Ahora vamos a calcular la fuerza a partir de la presión. Recordamos que

⟨Tzz(z)
(2)⟩ = λ

4

∫ z

−∞

d

dz
σ2(z1)⟨ϕ2(z1)

(1)⟩, (7.28)

Cuando no tenemos un σ2 constante a trozos, la prescripción del promedio deja

de valer. Entonces debemos hacer continuo el σ del ejemplo, una forma de hacerlo es

poniendo rampas. Como sólo vamos a calcular la fuerza sobre el cuerpo B, ponemos

rampas únicamente alrededor de este. El que vamos a considerar σ2 es

σ2(z) =



σ2
A −LA < z < 0,

σ2
C − αz 0 < z < L− ϵ,

σ2
C − α(L− ϵ) +

(σ2
B−(σ2

C−α(L−ϵ)))(z−L−ϵ)

2ϵ
L− ϵ < z < L+ ϵ,

σ2
B L+ ϵ < z < L+ LB − ϵ,

σ2
B − σ2

B(z−L−LB+ϵ)

2ϵ
L+ LB − ϵ < z < L+ LB + ϵ,

0 si no,

(7.29)

donde, luego de hacer los cálculos, tomaremos el ĺımite ϵ → 0. En la figura 7.5 hay un

gráfico esquemático de cómo se veŕıa este σ2

Podemos verificar que el ⟨ϕ2(1)⟩ ahora es continuo alrededor del cuerpo B, ver figura

7.5. De hecho si se toman valores más y más chicos de ϵ se puede ver la tendencia a

recuperar el ⟨ϕ2(1)⟩ anterior.
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Figura 7.5: Gráfico de σ2 luego de introducir las rampas para hacerlo continuo. Para este
gráfico tomamos los mismos valores que en los anteriores y ϵ = 0,5
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Figura 7.6: Se muestra el campo para un σ2 con rampas alrededor del cuerpo B. Tomando los
mismos parámetros que tomamos en el gráfico sin suavizar.

Si queremos la fuerza sobre el cuerpo B tenemos que hacer

F
(2)
Presion = A(⟨Tzz(L+ LB + ϵ)(2) − ⟨Tzz(L− ϵ)(2)⟩) = λA

4

∫ L+LB+ϵ

L−ϵ

d

dz
σ2(z1)⟨ϕ2(z1)

(1)⟩,

(7.30)

donde, en la región de integración, d
dz
σ2(z1) es no nulo sólo en (L − ϵ, L + ϵ) y

(L+LB − ϵ, L+LB + ϵ), y es constante. Por lo tanto, la fuerza se puede escribir como

F
(2)
Presion =

λA

4
(
d

dz
σ2(L+LB)

∫ L+ϵ

L−ϵ

⟨ϕ2(z1)
(1)⟩+ d

dz
σ2(L))

∫ L+LB+ϵ

L+LB−ϵ

⟨ϕ2(z1)
(1)⟩). (7.31)

Estas integrales se pueden hacer numéricamente en Mathematica. En lo que sigue
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tomaremos distintos valores de ϵ y haremos el cálculo numérico de la fuerza.

Comparación de resultados

En la figura 7.7 se muestran las curvas de la fuerza calculada como la derivada de

la enerǵıa y como la integral de la presión para distintos valores de ϵ. En la figura se

puede ver como, al tomar ϵ → 0, las curvas tienden a unirse.
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(a) ϵ = 0,9
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(d) ϵ = 0,01

Figura 7.7: En azul se muestra F
(2)
Enerǵıa y en naranja F

(2)
Presión para distintos valores de ϵ

tomando σ2
A = σ2

B = 1, σ2
C = 2, α = 0,1, LA = LB = L = 2. También tomamos λ2A

27π2 = 1

En conclusión, este ejemplo ilustra la validez del principio de trabajos virtuales

para medios no homogéneos. También es útil para entender cómo obtener las fuerzas

de Casimir para medios discontinuos como caso ĺımite de medios continuos.



Caṕıtulo 8

Acción efectiva CTP

A lo largo de este trabajo se utilizó un σ(x) independiente del tiempo. Bajo la

hipótesis de independencia temporal los elementos de matriz in-out pueden pensarse

como valores de expectación. Tanto si se quiere obtener expresiones válidas para σ(x)

que dependan del tiempo, como si se quiere estudiar las fluctuaciones de los campos

alrededor de su valor medio, es necesario introducir un nuevo método de cálculo. El

objetivo de este caṕıtulo es obtener la acción efectiva CTP, o in-in, para el campo

semiclásico σ, para luego estudiar los efectos de las fluctuaciones cuánticas en el mismo.

Este método fue propuesto por Schwinger [18] y luego extendido por Keldysh entre

otros. En el contexto de la teoŕıa de campos, este tema fue abordado ampliamente

en la literatura [19] [20]. En lugar de ir directo al cálculo de la acción efectiva CTP,

haremos un acercamiento gradual, obteniendo primero la acción efectiva in-out. Luego

haremos el cálculo de la acción efectiva in-out en un espacio curvo para obtener el tensor

enerǵıa-impulso de un método alternativo a como se hizo en el caṕıtulo 4. Finalmente

llegaremos a la descripción de la acción efectiva CTP.

8.1. Acción efectiva in-out

La acción efectiva in-out para el campo σ se puede obtener integrando sobre el

campo cuántico ϕ. Es decir,

eiSeff[σ] =

∫
Dϕei

∫
d4x 1

2
(∂µϕ∂µϕ−λ

2
σ2ϕ2) =

∫
Dϕe−

i
2

∫
d4xϕ(□+λ

2
σ2)ϕ, (8.1)

donde hemos usado el método de integración por partes para reescribir la acción. Esto

es análogo a lo que hicimos en el caṕıtulo 3 donde integramos el campo ϕ para obtener

la acción efectiva del campo gravitatorio. Esta integral funcional se puede escribir como

el determinante del operador diferencial que aparece en el exponente

70
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eiSeff = α[det

(
□+

λ

2
σ2

)
]−

1
2 . (8.2)

Tomando el logaritmo podemos despejar la acción efectiva

Seff = const +
i

2
log[det

(
□+

λ

2
σ2

)
]. (8.3)

Volvemos a escribir logaritmo del determinante como una traza

Seff = const +
i

2
tr

[
log

(
□+

λ

2
σ2

)]
, (8.4)

y sacamos el operador sin perturbar como factor común

Seff = const +
i

2
tr[log(□)] +

i

2
tr

[
log

(
1 +□−1λ

2
σ2

)]
. (8.5)

El logaritmo se puede obtener desarrollando log(1 + x) =
∑∞

n=1
(−1)n−1

n
xn. Por lo

que la acción efectiva queda

Seff = const− i

2

∞∑
n=1

1

n
(−λ

2
)n tr

[
(□−1σ2)n

]
, (8.6)

donde podemos utilizar □−1 = −G
(0)
F , obteniendo

Seff = const− i

2

∞∑
n=1

1

n
(
λ

2
)n
∫

d4x1...d
4xnσ

2(x1)G
(0)
F (x1, x2)...σ

2(xn)G
(0)
F (xn, x1), (8.7)

siendo G
(0)
F es el propagador de Feynman

G
(0)
F (x, y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

p2
. (8.8)

Es interesante estudiar la relación entre la acción efectiva in-out obtenida y la

enerǵıa 4.35 que hab́ıamos obtenido en el caṕıtulo 4. Es inmediato ver que si conside-

ramos un σ2 independiente del tiempo e integramos en un intervalo de tiempo T

E(n) = −S
(n)
eff

T
(8.9)
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8.2. Acción efectiva in-out en un espacio curvo

En los caṕıtulos anteriores hemos usado la expresión del valor medio del tensor

enerǵıa-impulso a partir del propagador de Feynman, sin embargo, este se podŕıa ob-

tener derivando la acción efectiva respecto de la métrica. En esta sección calcularemos

la acción efectiva, igual que en la sección anterior, pero para una métrica perturbada

respecto de la de Minkowski. La acción efectiva se obtiene a partir de

eiSeff[σ] =

∫
Dϕe

i
2

∫
d4x

√
−g(∂µϕ∂µϕ−λ

2
σ2ϕ2). (8.10)

Sin embargo, nos basta mirar una métrica de Minkoski perturbada pues estamos

interesados en la derivada funcional de la acción efectiva

gµν = ηµν + hµν , (8.11)

notamos que la inversa de la métrica se obtiene como gµν = ηµν − hµν y que
√
−g =

1 + 1
2
h, siendo h = hµ

µ. También es importante destacar que hµν sube y baja ı́ndices

con ηµν a primer orden en hµν . Luego, la acción efectiva queda

eiSeff[σ] =

∫
Dϕe

i
2

∫
d4x(1+ 1

2
h)[(ηµν−hµν)∂µϕ∂νϕ−λ

2
σ2ϕ2], (8.12)

y a primer orden

eiSeff[σ] =

∫
Dϕe

i
2

∫
d4x[(1+ 1

2
h)ηµν∂µϕ∂νϕ−hµν∂µϕ∂νϕ−(1+ 1

2
h)λ

2
σ2ϕ2]. (8.13)

Integrando por partes, obtenemos

eiSeff[σ] =

∫
Dϕe−

i
2

∫
d4xϕ{∂µ[(1+ 1

2
h)ηµν−hµν ]∂ν+(1+ 1

2
h)λ

2
σ2}ϕ, (8.14)

y por lo tanto

Seff = const +
i

2
log

(
det{∂µ[(1 +

1

2
h)ηµν − hµν ]∂ν + (1 +

1

2
h)

λ

2
σ2}
)
. (8.15)

Repitiendo el procedimiento de intercambiar log y det por tr y log, y desarrollando

el logaŕıtmo, se obtiene

Seff = const− i

2

∞∑
n=1

1

n
(−λ

2
)n tr{[A−1(1 +

1

2
h)σ2)n]}, (8.16)

donde
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A = ∂µ[(1 +
1

2
h)ηµν − hµν ]∂ν . (8.17)

Invertir este operador, es análogo a lo que venimos haciendo. Sin embargo, es nece-

sario tener noción de los ordenes a los que trabajamos en cada parámetro. Necesitamos

invertir este operador a primer orden en hµν .

AG0(x, x
′) = −δ(x− x′) (8.18)

donde el 0 indica el orden en λ. A orden cero en hµν tenemos

ηµν∂µ∂νG
0
0(x, x

′) = −δ(x− x′), (8.19)

donde ahora el supráındice representa el orden eh hµν . El propagador a este orden

queda

G0
0(x, x

′) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−x′)

ηµνpµpν
. (8.20)

Luego de un poco de álgebra, se puede obtener el propagador a primer orden en

hµν ,

G1
0(x, x

′) =
1

(2π)8

∫
d4x′d4ke−ik(x−x′)hαβ(x′)(ηµαη

ν
β −

1

2
ηµνηαβ)∫

d4qeiq(x−x′) qν(qµ + kν)

q2(q + k)2
,

(8.21)

donde los vectores al cuadrado en el denominador están multiplicados con la métrica

de Minkowski. Los escribimos aśı para aligerar la notación. Volviendo al cálculo de la

acción efectiva, tenemos que

S
(n)
eff = − iλn

n2n+1

∫
d4x1...d

4xn(G
0
0(x1, x2) +G1

0(x1, x2))(1 +
1

2
h(x1))σ

2(x1)...

(G0
0(xn, x1) +G1

0(xn, x1))(1 +
1

2
h(xn))σ

2(xn).

(8.22)

Para comparar con los resultados anteriores, calculamos la acción efectiva a primer

orden

S
(1)
eff = −iλ

4

∫
d4x1(1 +

1

2
h(x1))σ

2(x1)[

∫
d4p

(2π)4
1

p2
+

+

∫
d4yd4k

(2π)8
e−ik(x1−y)hαβ(y)(ηµαη

ν
β −

1

2
ηµνηαβ)(I2[qµqν ] + I2[qν ]kµ)],

(8.23)
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donde las integrales I2 son función de k. Para obtener el tensor enerǵıa-impulso usamos

⟨0out|Tµν |0in⟩
⟨0out|0in⟩

=
2√
−g

δSeff

δgµν
, (8.24)

y obtenemos

⟨T (1)
µν ⟩ =

iλ

4

∫
d4x1d

4k

(2π)8
σ2(x1)e

−ik(x1−x)(ηµαη
ν
β −

1

2
ηµνηαβ)(I2[qµqν ] + I2[qν ]kµ)]. (8.25)

El resultado es el mismo que obtuvimos en el caṕıtulo 4. Repitiendo el procedi-

miento con S
(2)
eff recuperamos el tensor enerǵıa-impulso a segundo orden. Este cálculo

alternativo nos muestra que es equivalente usar ecuaciones como 2.30, y no es necesa-

rio repetir todo el cálculo de la acción efectiva en un espacio curvo. En la sección que

sigue obtendremos la acción efectiva in-in en el espacio plano, y para obtener el ten-

sor enerǵıa-impulso simplemente plantearemos la generalización de 2.30 al formalismo

in-in.

8.3. Acción efectiva in-in

Ahora vamos a calcular la acción efectiva in-in [19][21]. El formalismo in-in nos dice

que, para hallar la acción efectiva, debemos tomar dos campos ϕ+ y ϕ− de forma tal

que

eiSeff [σ+,σ−] =

∫
Dϕ+Dϕ−e

i(S[ϕ+,σ+]−S∗[ϕ−,σ−]), (8.26)

donde la acción S[ϕ, σ] es la que teńıamos para nuestro campo ϕ, es decir

S[ϕ±, σ±] = −1

2

∫
d4xϕ±(x)(□+

λσ2
±(x)

2
− iϵ)ϕ±(x). (8.27)

Esta acción se puede escribir matricialmente, considerando a ϕ± como las compo-

nentes de un multiplete

S[ϕ+, ϕ−, σ+, σ−] = −1

2

∫
d4xd4y

(
ϕ+(x) ϕ−(x)

)
A(x, y)

(
ϕ+(y)

ϕ−(y)

)
, (8.28)

donde la matriz A es

A =

(
□+

λσ2
+

2
0

0 −(□+
λσ2

−
2
)

)
= A(0) + Λ, (8.29)

definiendo las matrices
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A(0) =

(
□ 0

0 −□

)
, (8.30)

y

Λ(x) =
λ

2

(
σ2
+ 0

0 −σ2
−

)
. (8.31)

Por otro lado, vamos a definir el propagador

G =

(
G++ G+−

G−+ G−−

)
, (8.32)

como la inversa del operador A. Es decir,

Aab(x)Gbc(x, y) = −δacδ(x− y). (8.33)

A partir de este punto, el procedimiento es el mismo que venimos haciendo. Hacemos

un desarrollo perturbativo del propagador G = G(0)+G(1)+ ..., donde la G(0) es tal que

A(0)
ab G

(0)
bc (x, y) = −δacδ(x− y). (8.34)

A su vez, G(1) satisface

A(0)
ab G

(1)
bc (x, y) = −Λa,b(x)G(0)

bc (x, y), (8.35)

y por lo tanto

G(1)(x, x′) =

∫
d4x1G(0)(x, x1)Λ(x1)G(0)(x1, x

′). (8.36)

Hallando la relación recursiva, podemos escribir G(n) como

G(n)(x, x′) =

∫
d4x1...d

4xnG(0)(x, x1)Λ(x1)G(0)(x1, x2)...Λ(xn)G(0)(xn, x
′).

(8.37)

Ahora G(n)
++(x, x

′) nos da valor de expectación del producto temporalmente ordenado

de los campos a diferencia del elemento de matriz que nos daba el formalismo in-out.

Tenemos el propagador a todo orden escrito en función del propagador a orden cero,

el cual resulta de invertir A0

G(0) =

(
GF −G+

G− −GD

)
, (8.38)
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donde

G(0)
++(x, x

′) = GF (x, x
′) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−x′)

p2 + iϵ
(8.39)

− G(0)
−−(x, x

′) = GD(x, x
′) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−x′)

p2 − iϵ
(8.40)

− G(0)
+−(x, x

′) = G+(x, x
′) = −

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−x′)2πiδ(p2)Θ(p0) (8.41)

G(0)
−+(x, x

′) = G−(x, x
′) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−x′)2πiδ(p2)Θ(−p0). (8.42)

Por su parte, la acción efectiva se puede escribir como el determinante del operador

A

Seff[σ+, σ−] = cte+
i

2
log(det(A)), (8.43)

e intercambiando log y det por tr y log, se obtiene

Seff[σ+, σ−] = cte+
i

2
tr(log(A)). (8.44)

Nuevamente, separamos A0

Seff[σ+, σ−] = cte+
i

2
tr(log(A0)) +

i

2
tr
(
log
(
1 + (A(0))−1Λ

))
, (8.45)

y desarrollamos el logaritmo

Seff[σ+, σ−] = cte+
i

2

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
tr
[
((A(0))−1Λ)n

]
. (8.46)

Por último, podemos escribir a la inversa del operador (A(0))−1 como el propagador

a orden cero. Por lo que la acción efectiva resulta

Seff[σ+, σ−] = cte− i

2

∞∑
n=1

1

n
tr
[
(G(0)Λ)n

]
, (8.47)

la cual podemos escribir matricialmente como
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Seff[σ+, σ−] = cte− i

2

∞∑
n=1

λn

2nn

∫
d4x1...d

4xn

tr

[
G(0)(x1, x2)

(
σ2
+(x1) 0

0 −σ2
−(x1)

)
...G(0)(xn, x1)

(
σ2
+(xn) 0

0 −σ2
−(xn)

)]
,

(8.48)

donde la traza es sólo matricial, la traza sobre los ı́ndices continuos ya fue implemen-

tada. Esta es la acción efectiva a todo orden, en lo que sigue estudiaremos el segundo

orden ya que es el primer orden no trivial en el que aparecen los efectos cuánticos.

8.3.1. Núcleos de ruido y de disipación

Vamos a mirar en detalle la acción efectiva in-in a segundo orden, de esta veremos

como surgen los efectos cuánticos dando como resultado ecuaciones de movimiento

estocásticas. Para empezar, teńıamos la acción efectiva

S
(2)
eff [σ+, σ−] = −iλ2

16

∫
d4x1d

4x2

tr

[
G(0)(x1, x2)

(
σ2
+(x1) 0

0 −σ2
−(x1)

)
G(0)(x2, x1)

(
σ2
+(xn) 0

0 −σ2
−(xn)

)]
,

(8.49)

la cual se puede reescribir como

S
(2)
eff [σ+, σ−] = −iλ2

16

∫
d4x1d

4x2G(0)
++(x1, x2)G(0)

++(x1, x2)σ
2
+(x1)σ

2
+(x2)+

− G(0)
+−(x1, x2)G(0)

−+(x1, x2)σ
2
+(x1)σ

2
−(x2)+

− G(0)
−+(x1, x2)G(0)

+−(x1, x2)σ
2
−(x1)σ

2
+(x2)+

+ G(0)
−−(x1, x2)G(0)

−−(x1, x2)σ
2
−(x1)σ

2
−(x2).

(8.50)

Haciendo un cambio de variables a Σ(x) = σ2
+(x) + σ2

−(x) , ∆(x) = σ2
+(x)− σ2

−(x),

y por lo tanto σ2
+(x) =

Σ(x)+∆(x)
2

, σ2
−(x) =

Σ(x)−∆(x)
2

, la acción efectiva queda
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S
(2)
eff [σ+, σ−] = −iλ2

64

∫
d4x1d

4x2{Σ(x1)Σ(x2)[G(0)
++(x1, x2)G(0)

++(x1, x2)+

− G(0)
+−(x1, x2)G(0)

−+(x1, x2)− G(0)
−+(x1, x2)G(0)

+−(x1, x2) + G(0)
−−(x1, x2)G(0)

−−(x1, x2)]+

+ ∆(x1)Σ(x2)[G(0)
++(x1, x2)G(0)

++(x1, x2)− G(0)
+−(x1, x2)G(0)

−+(x1, x2)+

+ G(0)
−+(x1, x2)G(0)

+−(x1, x2)− G(0)
−−(x1, x2)G(0)

−−(x1, x2)]

+ Σ(x1)∆(x2)[G(0)
++(x1, x2)G(0)

++(x1, x2) + G(0)
+−(x1, x2)G(0)

−+(x1, x2)+

− G(0)
−+(x1, x2)G(0)

+−(x1, x2)− G(0)
−−(x1, x2)G(0)

−−(x1, x2)]

+ ∆(x1)∆(x2)[G(0)
++(x1, x2)G(0)

++(x1, x2) + G(0)
+−(x1, x2)G(0)

−+(x1, x2)+

+ G(0)
−+(x1, x2)G(0)

+−(x1, x2) + G(0)
−−(x1, x2)G(0)

−−(x1, x2)]}.
(8.51)

Para manipular esta expresión, recordamos la relación entre los propagadores

GF (x, y) = Θ(x0 − y0)G+(x, y)−Θ(y0 − x0)G−(x, y), (8.52)

GD(x, y) = Θ(x0 − y0)G−(x, y)−Θ(y0 − x0)G+(x, y), (8.53)

e invirtiendo estas relaciones

G+(x, y) = Θ(x0 − y0)GF (x, y)−Θ(y0 − x0)GD(x, y), (8.54)

G−(x, y) = Θ(x0 − y0)GD(x, y)−Θ(y0 − x0)GF (x, y). (8.55)

Con estas relaciones es sencillo probar que

GD(x1, x2)GD(x2, x1)+GF (x1, x2)GF (x2, x1) = −G+(x1, x2)G−(x2, x1)−G−(x1, x2)G+(x2, x1),

(8.56)

por lo que el término proporcional a Σ(x1)Σ(x2) se anula. En consecuencia, la acción

efectiva se puede escribir como

S
(2)
eff [σ+, σ−] =

1

2

∫
d4x1d

4x2[Σ(x1)D(x1, x2)∆(x2) + i∆(x1)N(x1, x2)∆(x2)],

(8.57)

donde
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N(x1, x2) = −λ2

32
[G(0)

++(x1, x2)G(0)
++(x1, x2) + G(0)

+−(x1, x2)G(0)
−+(x1, x2)+

+ G(0)
−+(x1, x2)G(0)

+−(x1, x2) + G(0)
−−(x1, x2)G(0)

−−(x1, x2)],

(8.58)

es el núcleo de ruido y

D(x1, x2) = −λ2i

16
[G(0)

++(x1, x2)G(0)
++(x1, x2)− G(0)

+−(x1, x2)G(0)
−+(x1, x2)+

+ G(0)
−+(x1, x2)G(0)

+−(x1, x2)− G(0)
−−(x1, x2)G(0)

−−(x1, x2)],

(8.59)

es el núcleo de disipación. Estamos interesados en hallar expĺıcitamente los núcleos.

Para empezar, el núcleo de ruido es

N(x1, x2) = −λ2

32
[GF (x1, x2)GF (x1, x2)−G+(x1, x2)G−(x1, x2)+

−G−(x1, x2)G+(x1, x2) +GD(x1, x2)GD(x1, x2)]

(8.60)

el cual puede escribirse, usando las relaciones entre los propagadores, como

N(x1, x2) = −λ2

16
[GF (x1, x2)GF (x1, x2) +GD(x1, x2)GD(x1, x2)]. (8.61)

Si consideramos que GF (x, y) = (GD(x, y))
∗, la expresión se simplifica aun más,

N(x1, x2) = −λ2

8
Re[GF (x1, x2)GF (x1, x2)]. (8.62)

Hacemos la cuenta escribiendo los propagadores,

N(x1, x2) = − λ2

8(2π)8
Re[

∫
d4pd4qe−i(p−q)(x1−x2)

1

p2 − iϵ

1

q2 − iϵ
], (8.63)

y haciendo un cambio de variables k = p− q, obtenemos

N(x1, x2) = − λ2

8(2π)8
Re[

∫
d4ke−ik(x1−x2)

∫
d4q

1

(q + k)2 − iϵ

1

q2 − iϵ
]. (8.64)
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Lo que se forma es la función B(k)

B(k) = iπ2(
2

4− d
− γ − log(π) + 2− log

(
−k2 + iϵ

µ2

)
). (8.65)

Sin embargo, como vamos a tomar la parte real, debemos escribir más precisamente

el logaŕıtmo que aparece con el iϵ, es decir

log

(
−k2 + iϵ

µ2

)
= log |k

2

µ2
|+ i arg(

−k2 + iϵ

µ2
), (8.66)

dode el argumento toma valores

arg(
−k2 + iϵ

µ2
) =

π k2 > 0,

0 k2 < 0.
(8.67)

Por lo tanto arg(−k2+iϵ
µ2 ) = πΘ(k2). Reemplazando en el núcleo de ruido

N(x1, x2) = − λ2

8(2π)8
Re[

∫
d4ke−ik(x1−x2)iπ2(

2

4− d
− γ − log(π) + 2− log |k

2

µ2
|+ iπΘ(k2))],

(8.68)

y tomando parte real, se obtiene

N(x1, x2) =
λ2

211π5

∫
d4k cos[k(x1 − x2)]Θ(k2)). (8.69)

El cálculo del núcleo de disipación es análogo, partiendo de la expresión

D(x1, x2) = −λ2i

16
[GF (x1, x2)GF (x1, x2) +G+(x1, x2)G−(x1, x2)+

−G−(x1, x2)G+(x1, x2)−GD(x1, x2)GD(x1, x2)],

(8.70)

y usando las identidades

G+(x1, x2)G−(x2, x1) = −Θ(x0
1−x0

2)GF (x1, x2)GF (x2, x1)−Θ(x0
2−x0

1)GD(x1, x2)GD(x2, x1),

(8.71)

G−(x1, x2)G+(x2, x1) = −Θ(x0
1−x0

2)GD(x1, x2)GD(x2, x1)−Θ(x0
2−x0

1)GF (x1, x2)GF (x2, x1),

(8.72)

podemos reescribirlo como
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D(x1, x2) = −λ2i

16
[GF (x1, x2)GF (x1, x2)−GD(x1, x2)GD(x1, x2)](1 + sgn(x0

2 − x0
1)).

(8.73)

Luego, usando que GF (x, y) = (GD(x, y))
∗

D(x1, x2) =
λ2

4
Θ(x0

2 − x0
1) Im[GF (x1, x2)GF (x1, x2)], (8.74)

que es simplemente.

D(x1, x2) =
λ2

4(2π)8
Θ(x0

2 − x0
1) Im[

∫
d4ke−ik(x1−x2)B(k)]. (8.75)

Por último, tomamos parte imaginaria

D(x1, x2) =
λ2

27π2
δ(x1 − x2)(

2

4− d
− γ − log(π) + 2)

− λ2

210π6
Θ(x0

2 − x0
1)

∫
d4k cos[k(x1 − x2)] log |

k2

µ2
|,

(8.76)

donde hemos considerado Θ(0) = 1
2
en el primer término. Esto es aśı porque si

seguimos las Θ desde su primera aparición en 8.52 y 8.53, una Θ en cada una de esas

ecuaciones debe contener la igualdad y la otra no.

Para ver el efecto del núcleo de ruido en las ecuaciones de movimiento, se puede

realizar una transformación [21]

e−
1
2

∫
d4x1d4x2∆(x1)N(x1,x2)∆(x2) =

∫
Dξei

∫
d4xξ(x)∆(x)e−

1
2

∫
d4x1d4x2ξ(x1)N−1(x1,x2)ξ(x2) (8.77)

introduciendo una nueva variable estocástica ξ tal que

⟨ξ⟩ = 0, (8.78)

y

⟨ξ(x1)ξ(x2)⟩ = N(x1, x2). (8.79)

La acción efectiva in-in que hemos obtenido en esta sección, es lo que en la bi-
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bliograf́ıa se suele denominar el funcional de influencia de Feynman-Vernon. El cual

guarda una estrecha relación con la acción efectiva Closed Time Path [21]. Esta relación

se puede escribir como

ΓCTP = S0[σ+]− S∗
0 [σ−] + Seff[σ+, σ−] (8.80)

donde S0 es la acción clásica del campo σ. La misma es, en nuestro modelo original

S0[σ] =
1

2

∫
ddx(∂µσ∂

µσ −m2
2σ

2 − λ2

12
σ4). (8.81)

Teniendo la acción efectiva CTP podemos calcular las ecuaciones de movimiento a

partir de la derivada funcional

δΓCTP

δσ+

∣∣∣
σ+=σ−=σ

= □σ +m2
2σ +

λ2

6
σ3 + 2σ(x)

∫
d4yσ2(y)D(y, x) + 2ξ(x)σ(x) = 0,

(8.82)

donde ξ(x) es la variable estocástica definida a partir del núcleo de ruido.

□σ +m2
2σ +

λ2

6
σ3 + [

λ2
1

26π2
(

2

4− d
− γ − log(π) + 2)]σ3

− λ2
1

29π6
σ(x)

∫
d4yd4kΘ(x0 − y0)σ2(y) cos[k(x− y)] log |k

2

µ2
| = −2ξ(x)σ(x).

(8.83)

Acá vemos nuevamente como las divergencias se absorben en las constantes de la

teoŕıa. Para ser consistente con la notación original del caṕıtulo 2 hemos vuelto a

introducir el sub́ındice en λ1. Absorbiendo las divergencias, se llega a la expresión

□σ +m2
2σ +

λ2

6
σ3 − λ2

1

29π6
σ(x)

∫
y0<x0

d4yd4kσ2(y) cos[k(x− y)] log |k
2

µ2
| = −2ξσ,

(8.84)

comparando con la ecuación de movimiento semiclásica de σ

□σ +m2
2σ +

λ2

6
σ3 − λ1

4
σ⟨ϕ2(1)⟩ = 0, (8.85)

notamos que
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⟨ϕ2(1)⟩ = − λ1

27π6

∫
y0<x0

d4yd4kσ2(y) cos[k(x1 − x2)] log |
k2

µ2
|. (8.86)

Es interesante ver como el campo depende solo de lo que pasa a tiempos anteriores.

Esto se debe a la causalidad de las ecuaciones de movimiento y es una propiedad general

que se obtiene al calcular valores de expectación con el formalismo in-in, en lugar de

elementos de matriz, como veńıamos haciendo en los caṕıtulos anteriores.

Otra forma de obtener este resultado hubiera sido partir de la ecuación 8.37 y tomar

⟨ϕ2(n)⟩ = − Im[G(n)
++]. Por último, se podŕıa repetir el cálculo de la acción efectiva en

un espacio curvo para obtener el tensor enerǵıa impulso. Sin embargo, un camino

alternativo para obtener ⟨Tµν⟩ es utilizar la ecuación 2.30 reemplazando GF por G(n)
++

en todos lados. Haciendo esto uno obtiene el tensor enerǵıa impulso pero se pierde de

la posibilidad de estudiar los efectos estocásticos. En el cálculo de la fuerza de Casimir,

uno no obtendŕıa las fluctuaciónes de la fuerza alrededor de su valor medio.[22][23]



Caṕıtulo 9

Conclusiones

Durante este trabajo establecimos el paralelismo entre la teoŕıa de campos en un

espacio curvo y la teoŕıa de campos con masa variable en el espacio de Minkowski,

el cual a su vez usamos en un modelo de juguete para estudiar las fluctuaciones del

campo electromagnético en presencia de medios materiales no homogéneos.

En nuestro sistema de un campo escalar con una masa variable hicimos un desarrollo

perturbativo en la parte variable de la masa, obteniéndose una expresión a todo orden

de ⟨ϕ2⟩, ⟨Tµν⟩ y la enerǵıa total del sistema. También se estudiaron en detalles los

primeros dos órdenes perturbativos. El primer orden del desarrollo perturbativo es

consistente con el previamente calculado en [8]. El problema es que a primer orden la

enerǵıa del sistema se anula ya que la enerǵıa depende la interacción de dos puntos

separados, lo cual impone necesariamente que esta sea de orden mayor a dos. En todos

los casos se aislaron las partes divergentes, y a orden dos se obtuvo la enerǵıa la cual

se utilizó para evaluar configuraciones particulares.

Al estudiar el desarrollo perturbativo, se observaron divergencias que persist́ıan a

la renormalización. Sin embargo, estas divergencias eran debidas a discontinuidades

en la masa, y se observó que no jugaban ningún papel en las fuerzas de Casimir. Las

divergencias superficiales tienen la misma forma que las que se observan al hacer un

desarrollo WKB, el cual consiste en hacer un desarrollo en derivadas de la masa [15].

Las propiedades de conservación del tensor enerǵıa-impulso, permiten probar el

principio de trabajos virtuales. Se hicieron ejemplos espećıficos en los que verificó la

validez del principio de trabajos virtuales. Además, al utilizar un método de regulari-

zación covariante, como lo es la regularización dimensional, y hacer una substracción

del desarrollo adiabático, no se encontraron anomaĺıas como las reportadas en otros

trabajos [6][7].

Por último, se generalizaron los resultados a situaciones dependientes del tiempo.

Luego de reobtener algunos de los resultados estáticos utilizando la acción efectiva

in-out, se calculó la acción efectiva in-in para el campo σ. La misma da lugar a una
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ecuación estocástica para el campo, que contiene efectos de ruido y disipación. Es-

te cálculo permitió mostrar la manera de generalizar los resultados perturbativos a

situaciones dependientes del tiempo.

Como posibles continuaciones a este trabajo podemos mencionar las siguientes: por

un lado seŕıa interesante estudiar el rol del ruido en la ecuación estocástica del σ. Por

ejemplo, analizar si es posible que las rápidas fluctuaciones inducidas por el campo ϕ

pueden estabilizar una transición de fase [24][25]. También seŕıa de interés analizar las

fluctuaciones de la fuera de Casimir alrededor de su valor medio en el modelo analizado

en esta tesis, y compararlas con las que resultan para conductores ideales [22]. Otra

linea futura de investigación es la generalización de los cálculos perturbativos y de la

prueba del principio de trabajos virtuales al caso electromagnético, ya que los resultados

existentes al momento sólo involucran geometŕıas planas [5].



Apéndice A

Integrales

A.1. Integrales n=2

Comenzamos para el caso del propagador no masivo

B(p1) = I2[1] =
1

µd−4

∫
dds

s2(s+ p1)2
,

usando la parametrización de Feynman obtenemos

B(p1) =
1

µd−4

∫ 1

0

dz

∫
dds

[zs2 + (1− z)(s+ p1)2]2

=
1

µd−4

∫ 1

0

dz

∫
dds

[s2 + 2sp1(1− z) + p21(1− z)]2
,

resolvemos la integral en s, esta se puede encontrar en varios libros, en particular en

[11],

B(p1) = (−1)d/2iπd/2Γ(
4− d

2
)

∫ 1

0

dz[
p21
µ2

z(1− z)]
d−4
2

= iπ2Γ(
4− d

2
)(
−p21
µ2

π)
d−4
2

∫ 1

0

dz[z(1− z)]
d−4
2 ,

donde hemos usado que (−1)
d
2 = (−1)2+

d−4
2 y π

d
2 = π2+ d−4

2 para llegar a la ultima

linea. Reemplazando por el valor de la integral del lado derecho

B(p1) = iπ2Γ(
4− d

2
)(
−p21
µ2

π)
d−4
2
√
π23−dΓ(

d
2
− 1)

Γ(d−1
2
)

= iπ2Γ(
4− d

2
)(
−p21π

µ24
)
d−4
2

√
π

2

Γ(d
2
− 1)

Γ(d−1
2
)
.
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Ahora usamos los desarrollos en series

Γ(ϵ) =
1

ϵ
− γ +O(ϵ)

√
π

2

Γ(1 + ϵ)

Γ(3
2
+ ϵ)

= 1 + (log(4)− 2)ϵ+O(ϵ2)

xϵ = 1 + ϵ log(x) +O(ϵ2),

donde γ ≈ 0,577 es la constante de Euler-Mascheroni, obtenemos

B(p1) = iπ2(
2

4− d
− γ +O(4− d))(1 +

d− 4

2
log

(
−p21π

µ24

)
+O(4− d)2)

× (1 +
d− 4

2
(log(4)− 2) +O(d− 4)2)

= iπ2(
2

4− d
− γ − log(π) + 2− log

(
−p21
µ2

)
) +O(d− 4)2.

B(p1) =
1

µd−4

∫
dds

s2(s+ p1)2

= iπ2(
2

4− d
− γ − log(π) + 2− log

(
−p21
µ2

)
).

(A.1)

Calculemos ahora la integral con un momento en el numerador

I2[s
µ] =

1

µd−4

∫
ddssµ

s2(s+ p1)2
,

el método de Veltman-Passarino nos dice que por simetŕıa la integral debe ser de la

forma

I2[s
µ] = C2;1p

µ
1 .

Multiplicando por p1mu a ambos lados y usando s · p1 = 1
2
[(s + p1)

2 − s2 − p21]

obtenemos

1

2
(I

(1)
1 [1]− I

(0)
1 [1]− p21I2[1]) = C2;1p

2
1,

por último, notando que la primera y la segunda integral del lado izquierdo son iguales

a menos de un cambio de variables, llegamos a

−1

2
I2[1] = C2;1
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usando este valor de C2;1 obtenemos

I2[s
µ] = −1

2
I2[1]p

µ
1 = −1

2
B(p1)p

µ
1 . (A.2)

Por último, calculamos la integral con dos momentos en el numerador

I2[s
µsν ] =

1

µd−4

∫
ddssµsν

s2(s+ p1)2
,

ahora por simetŕıa esta integral debe ser de la forma

I2[s
µsν ] = C2;00g

µν + C2;11p
µ
1p

ν
1,

multiplicando por gµν obtenemos

I2[s
2] = dC2;00 + C2;11p

2
1,

pero notamos que I2[s
2] = I

(0)
1 [1] = I

(1)
1 [1], pero esta integral se anula en regularización

dimensional (ver ecuación (4.2.6) [26]). Por lo tanto obtenemos

C2;11 = − d

p21
C2;00,

luego, multiplicando por p1µp1ν , llegamos a

I2[s · p1s · p1] = p21C2;00 + C2;11p
4
1 = p21(1− d)C2;00,

volvemos a usar s · p1 = 1
2
[(s+ p1)

2 − s2 − p21]

1

2
I
(1)
1 [s · p1]−

1

2
I
(0)
1 [s · p1]−

1

2
p21I2[s · p1] = p21(1− d)C2;00,

la primera integral se anula por ser impar. Usando un cambio de variables s → s− p1

en la segunda integral y notando que I
(1)
1 [1] = 0 como ya mencionamos, obtenemos

−1

2
p21I2[s · p1] = p21(1− d)C2;00,

usando la misma descomposición de s · p1 llegamos a

p21(1− d)C2;00 = −1

2
p21(

1

2
I
(1)
1 [1]− 1

2
I
(1)
1 [1]− 1

2
p21I2[1])

=
1

4
p41I2[1],

de donde obtenemos
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C2;00 = −1

4

1

d− 1
p21B(p1),

y por lo tanto

C2;11 =
1

4

d

d− 1
B(p1),

juntando los dos coeficientes llegamos a la expresión que buscábamos

I2[s
µsν ] =

1

4
B(p1)(

d

d− 1
pµ1p

ν
1 −

1

d− 1
p21g

µν). (A.3)

Notamos que

d

d− 1
=

4

3
− 1

9
(d− 4) +O(d− 4)2,

1

d− 1
=

1

3
− 1

9
(d− 4) +O(d− 4)2,

y por lo tanto se modifican los términos finitos en B(p1) al tomar el limite d → 4.

A.1.1. Caso propagador masivo

Para el caso en que el campo tenga una masa m la integral anterior se escribe como

B(p1) = I2[1] =
1

µd−4

∫
dds

(s2 −m2)((s+ p1)2 −m2)
,

el procedimiento es el mismo, incorporamos los parametros de feynmann

B(p1) =
1

µd−4

∫ 1

0

dz

∫
dds

[s2 −m2 + 2sp1(1− z) + p21(1− z)]2
,

resolvemos la integral en s [11],

B(p1) = iπ2Γ(
4− d

2
)

∫ 1

0

dz[π
m2 − p21z(1− z)

µ2
]
d−4
2 ,

desarrollamos en d− 4

B(p1) = iπ2(
2

4− d
−γ+O(4−d))

∫ 1

0

dz{1+ d− 4

2
log[π

m2 − p21z(1− z)

µ2
]+O(4−d)2},

y nos quedamos a primero orden en d− 4
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B(p1) = iπ2{ 2

4− d
− γ − log(π)−

∫ 1

0

dz log[
m2 − p21z(1− z)

µ2
] +O(4− d)},

obteniendo

B(p1) =
1

µd−4

∫
dds

(s2 −m2)((s+ p1)2 −m2)

= iπ2{ 2

4− d
− γ − log(π)−

∫ 1

0

dz log[
m2 − p21z(1− z)

µ2
]}.

(A.4)

Notamos que poniendo m = 0 en esta expresión recuperamos el caso del campo no

masivo.

A.2. Integrales n=3, caso q1 = 0

Para el caso particular de la enerǵıa, y si σ no depende del tiempo, las integrales

aparecen en un caso particular en el que q1 = 0. En este caso, las integrales se simplifican

considerablemente, en esta sección vamos a calcular C(0, q2) = I3[1]
∣∣∣
q1=0

, I3[s
µ]
∣∣∣
q1=0

e

I3[s
µsν ]

∣∣∣
q1=0

C(0, q2) = I3[1]
∣∣∣
q1=0

=
1

µd−4

∫
dds

s4(s+ q2)2
,

usando la parametrización de Feynman obtenemos

C(0, q2) =
2

µd−4

∫ 1

0

dx1dx2dx3

∫
ddsδ(1− x1 − x2 − x3)

[x1s2 + x2s2 + x3(s+ q2)2]3

=
2

µd−4

∫ 1

0

dx3(1− x3)

∫
dds

[s2 + 2x3sq2 + x3q22]
3
,

resolviendo la integral en s

C(0, q2) =
2

µd−4

∫ 1

0

dx3(−1)diπdΓ(3−
d
2
)

Γ(3)

(1− x3)

[−x2
3q

2
2 + x3q22]

3− d
2

=
iπ2

q22
(
−πq22
µ2

)
d−4
2 Γ(1 +

4− d

2
)

∫ 1

0

dx3
(1− x3)

[−x2
3 + x3]

3− d
2

,

ahora realizamos la integral en x3
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C(0, q2) =
iπ2

q22
(
−πq22
µ2

)
d−4
2 Γ(1 +

4− d

2
)
2(d− 3)Γ(d−4

2
)Γ(d

2
)

Γ(d− 1)

por último, reemplazando por los desarrollos como hicimos para B(p1) obtenemos

C(0, q2) =
1

µd−4

∫
dds

s4(s+ q2)2

= −iπ2

q22
(

2

d− 4
− γ − log(π)− log

(
−q22
µ2

)
).

(A.5)

Como este caso particular nos interesa para el cálculo de la enerǵıa sólo vamos

a calcular la integral con dos momentos en el denominador. Lo hacemos siguendo el

método de Veltman-Pasarino, como hicimos para I2[sµ] y para I2[sµsν ],

I3[sµsν ]
∣∣∣
q1=0

=
1

µd−4

∫
ddssµsν

s4(s+ q2)2

= C3;00gµν + C3;22q2µq2ν ,

(A.6)

contrayendo con gµν obtenemos

I
(0)
2 [1]

∣∣∣
q1=0

= dC3;00 + C3;22q
2
2, (A.7)

notamos que I
(0)
2 [1] = B(q2) y contrayendo la ecuación A.6 con q2µq2ν

I3[s · q2s · q2]
∣∣∣
q1=0

= C3;00q
2
2 + C3;22q

4
2,

usamos s · q2 = 1
2
((s+ q2)

2 − s2 − q22)

1

2
I
(2)
2 [s · q2]

∣∣∣
q1=0

− 1

2
I
(0)
2 [s · q2]

∣∣∣
q1=0

− q22
2
I3[s · q2]

∣∣∣
q1=0

= C3;00q
2
2 + C3;22q

4
2.

Notamos que I
(2)
2 [s · q2]

∣∣∣
q1=0

= 0 por simetŕıa y usando la ecuación A.2, obtenemos

I
(0)
2 [s · q2]

∣∣∣
q1=0

= −1
2
q22B(q2). Ahora reemplazamos el tercer termino del lado izquierdo

usando la misma identidad que usamos antes para s · q2, y obtenemos

1

2
q22B(q2) +

q42
4
C(0, q2) = C3;00q

2
2 + C3;22q

4
2. (A.8)
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donde hemos usado que en regularización dimensional I
(2)
2 [1]

∣∣∣
q1=0

= 0. Despejando el

sistema de ecuaciónes A.7 y A.8 obtenemos

C3;00 =
1

2

1

d− 1
B(q2)−

q22
4

1

d− 1
C(0, q2), (A.9)

C3;22 =
1

2q22

d− 2

d− 1
B(q2) +

1

4

d

d− 1
C(0, q2). (A.10)

A.2.1. Caso propagador masivo

Para el caso en que el campo tenga una masa m la integral anterior se escribe como

C(0, q2) =
1

µd−4

∫
dds

(s2 −m2)2((s+ q2)2 −m2)
,

el procedimiento es el mismo, incorporamos los parametros de feynmann

C(0, q2) =
2

µd−4

∫ 1

0

dx1dx2dx3

∫
dds

δ(1− x1 − x2 − x3)

[x1(s2 −m2) + x2(s2 −m2) + x3((s+ q2)2 −m2)]3
,

integrando en x1

C(0, q2) =
2

µd−4

∫ 1

0

dx3

∫ 1−x3

0

dx2

∫
dds

1

[s2 −m2 + x32sq2 + x3q22]
3
,

e integrando en x2

C(0, q2) =
2

µd−4

∫ 1

0

dx3

∫
dds

(1− x3)

[s2 −m2 + x32sq2 + x3q22]
3
.

Resolviendo la integral en s [11] se obtiene

C(0, q2) = (−1)
d
2 iπ

d
2Γ(3− d

2
)

∫ 1

0

dx3
(1− x3)

[−x2
3q

2
2 + x3q22 −m2]3−

d
2

,

la cual no diverge en d = 4, por lo que evaluamos en ese punto

C(0, q2) = iπ2

∫ 1

0

dx3
(1− x3)

[−x2
3q

2
2 + x3q22 −m2]

,

donde la integral en el último parámetro de Feynman se puede hacer, obteniendo
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C(0, q2) = −2iπ2

q22

√
q22

4m2 − q22
arctan

(√
q22

4m2 − q22

)
. (A.11)

También se puede obtener la integral I3[sµsν ]
∣∣∣
q1=0

partiendo de una expresión análo-

ga a A.6 para el caso masivo. Utilizando el método de Veltman-Pasarino igual que como

hicimos antes obtenemos

C3;00 =
1

2

1

d− 1
B(q2) +

1

4

1

d− 1
B(0)− 1

4

1

d− 1
(q22 − 4m2)C(0, q2). (A.12)

A.3. Integrales n=3

Las integrales I3[f(s)] escalan en complejidad, el caso particular en que q1 = 0

no parece cambiar mucho respecto de las integrales con n = 2. En cualquier caso,

algunas de estas integrales se encuentran resueltas en la bibliograf́ıa. Este es el caso de

la integral I3[1] cuya resolución puede encontrarse en [27],

C(q1, q2) = I3[1] =
1

µd−4

∫
dds

s2(s+ q1)2(s+ q2)2

=
iπ2

ν3

1

x1 − x2

{2Li2(
1

x2

)− 2Li2(
1

x1

) + log[x1x2 + iϵsign(ν3)]

× [log

(
1− x1

−x1

)
− log

(
1− x2

−x2

)
]},

(A.13)

donde x1, x2 son las ráıces de

xν1 + (1− x)ν2 + x(1− x)ν3 = 0,

y (ν1,ν2,ν3) es la permutación de (p21, p
2
2,p

2
3) tal que las ráıces no estén en el intervalo

[0,1], y siendo p3 = −p2 − p1.

Para resolver la integral con dos momentos se puede usar el método de Veltman-

Passarino de forma que
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I3[sµ] =
1

µd−4

∫
ddssµ

s2(s+ q1)2(s+ q2)2

= C3;1p1µ + C3;2p2µ,

(A.14)

ahora como ya hemos hecho anteriormente, contraemos con pµ1 y pµ2 para obtener

las ecuaciones

p21C3;1 + C3;2p1 · p2 =
1

2
(I

(1)
2 [1]− I

(0)
2 [1]− p21I3[1]), (A.15)

y

p1 · p2C3;1 + C3;2p
2
2 =

1

2
(I

(2)
2 [1]− I

(1)
2 [1]− (2p1 · p2 + p22)I3[1]), (A.16)

de las cuales se obtienen los coeficientes

C3;1 =
1

2

1

p21p
2
2 − (p1p2)2

{(p22 + p1p2)I
(1)
2 [1]− p22I

(0)
2 [1]

− p1p2I
(2)
2 [1] + [p1p2(2p1p2 + p22)− p21p

2
2]I3[1]},

(A.17)

C3;2 =
1

2

1

p21p
2
2 − (p1p2)2

{−(p21 + p1p2)I
(1)
2 [1] + p1p2I

(0)
2 [1]

+ p21I
(2)
2 [1] + [p1p2p

2
1 − p21(p

2
2 + 2p1p2)]I3[1]}.

(A.18)

Por último la integral con dos momentos en el numerador se escribe como

I3[sµsν ] =
1

µd−4

∫
ddssµsν

s2(s+ q1)2(s+ q2)2

= C3;00gµν + C3;11p1µp1ν + C3;22p2µp2ν

+ C3;12(p1µp2ν + p2µp1ν).

(A.19)

En el caṕıtulo 4 se evaluó la parte divergente de C3;00. Las expresiones coeficiente

son demasiado complejas y no aportan al propósito de este trabajo.



Apéndice B

Cálculos auxiliares

Vamos a probar que en la ecuación 4.32, lo que se tiene es una integral en z2, ..., zn+1

de una función que no cambia al permutar sus parámetros. Comenzamos por reescribir

la ecuación 4.32

E(n) =− λn

2n(2π)3n+1
Im{

∫
d3x1...d

3xnd
3q2...d

3qnσ
2(x⃗1)...σ

2(x⃗n)×

× eiq⃗n(x⃗n−x⃗n−1)...eiq⃗2(x⃗2−x⃗1)
Γ(n)

2µd−4

∫ 1

0

dz3...dzn+1×

×
∫

ddsz2δ(1− z2 − ...− zn+1)

[s2(z2 + ...+ z2) + 2s(z3q2 + ...+ zn+1qn) + z3q22...+ zn+1q2n]
n
}
∣∣∣
q0k=0

,

(B.1)

las integrales en x se pueden hacer reemplazando por las transformadas de Fourier

de los σ, además completamos cuadrados en el denominador

E(n) =− λn

2n(2π)3n+1

Γ(n)

2µd−4

∫ 1

0

dz3...dzn+1z2 Im{
∫

d3q2...d
3qn×

× σ̃2(q⃗2)σ̃
2(q⃗3 − q⃗2)...σ̃

2(q⃗n − q⃗n−1)σ̃
2(−q⃗n)×

×
∫

ddsδ(1− z2 − ...− zn+1)

[s2z2 + z3(s+ q2)2 + ...+ zn+1(s+ qn)2]n
}
∣∣∣
q0k=0

,

(B.2)

lo que queremos ver es que

f(z2, ..., zn+1) =

∫
d3q2...d

3qnσ̃
2(q⃗2)σ̃

2(q⃗3 − q⃗2)...σ̃
2(q⃗n − q⃗n−1)σ̃

2(−q⃗n)×

×
∫

ddsδ(1− z2 − ...− zn+1)

[s2z2 + z3(s+ q2)2 + ...+ zn+1(s+ qn)2]n
}
∣∣∣
q0k=0

,

(B.3)
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no cambia al permutar sus parámetros. Es claro que cualquier permutación que no

modifique a z2 es equivalente a renombrar los momentos. Para ver como introducir

permutaciones que involucren z2 comenzamos por hacer un cambio de variables s →
s− q2

f(z2, ..., zn+1) =

∫
d3q2...d

3qnσ̃
2(q⃗2)σ̃

2(q⃗3 − q⃗2)...σ̃
2(q⃗n − q⃗n−1)σ̃

2(−q⃗n)×

×
∫

ddsδ(1− z2 − ...− zn+1)

[z2(s− q2) + z3s2 + ...+ zn+1(s+ qn − q2)2]n
}
∣∣∣
q0k=0

,

(B.4)

luego hacemos un camio de variables q2 → −q2

f(z2, ..., zn+1) =

∫
d3q2...d

3qnσ̃
2(−q⃗2)σ̃

2(q⃗3 + q⃗2)...σ̃
2(q⃗n − q⃗n−1)σ̃

2(−q⃗n)×

×
∫

ddsδ(1− z2 − ...− zn+1)

[z2(s+ q2) + z3s2 + ...+ zn+1(s+ qn + q2)2]n
}
∣∣∣
q0k=0

,

(B.5)

ahora cambiamos q3 → q3 − q2, ..., qn → qn − q2

f(z2, ..., zn+1) =

∫
d3q2...d

3qnσ̃
2(−q⃗2)σ̃

2(q⃗3)...σ̃
2(q⃗n − q⃗n−1)σ̃

2(q⃗2 − q⃗n)×

×
∫

ddsδ(1− z2 − ...− zn+1)

[z2(s+ q2) + z3s2 + ...+ zn+1(s+ qn)2]n
}
∣∣∣
q0k=0

,

(B.6)

por último, hacemos un cambio ćıclico q2 → qn, q3 → q2, ..., qn → qn−1

f(z2, ..., zn+1) =

∫
d3q2...d

3qnσ̃
2(−q⃗n)σ̃

2(q⃗2)...σ̃
2(q⃗n−1 − q⃗n−2)σ̃

2(q⃗n − q⃗n−1)×

×
∫

ddsδ(1− z2 − ...− zn+1)

[z2(s+ qn) + z3s2 + ...+ zn+1(s+ qn−1)2]n
}
∣∣∣
q0k=0

,

(B.7)

donde notamos que se nos formo f(z3, ..., zn+1, z2). Usando esta propiedad ćıcli-

ca, y la simetŕıa ante permutaciones de los últimos n-1 parámetros, obtenemos que

f(z2, ..., zn+1) es invariante ante permutaciones de z2, ..., zn+1



Apéndice C

Prescripción del promedio

Para obtener resultados expĺıcitos a partir de la ecuación de continuación hemos

recurrido a usar la prescripción del valor medio. Esto es, en los puntos en los que

la función no estaba definida, y donde necesitábamos evaluarla, hemos utilizado el

promedio de los limites a izquierda y a derecha.

Comenzamos por considerar el caso en que tenemos un salto de masas constante,

de la forma

σ2(z) = σ2
0



0 z < −l − ϵ

l+ϵ+z
ϵ

−l − ϵ < z < −l

1 −l < z < l

l+ϵ−z
ϵ

l < z < l + ϵ

0 l + ϵ < z,

(C.1)

el cual se muestra en la figura C.1.

z

σ2(z)

σ0
2

l l+ε-l-l-ε

Figura C.1: Forma del σ(z) que vamos a considerar.

Para obtener el campo utilizaremos la expresión 5.2, la cual reescribimos a conti-
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nuación

⟨ϕ2(z)(1)⟩ = λπ2

2(2π)5
Re[

∫
dz1dq1σ

2(z1)e
iq1(z1−z) log

(
q21
µ2

)
], (C.2)

partimos de hacer la integral en z1 sobre σ

∫
dz1σ

2(z1)e
iq1z1 =

σ2
0

ϵ(iq1)2
[(eiq1(l+ϵ) + e−iq1(l+ϵ))− (eiq1l + e−iq1l)], (C.3)

por lo que el campo queda

⟨ϕ2(z)(1)⟩ = λπ2σ2
0

2(2π)5ϵ
Re{

∫
dq1

e−iq1z

(iq1)2
[(eiq1(l+ϵ) + e−iq1(l+ϵ))− (eiq1l + e−iq1l)] log

(
q21
µ2

)
},

(C.4)

y haciendo un cambio de variables x = q1
µ
obtenemos la expresión

⟨ϕ2(z)(1)⟩ = − λσ2
0

25π3ϵ

1

µ2
Re{

∫
dxx−2 log |x|[(eixµ(l+ϵ−z)+e−ixµ(l+ϵ+z))−(eixµ(l−z)+e−ixµ(l+z))]}.

(C.5)

Para integrar el campo utilizamos∫
dxx−2 log |x|eixu = π|u|(−1 + γ + log |u|), (C.6)

la cual se encuentra en [14] . Resolviendo las integrales, se obtiene

⟨ϕ2(z)(1)⟩ = − λσ2
0

25π2ϵ
{|l + ϵ− z|[−1 + γ + log(µ|l + ϵ− z|)]

+ |l + ϵ+ z|[−1 + γ + log(µ|l + ϵ+ z|)]

− |l − z|[−1 + γ + log(µ|l − z|)]

− |l + z|[−1 + γ + log(µ|l + z|)]}.

(C.7)

Para obtener el salto del tensor enerǵıa impulso en la interfaz, es necesario integrar

el campo. Integrando en la segunda interfaz

∫ l+ϵ

l

⟨ϕ2(z)(1)⟩dz = − λσ2
0

25π2ϵ
{ϵ2[γ + log(2µl)] +O

(
ϵ3
)
}, (C.8)

como σ es lineal en el intervalo, y su derivada es constante, el salto en el tensor enerǵıa

impulso en la interfaz queda
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∆⟨T (2)
zz ⟩ =

∫ l+ϵ

l

dσ2

z
⟨ϕ2(z)(1)⟩ = λσ4

0

25π2
[γ + log(2µl)] +O (ϵ)} (C.9)

en el ĺımite ϵ → 0 solo queda el primer término.

Por otro lado, si calculamos el ĺımite del promedio del campo, obtenemos

ĺım
ϵ→0

⟨ϕ2(l)(1)⟩+ ⟨ϕ2(l + ϵ)(1)⟩
2

= − λσ2
0

25π2
[γ + log(2µl)]. (C.10)

A su vez, notamos que este mismo resultado es el que se obtiene si se considera como

punto de partida un σ discontinuo y se calcula el promedio de los ĺımites laterales.

Lo que obtuvimos es la prescripción para el cálculo del salto del tensor enerǵıa-

impulso en una discontinuidad, concretamente, en una discontinuidad z̄ el salto del

tensor enerǵıa-impulso es

∆⟨Tzz(z̄)
(2)⟩ = ∆σ2(z̄) ĺım

η→0

⟨ϕ2(z̄ + η)(1)⟩+ ⟨ϕ2(z̄ − η)(1)⟩
2

(C.11)

desafortunadamente, esta prescripción solo es valida para σ2 constante a ambos lados

de la discontinuidad, para el caso general deberá obtenerse una prescripción mejor o

hacer el cálculo expĺıcito suavizando la discontinuidad.
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Viñas por las discusiones a lo largo de este trabajo y por todos los consejos. Me gustaŕıa
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acá.
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