TM
(043) 53
2021
/ / G 435
TESIS CARRERA DE MAESTRIA EN FISICA

HOLOGRAFIA E IRREVERSIBILIDAD DEL GRUPO DE
RENORMALIZACION

Matias Ginzburg

Gonzalo Torroba
Director

Miembros del Jurado
Marina Huerta T, Roberto Trinchero’, David Blanco *

1 Instituto Balseiro, * Universidad de Buenos Aires

Noviembre de 2021

Particulas y Campos - Centro Atémico Bariloche

Instituto Balseiro
Universidad Nacional de Cuyo
Comisién Nacional de Energia Atémica
Argentina

(Biblioteca Leo Falicov - CAB)


tamara.carcamo
Texto escrito a máquina

tamara.carcamo
Texto escrito a máquina
   T.M
(043) 53
   2021
  G 435

tamara.carcamo
Texto escrito a máquina

tamara.carcamo
Texto escrito a máquina

tamara.carcamo
Texto escrito a máquina
   

tamara.carcamo
Texto escrito a máquina

tamara.carcamo
Texto escrito a máquina
(Biblioteca Leo Falicov - CAB)

tamara.carcamo
Texto escrito a máquina
 

tamara.carcamo
Texto escrito a máquina


Inventario 24524
14/03/2022


tamara.carcamo
Texto escrito a máquina
Inventario 24524
    14/03/2022


Indice de contenidos

Indice de contenidos
Resumen

Abstract

1. Introduccién

2. Configuracion holografica
2.1. Flujo de renormalizaciéon hologréfico. . . . . . . ... .. .. ... ...

2.2. Entropia de Ryu Takayanagui . . . .. .. ... ... ... ... ....

3. Superficies minimas
3.1. Casos resolubles explicitamente . . . . . . ... ... ... .......
3.2. Dimensiones mayores . . . . . . . . ..o e e
3.2.1. Expansionen Rgrande . . . . . . .. ... ... ... ... ...
3.2.2. Expansion para z grande . . . . . ..o
3.2.3. Empalmando soluciones . . . . . .. .. ... .0

3.3. Escalas y aproximaciones . . . . . . . . .. ... Lo

4. Estructura geométrica de la entropia
4.1. Expansion de la entropia . . . . . . . . . ... ...
4.2. TIrreversibilidad . . . . . .. Lo o

4.3. Tercer término geométrico de la entropfa . . . . . . . . . ... ... ..
5. Conclusiones
A. Area de la superficie minima
B. Derivada de la entropia
C. Cuentas...

Bibliografia

ii

iii

20
20
21
23

25

27

29

30

34



Resumen

En esta tesis se estudian teorias cuanticas de campos utilizando la entropia de
entrelazamiento de esferas en el vacio. La motivacién general es encontrar propiedades
no perturbativas del grupo de renormalizaciéon. Cerca de los puntos fijos del flujo de
renormalizacion, la entropia de una esfera en el vacio tiene una expansién en potencias
del radio de la esfera, con el término dominante proporcional al area. En el régimen en
que el radio es mayor a las escalas infrarrojas, calculamos los primeros tres coeficientes
de esta expansién y probamos que, en valor absoluto, son siempre mayores en la teoria
ultravioleta que en la teoria con el flujo de renormalizacién. Cantidades que tienen
esta propiedad de que su cambio entre el UV y el IR tiene un signo definido se llaman
irreversibles.

En la prueba se asumio que la teoria tiene un dual holografico para usar la conjetura
AdS/CFT, que el dual gravitatorio es semicldsico y que satisface la condicién de energia
nula. La irreversibilidad fue probada anteriormente para los primeros dos coeficientes
utilizando la subaditividad fuerte de la entropia de entrelazado. Nuestro resultado
principal, la irreversibilidad del tercer coeficiente, motiva a probar desigualdades mas
fuertes para la entropia en teorias cudnticas de campos y a probar la irreversibilidad

de todos los coeficientes de la expansion de la entropfia.
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Abstract

In this thesis, we study quantum field theories using the entanglement entropy of
spheres in the vacuum. The general motivation is to find non-perturbative properties
of the renormalization group. Near the fixed points of the RG flow, the entropy of a
sphere in the vacuum has an expansion in powers of the radius of the sphere, with
the leading term proportional to the area. In the regime of the radius bigger than the
IR scale, we calculate the first three coefficients of this expansion and show that, in
absolute value, they are always bigger in the UV theory compared with the theory with
the RG flow. Quantities whose change between the UV and IR theories have a definite
sign are called irreversible.

In the proof, we assume that the theory has a holographic dual theory so we can
use the AdS/CFT correspondence, that the gravity theory is semi-classical and satisfy
the null energy condition. The irreversibility has been proved previously for the first
two coefficients using the strong subadditivity of the entanglement entropy. Our main
result, the irreversibility of the third coefficient motivates to find stronger inequalities
of the entanglement entropy in quantum field theories and to prove the irreversibilities

of all the terms in the entropy expansion.
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Capitulo 1

Introduccion

La cantidad central de esta tesis es la entropia de entrelazamiento en teorias de
campos. Dadas dos regiones espaciales complementarias, la entropia de entrelazado
mide la cantidad de correlaciones entre ellas [1]. Esta cantidad es infinita debido a
que en un campo continuo la cantidad de grados de libertad es infinita. Es necesario
regularizar la entropia para extraer informacién relevante. Para una regién espacial
escalable ¥ de tamano R, en d dimensiones espacio-temporales, utilizando un regulador
€, la entropia toma la siguiente estructura geométrica de divergencias en el limite del

continuo € — 0

=/
=}
=S/

o _ al(e)d_2+a3(e)d_4+..+a%( d impar

ar(B)"7 +as(8)"7 4+ aue

)+ Gy + e +

P %
)2 + a, In (%) + (P (%)2 + ... dpar
(1.1)

El término dominante es proporcional al area de X, reproduce la ley de drea [2, 3]. Los

|z
|z
|z

€ €

siguientes términos decrecen en potencias de a dos hasta llegar a un término constante
o logaritmico, dependiendo si d es impar o par. Los coeficientes de estos términos, a,,
se llaman términos universales y son independientes de la regularizacién. Los ultimos
términos ’...” son tales que se anulan en el limite al continuo o que se anulan para
los puntos fijos de la teoria. Para mas detalles sobre esta expansion se pueden ver las
referencias [, D). En esta tesis siempre vamos a considerar que la regién ¥ es una esfera.

A partir de esta estructura geométrica se puede extraer informacién sobre la teoria
y sobre el estado. Por ejemplo, para la entropia de entrelazado de una esfera en el vacio,
el coeficiente del término logaritmico en dimension par es proporcional a la anomalia
de traza del tensor de energia impulso. Esta propiedad resulta central en los teoremas
de irreversibilidad.

Teorema de irreversibilidad: Dadas dos teorias conformes, unitarias e inva-
riantes de Lorentz conectadas por el flujo del grupo de renormalizacion, existe una

cantidad intrinseca a cada teoria que es mayor en el UV que en el IR.



La motivacion es encontrar propiedades no perturbativas del flujo de renormaliza-
cién. Este teorema restringe las posibles teorias que pueden estar conectadas por el
flujo y en particular prohibe flujos ciclicos. Hay una versién més fuerte que establece
la existencia de una funcién definida en todo el flujo y que en los puntos fijos coincide
con la cantidad intrinseca.

Diferentes formas de este teorema de irreversibilidad fueron presentadas en traba-
jos anteriores. La primera demostracién la realizé Zamolodchikov [0] en 2 dimensiones
y luego Komargodski y Schwimmer [7] lo demostraron en 4 dimensiones. En ambos
casos la cantidad intrinseca era la anomalia de traza del tensor de energia-impulso.
La anomalia solo existe en dimensiones pares, impidiendo buscar una generalizacién
directa a dimensiones arbitrarias. Myers y Shina demostraron el teorema en dimen-
sién arbitraria para teorfas holograficas [3]. Mostraron que la cantidad mondétona es el
término universal de la entropia de una esfera en el vacio. Esto motivo la demostracion
entrépica de Casini y Huerta en 2 y 3 dimensiones [9, 10] y la posterior generalizacién
para d < 4 [11].

Las demostraciones entrépicas usan fuertemente la subaditividad fuerte de la en-
tropia, la invariancia de Lorentz y la unitariedad. Aplicando estas propiedades a la
interseccién de esferas en dimension arbitraria demuestran la siguiente desigualdad

para la variacion de la entropia con el radio R de la esfera

(RO — (d — 2))RORAS < 0 (1.2)

donde AS = S — Syy es la entropia menos la entropia de la teoria UV. Esta relacién
es valida para toda dimension, para d < 4 permite extraer el término universal de la
entropia y demostrar los teoremas de irreversibilidad. Para hacer como ejemplo el caso

de d = 4 elegimos evaluar la entropia en el IR

2
AS[R = A(ll (E) —4AAln E (13)

€ €

Usamos la forma a, = —4A para hacer explicita la aparicion de la anomalia A.
Aplicar ROr remplaza el término logaritmico por una constante y multiplica el
término cuadrético por 2. Aplicar (ROr — 2) cancela el término cuadrético. Por lo

tanto el término universal y su desigualdad se puede obtener de evaluar (1.3) en (1.2).

(ROg — (d — 2))ROpRASIR = 8AA = 8(Arr — Ayv) < 0. (1.4)

En dimensiones mayores, podemos reemplazar (1.1) y obtener un teorema de irre-

versibilidad para el coeficiente az

(ROp — (d — 2))ROgASrr = —Aas2(d — 4) (-)H +0 (—)H (1.5)



De aqui se deduce que en el limite de R grade —Aaz < 0.

Este término no es universal, en el sentido de que depende del flujo de renormaliza-
cién y no se puede escribir como una diferencia de cantidades intrinsecas a los puntos
fijos, como si es posible en la ecuacién (1.4) para Aa,. Para el término de &area si se
conoce una expresion integral mondtona [3] y en [12] lo escriben hologréficamente.

Para tener una intuicion de lo que queremos calcular podemos pensar en teoria
de perturbaciones. Partimos de una accién conforme UV perturbada por un operador

relevante O de dimension A < d y un acoplamiento g de dimension d — A

Suponemos que esta accién tendrd un flujo que lleva a otra accién conforme en el IR. el

flujo cerca del IR va a estar dominado por algiin operador irrelevante O de dimensién
A>d

I~ I+ /dda: GO (1.7)

Cuando el radio de la esfera es pequeno, comparamos la entropia en la teoria confor-

me UV con la entropia en la teoria perturbada. En la teoria conforme vamos a tener la

expansién divergente (1.1). Estos términos también van a estar en el calculo de la teoria

perturbada, porque a distancias cortas ambas teorias tienen la misma accién Iy . Pero

van a haber correcciones a los coeficientes que vienen de la escala de la perturbacion.

Es usual que la primera correccién en teorfa de perturbaciones sea de orden g2, luego

por analisis dimensional el término n-ésimo en la teoria perturbada es

Ay, —~A)—(d—1—n —1-n
S = (S g g ) (1.8)

Vemos que la correccion es finita en el continuo si A < d“%. Cuando el radio de la
esfera es grande R > §rlﬁ) vamos a tener nuevamente una expansion de la forma (1.1)
con las correcciones (1.8) mds correcciones que vienen de todas las escalas entre el UV
y el IR.

Con esta motivacién, nos dedicamos a estudiar los coeficientes a,, de la ecuacion (1.1)
de forma no perturbativa. La idea es demostrar la irreversibilidad de los coeficientes

de la entropia, es decir definir el signo de cada uno de los términos
ASEI) — Ay, RIIT (1.9)

La ecuacién (1.2) utilizada en las demostraciones entrdpicas tiene dos derivadas, por
lo tanto no se puede utilizar para extraer coeficientes menores al a3. Para teorias ho-
lograficas, Myers y Shina, mostraron la irreversibilidad del término universal en todas

dimensiones. Esto nos motiva a buscar la irreversibilidad de mas términos utilizando



holografia. En estas teorias la entropia de entrelazado se calcula como un area mini-
ma dada la férmula de Ryu Takayanagui [1]. Esto simplifica el problema al célculo
de geodésicas en el dual gravitatorio. Vamos a tomar como hipétesis la condicion de
energia nula (NEC) y de ella vamos a obtener la desigualdad necesaria para demostrar
la irreversibilidad. El capitulo 2 es un repaso de las herramientas de AdS/CFT que uti-
lizamos, haciendo énfasis en el flujo de renormalizacion holografico, las consecuencias
de la NEC y la formula de Ryu Takayanagui. En el capitulo 3 se tratan las ecuaciones
de las geodésicas. Estas ecuaciones no lineales no son resolubles genéricamente excepto
para los casos particulares de un espacio AdS puro ( correspondiente a que no halla
flujo de renormalizacion) o el caso d = 2. Luego de presentar estos casos nos dedicamos
a resolver las ecuaciones en una expansion para R grande en comparacion a las esca-
las de renormalizacién. Finalmente en el capitulo 4 se utiliza la expansién en R para
obtener los coeficientes de la entropia y analizar su irreversibilidad en el régimen de R
grade. Se prueba la irreversibilidad de los primeros tres coeficiente. Destacamos que la
prueba de irreversibilidad del tercer coeficiente es conceptualmente importante porque
va mas alla de lo que se puede mostrar con la SSA y motiva a encontrar desigualdades

con mas derivadas de la entropia por lo menos en el régimen de R grande.



Capitulo 2
Configuracion holografica

El objetivo de este capitulo es introducir las herramientas holograficas que utiliza-
remos mas adelante. Empezamos dando un breve resumen de AdS/CFT, para el caso
en que en el lado gravitatorio hay un campo no masivo. Este caso es dual a una per-
turbacion marginal en la teoria de campos conforme. Luego describiremos el caso de
un campo escalar con un potencial con dos puntos criticos, este caso es dual a un flujo
de renormalizacién. Y motiva las expresiones de la métrica que vamos a utilizar en el
trabajo. Al final del capitulo resumimos la propuesta de Ryu y Takayanagui para el
calculo hologréfico de entropia de entrelazamiento y la aplicamos al caso de una esfera
en el vacio. La solucién de las ecuaciones la dejamos para el proximo capitulo.

La correspondencia AdS/CFT establece una relacion entre teorfas gravitatorias en
un espacio AdS y una teoria conforme de una dimensién menos que vive en el borde
de AdS. Fue presentada por primera vez por Maldacena [13] en el caso particular de
una teoria SYM(N=4) y una teoria de gravedad en AdSs por un espacio compacto
S5. Witten [14] hizo més precisa esta conjetura. En adelante, siguiendo a Witten, no
vamos a escribir el espacio compacto ya que no es necesario para describir el limite
semiclasico.

La métrica de AdSy. 1 es

52

ds* = = (d2* — (dz°)? + dp* + p*dQ;_,) (2.1)
En estas coordenadas el borde corresponde a z — 0. Es un borde asintético porque
la métrica diverge en este limite. Dado un campo no masivo en AdS, su funcion de
particion depende de la condicién de borde ¢ = ¢o. La propuesta es que ¢q se
corresponde con una fuente en la teoria conformé:(i)e dimensién d y va a estar acoplada
a un operador O de dimensién conforme d a través de un término en la accién [ ¢oO.
Para reproducir los mismos valores de expectacion en ambas teorias, la propuesta dice
que ambas funciones de particién son iguales Zcpr,[do] = Zaas,,, [Po)-

Este diccionario resulta ttil si alguna de las teorias es mas simple de calcular. En

5



2.1 Flujo de renormalizacién holografico 6

esta tesis utilizamos el limite clasico de gravedad descrito por las ecuaciones de Einstein,

es decir que aproximamos la funcién de particiéon por la accién evaluada en la solucién
2 _ On—shell 712 /.

cldsica In Zaas,,, = =345, [#o]. Esto es valido en el limite N grande propuesto por

t’Hooft. Llamaremos teorias holograficas a aquellas teorias de campos que admitan un

dual holografico de este tipo.

2.1. Flujo de renormalizacién holografico

La descripcién anterior derivé en un operador O marginal. Si queremos obtener un
operador relevante compatible con un flujo de renormalizacién que une dos puntos fijos
debemos modificar la geometria de AdS. Con este propdsito se propone la geometria
de una pared de dominio asintéticamente AdS [15].

La configuracién mas general que respeta invariancia de Poincare es

o Loy (d2? 0\2 2 2 1092
ds® = 2 (f(z) — (dz")* +dp” +p de2> L0 =¢(2) (2.2)

Para f(z) =1 coincide con la métrica de AdS de radio ¢yy. El campo ¢ esta acoplado
con la métrica y solo puede depender de z para no romper la invariancia de Poincare en
el borde. Si asumimos gravedad clasica, debemos resolver las ecuaciones de movimiento
para encontrar f(z) y ¢(z).

En el ejemplo de un campo escalar la accién gravitatoria viene dada por la accion

de Einstein Hilbert méas el término de borde de Gibbons Hawking

S = /ddx dz /g (R— ¢"NOnpong — V(9)) — z/d% VK (2.3)

Agregamos un potencial V' (¢) para el campo escalar. Las ecuaciones de movimiento se

pueden escribir como

Ryn — %QMNR = O PONG — %QMN [(00)* +V(¢)] (2.4)

1 1dV

—0 MNONG) — =—— =0 2.5
NG M(\@g NO) 2 do (2.5)
Si el potencial tiene un punto critico %(qﬁc) =0, V(o) = %{1)

AdS con radio /.

una solucion es

f(2) = % L o(2) = (2.6)

Como mencionamos antes, esto se corresponde con una teoria conforme en el borde.
Para representar una flujo general entre dos teorias necesitamos que ¢ varie dentro del

bulk y modifique la métrica. Esto se logra si el potencial tiene dos puntos criticos en



2.1 Flujo de renormalizacién holografico 7

duv ¥ drr tal que V(o) = “22L donde ¢ = UV, IR. Ver figura 2.1.

<ng V() QZ)#IR

d@d-1)|
203y

| d(d-1)
20%

Figura 2.1: El potencial para el campo en el bulk modela cuales son las configuraciones posibles.

Los puntos fijos del potencial, donde vale —d(ZdZ_zl), dan lugar a soluciones asintéticamente AdS

de radio /.. Para describir el flujo de renormalizacion entre dos teorias conformes el potencial
debe tener dos puntos criticos.

Reemplazando la métrica (2.2) en las ecuaciones de movimiento (2.4) y (2.5) 'y

combinandolas obtenemos dos ecuaciones independientes

1" d—1 L/ /Z_g%Jvd_V:
o - (- L) o - - 27)
d—1 f’(Z) _ 2¢/(Z)2 (28)

2 f(z)
Estas ecuaciones no se pueden resolver para un potencial genérico. Para obtener

informacion vamos a expandirlas cerca de los puntos criticos. Si miramos cerca del

punto fijo UV vamos a poder expandir el potencial como

d(d—1)

—— 4+ m?p® + ... (2.9)
2,

Vig) = —

En esta aproximacion, las ecuaciones se pueden resolver orden a orden. Empezamos
con el orden cero f = 1. Reemplazando en (2.7) tenemos una ecuacién para ¢ con

solucién

o(z) ~ Sy 2t + Paz? m*03, = A(A —d) (2.10)

Por la correspondencia ¢ esta relacionado al valor de expectacion del campo en el
vacio, vy lo fijamos a cero. ¢y es dual® a la fuente de la QFT acoplada al operador O.
Ahora reconocemos A como la dimensién conforme del operador y vemos que depende

de m?. Como estamos describiendo el flujo cerca del punto fijo UV, el operador debe

Para la métrica (2.2) R, = %_QQ}ZJU , Ry = nﬂu%
2Cualquier campo masivo debe anularse en el borde asintético. La relacién precisa entre la condicién
de contorno y la fuente ¢g en la QFT esta dada por la ecuacién (2.10), solo en el caso de m? = 0

podemos escribir ¢(z = 0) = ¢g.



2.1 Flujo de renormalizacién holografico 8

ser relevante, m? = A(A — d) < 0. Esto justifica dibujar este punto critico como un
maximo en la figura 2.1.
Integramos la ecuacién (2.8) con la condicién f(0) = 1 y encontramos la primer

correccion

d—A
fE) =1+ pyy 222D (2.11)

Para realizar el mismo procedimiento en el punto fijo IR elegimos coordenadas tales
que ¢(z — ) = gb[de_A por lo tanto z — oo corresponde al otro borde asintoético.
Al aproximar el potencial en este punto critico, los coeficientes de la expansion son
distintos, por lo tanto obtenemos diferentes dimensiones de escaleo correspondientes a
un operador irrelevante de dimensién d — A < 0. El orden cero es f(o0) = (3, /{35

Este analisis justifica la aproximacion que vamos a utilizar para f cerca de los
bordes

1+ (nz)* uv

i)~ (2.12)
G (1-2w) IR
g]R (fz)%&

a=d—Aya= A—dson positivos. i y fi son escalas de masa dadas por los pardametros
del potencial, ¢y y ¢rr. Estas escalas determinan la zona UV (uz < 1) y la zona IR
(fiz > 1). Si bien vamos a usar estas escalas como referencia, no nos va a importar
la forma explicita. En la QFT, estas escalas son proporcionales al acoplamiento de la
perturbacién de la accién (1.6) % ~ ¢y ~ g y su equivalente en el IR.

En el ejemplo del campo escalar, dado que el punto fijo UV corresponde a un
maximo del potencial y el punto fijo IR corresponde a un minimo, es claro que £y >
l;r. Para mostrar esta propiedad de manera mas general necesitamos imponer una
hipétesis extra.

La condicién de energfa nula (NEC) establece que Th;yn™n™ > 0 para todo vector

nulo 7. Usando la métrica (2.2), el vector nulo esta definido por

0=gunn"'n" = (n°)* = (7°)? + (7)? (2.13)

La NEC se escribe como

62 ]' z z 7 (=
Torny™n = % ( T:(7)? =Ty (n°)? + T} (77)2>

P / (12) (2.14)
_ uv _Tz_TO z2\2 TZ_TO —\ 2
2 (f(Z)( z 0)(”) +( % 0)(7]) )
Lo que implica 77 — T9 > 0. Utilizando las ecuaciones de Einstein
22 2f'(z
(T2~ T8) = B = B = = (f()Ree+ Roo) = (- DD 50 (215)

Cov 205y
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Como f(0) =1y f(oo) = lyy/lrr la NEC implica que

~

uv
IR (2.16)

1< f(z) <

N

0< f(2)

2.2. Entropia de Ryu Takayanagui

La entropia de entrelazado de una regién Y de una QFT de dimensién d esta
definida como Sy, = Trps In py;, donde py, es la matriz densidad reducida de X. Esta
férmula resulta muy complicada de usar. Para calcular la entropia utilizamos la formula
propuesta por Ryu Takayanagui [1] que establece que la entropia es proporcional al drea
de la superficie extremal ¢ en el bulk de AdS anclada a la regién de interés

B Area(o)

Se="1n (2.17)

G es la constante de Newton.
Ryu y Takayanagui mostraron que esta ecuacion aplicada a una esfera en el vacio

de AdS puro (f(z) = 1) lleva a la estructura de divergencias (1.1) con

ay/y = (d—2)71, ay/y = (27)'T(d/2)((1 — d)/2) si d impar
as/y = —(d—3)/2(d —4), ay/v=(=)4"V2d-3)/(d—-2)!!sidpar (2.18)

Vol(Sq_2)te}
1G

La misma férmula aplica cuando la geometria no es AdS puro, la unica condicion

Definimos v = y lo usaremos para reducir la notacion.
es que valga el limite clasico de gravedad. La usaremos para calcular los coeficientes
de las divergencias de la entropia en el caso general de un flujo de renormalizacion
dado por la configuracién (2.2). A diferencia de (2.18), en este caso esperamos que los
coeficientes tengan una dependencia con las escalas del grupo de renormalizacién.
Para simplificar el célculo de la superficie minima usamos que la métrica (2.2) es
diagonal, la simetria esférica y que como la region es espacial, la coordenada xy no
tiene ningun rol. La superficie extremal tiene d — 1 dimensiones, la parametrizamos con
d — 2 dngulos y una funcién radial p(z), ver la figura 2.2 para un esquema y el apéndice
A para el calculo detallado. El area es igual a la integral de la métrica inducida sobre

la superficie, luego la entropia se escribe como

2t d—2 1
527/6 dz% p’(z)Q—l—f(z) (2.19)

Como se dijo en Introduccién la entropia de entrelazado en teorias de campos es

infinita. Usamos un regulador € para regularizar las divergencias UV. Este regulador es
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Figura 2.2: Esquema de la férmula de Ryu-Takayanagui. La CFT es dual al borde z — 0. La
entropia de la esfera de radio R es proporcional al drea de la superficie extremal parametrizada
por d — 2 angulos y la funcién p(z). Para regularizar se corta el espacio en z = ¢, respetando
invariancia de Poincare en el borde.

muy adecuado para cualquier regularizacion UV en teorias hologréaficas ya que respeta
la invariancia de Poincare en el borde. La variable p es positiva por definicion, debido
a la simetria esférica sabemos que en p = 0 hay un punto méximo de z, que llamamos

z;. Las condiciones de borde son

ple) = R, p(z) = 0,p'(z) = —00 (2.20)

Estas son tres ecuaciones pero p(z;) = 0 es la definicién de z;, por lo que quedan
dos condiciones de contorno efectivas para p. Debemos evaluar el p que minimiza el

area, para esto debemos resolver la ecuacién de Euler Lagrange

f 1 /
pzdfl p/Q + _< Y
f ~d—1 p/2

Es una ecuacion de segundo orden no lineal. No se puede resolver genéricamente salvo

)' - % —0 (2.21)

T‘
i

en los casos de AdS puro o d = 2.



Capitulo 3
Superficies minimas

Para calcular la superficie minima debemos resolver la ecuacién de Euler Lagran-
ge (2.21) con las condiciones de contorno (2.20). Esta ecuacién no se puede resolver
genéricamente salvo para AdS puro o para d = 2. Empezamos por estos casos mas
simples resolviendo las ecuaciones, calculando el término logaritmico de la entropia y
utilizando el resultado para probar el teorema de irreversibilidad en 2 dimensiones.
Luego mostramos que para dimensiones mayores p admite una expansion en potencias

inversas de R.

3.1. Casos resolubles explicitamente

AdS Puro

En este caso f es constante, y por lo tanto no hay ningin flujo de renormalizacion.

Tomemos el caso f = 1, correspondiente a la teoria UV. La solucion de la ecuacién

(2.21) es
ooy = /R — 2 (3.1)

y satisface las condiciones de contorno si 2V = v/R2 + 2.

Si la teoria es la del IR, entonces f = (3, /(35 y la solucién

lrr
_ 2
PIR =\ & — 22 (3.2)
Uv
02
satisface las condiciones de contorno para z/% = 54 R+ €2

Para calcular la entropia en el UV evaluamos la ecuacién (2.19) para esta solucién

de p

S—fy/Zt dz /1= (2/2)? 1—(z/zt2 \/1— (3.3)

2t (Z/Zt €/zt

11
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La divergencia UV viene del borde inferior de integracion. Si solo nos interesan las
divergencias podemos expandir la integral para €/z; < 1, en este limite podemos

reemplazar z; por R.

(2 - () e () S

1 d-3 u—sxd—m__]

Sdiv =7

(3.4)

i—2 20d—4)  8d—o)

Obtuvimos la estructura de divergencias de la ecuacién (1.1). Para dimensién par, uno
de los términos con R/e y uno de los términos finitos tienen un cero en el denominador,

usando el limite . .
lim~—2 = In(x) (3.5)

a—0 a

recuperamos el término universal logaritmico de dimensiones pares.

Dimensién 2 y el teorema c

Este caso se simplifica porque no hay dependencia con p en la ecuacién (2.19) y la

ecuacion de Euler Lagrange tiene un momento conservado. La solucién es

/ \/f zt/z -1 (36)

Con el z maximo dado por la condicién de contorno

1 1

\/f \/zt/z -1

Como mostramos en el capitulo anterior, f(z) > 1, usando esto obtenemos la si-

(3.7)

p(zt):0:>R:/ dz

guiente desigualdad

R < thz;: 22— €2 (3.8)
¢ Vi(z/2)?2 =1
Se puede hacer el mismo analisis para el caso IR y llegamos a que 2V < z; < 2/
La primera derivada de S respecto al radio R se puede escribir en funcién de p y
p" evaluados en € usando la ecuacién (B.4) del apéndice Derivada de la entropia. Esta
ecuacion es valida en toda dimensién. Evaluando el caso particular de d = 2

Rﬁ _ pd72 —OP

dR 241 5 1
(5zp) + 7(2)

— (3.9)

z=¢€ Zt
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El teorema c sale de comparar (3.9) con su valor en el UV

A vV 1 1
=R R =R (L ) <o (3.10)

En el limite de R grande la soluciéon se aproxima a la solucién IR, z; ~ %—;R y esta

ecuacién extrae el coeficiente universal

dAS _lyv (ﬁm 1) CIR — CUV

> = 2 == 7 3.11
dR pR>1 2G éUV 3 ( )

Donde identificamos la carga central hologréfica ¢ = 3 [3].

3.2. Dimensiones mayores

ds
dp’
como hicimos en d = 2. Vamos a seguir un calculo similar al realizado por Liu y Mezei

En dimension arbitraria no es una cantidad conservada y no podemos integrar
[5]. La idea es escribir dos expansiones para p(z), la primera en potencias de R, donde
cada coeficiente depende de z. Esta expansién es valida cerca de z = 0 y no es adecuada
cerca del maximo de z. No podemos aplicar la segunda condicién de contorno (2.20) y
por lo tanto todos los coeficientes de la expansion van a tener un parametro libre. La
segunda expansion se realiza en potencias de iz y también tiene pardametros libres. En
el limite en que ambos R y z son grandes, convertimos las expansiones en una doble
expansion en R y z, igualando los coeficientes obtenemos los parametros libres que
nos interesan. Solo vamos a calcular los términos relevantes a la estructura geométrica,
para que la cuenta sea més transparente que en el trabajo de Liu y Mezei. Para ver

como se obtienen el resto de los términos se puede leer su trabajo.

3.2.1. Expansion en R grande

Consideramos que p es una funcién de R y z. La primer propuesta que podemos

hacer para expandir en potencias de R es

_ p1(2)
p(z,R) = R — R (3.12)

Esta propuesta satisface la condicién de borde UV si pi(€) = 0. El signo negativo es
una eleccién porque esperamos que p decrezca con z, como se grafica en la figura (2.2).
Si reemplazamos esta propuesta en la ecuacién de Lagrange (2.21) y la linealizamos,
obtenemos la siguiente ecuacién para p;

24! \/7 / d—2

7 (Ge) =R (313)
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Para satisfacer que p; solo dependa de z tenemos que elegir a = 1. Luego integramos

la ecuacién para obtener la primer correccion

z ud—l z ud—l 00 1

p1(z)
R2

no se encuentra en esta zona y por eso tenemos el parametro b; indeterminado.

La zona de validez de esta propuesta es < 1. La condicién de contorno p(z;) =0

Para encontrar las siguientes correcciones, debemos agregar més términos de la
forma —p, /R". La ecuacién para cada término se obtiene expandiendo la ecuacién de
Lagrange al orden R". Todas las funciones pares se anulan, las ecuaciones para los

términos impares se pueden escribir como

%(zd—\/zp:L)I = s,(2) (3.15)

s, es la fuente para p,, depende de los p,, anteriores. Los primeros valores son

/ o (3.16)
R =t

Para encontrar la solucién completa tenemos que agregar potencias fraccionarias de
R que satisfacen la soluciéon homogénea. Estos son términos no geométricos, contribuyen
a la estructura no local de la entropia. Por esta razén no los vamos a calcular.

La expansion completa para R grande empieza con un término lineal en R y sigue

con las potencias inversas impares, mas términos con potencias inversas fraccionarias !

p(z):R—%—%@—...—pﬁ) — . (3.17)

Las correcciones pueden calcularse orden a orden integrando la ecuacién (3.15)

pn(2) = by, /: du\i/ﬁ% _ /: du\/u% /uoo dv @sn(z) (3.18)

3.2.2. Expansion para z grande

Ahora miramos la forma de la solucién en la zona IR, con z grande nos referimos

a iz > 1. Como p esta definido para z < z;, en este régimen también vale fiz; > 1.

'En el resto del trabajo no vamos a escribir la contribucién de p,,.
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En la zona IR esperamos que la solucion sea similar a la obtenida en AdS puro. A esta
solucién le agregamos una correccion que esperamos que esté suprimida por fiz.
14 l
=R 224 s (2) (3.19)
luy lyy
Reemplazamos f por su aproximacién IR (2.12) y linealizamos la ecuacién (2.21)

para encontrar una ecuacion para la primer correccién

2 — 22 — a)z2z— (a—1)23 ! = 01(2)(d — 2) 252
\/ 22 ((d—2+a)zz—(a@—1) )(/]z)%‘ (2)(d = 2)z=+ (3.20)

ot (2) (22" + (d — 3)z52" — (d — 1)zg) + 07 (2) (2° + 225 — 22°2])

La solucién a esta ecuacion es una integral de funciones hypergeométricas, pero para
simplificar las cuentas no vamos a usar esta expresién. Recordemos que nos interesa
la solucién para R grande. Lo primero que observamos de la ecuacion es que oy es de

orden (jiz)~2%. El valor de z; se obtiene a este orden de aproximacién como
2 =224 0i(z) (3.21)

Por lo tanto 2y ~ 2z; mds correcciones de orden (fiz;)~2*. Por analogia con el caso de
AdS esperamos que z; ~ R, esto se hara evidente después de encontrar la solucién.
La expansién correcta es entonces para 2o grande. Si expandimos la ecuacién (3.20)

obtenemos la ecuacion lineal aproximada para o; a orden z; !

2d—2+a) 1

_ = —(d— 1) " .22
S =~ = Do) + 20 () (3.22)
La solucién es 2
1 1 (a+d—2)z? 1
= — - O —= 3.23
BTt Ea—1)2atd—2) (zg) (3:23)

Reemplazamos esta solucién en (3.19) y también expandimos la raiz para llegar a

la expresién que buscabamos

lrr lrr 1Z2< 1 (O~é+d—2)
2)=—20— ——— |1 — —==-—= — +...)+c + ... 3.24
p( ) EUV 0 EUV 20 2 ([LZ)QQ (Oé — 1)(20{ + d— 2) 0 ( )
Los primeros '...” se refieren a potencias mayores de (fiz)?* y los segundos ’..." son

términos con potencias mayores de 1/zy. Ambos dependen de correcciones de ordenes

2No consideramos la solucién homogénea debido a que se corresponde a los términos de potencias
fraccionarias de R.
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més altos de la ecuacién (3.19).

3.2.3. Empalmando soluciones

La correccion p,, tiene el pardmetro libre b,,. Para obtener estos valores necesitamos
informacién de la zona IR. Debemos expandir las integrales (3.15) para jiz > 1 usando
la aproximacion (2.12) para f(z).

La primera correccién (3.14) tiene dos términos. Para expandir el primero partimos
la integral en algin valor dentro de la zona IR iZ > 1. En el intervalo (z, Z) podemos
usar la aproximacién IR. El resultado es independiente de Z a orden (12)~2%, por lo

tanto al final de la cuenta tomamos Z — oco. Aproximamos la integral como

/z y ud*l /Z y ud*l N KIR /z J g1 <1 N 1 <~ )_2& N >
U —— = U ——+ — uu —(fu
e V f(u) e V) tov )z 2 (3.25)
wyy S (] L
~ d lyy (i2)%6 2(d — 2a)

donde definimos

z w1t Z4 lrr < 1 d )
Y= lim i —— — —— (1 + —= — + ... 3.26
Z—oo J, A /f(u) d Ly (/LZ)QO‘ 2(d — 2@) ( )

Usamos el mismo método para expandir el segundo término

z ud—l u 1
—d=2) [ du e | g ———
=2 | T IR~
~ —(d—2) Zduﬂ/udv;
( € V f(u) o0 Ud*l\/ f(v) (3.27)

02 # 1 v 1
+d—2ﬂ/ du u 1+ —— /dvvl_dl—i-f
( )KQUV ; ( 2 u)ga) -~ ( 2(/w)2a)
a2 1 (@+d—2)
=b %5(1 TR G-leatd—2) " >

definiendo

2 ] f(u) Joo 014/ f(v) (3.28)
S R e B
By 2\ (@ZF@-DEatd-2)

Como resultado tenemos la siguiente expansion
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1 2, 22 1 (@+d—2)
2)=R— =S+ T+ (1 - —— . + ...
pz) R[ ! 0%, 2 ( (pz)?¢ (@ —1)(2a+d —2) ) (3.20)
EIR Zd 1 d .
CIRZ (4 .
Ty 7 (1 (2% 2(d—2a) © )] +

Ahora que tenemos ambas expansiones (3.29) y (3.24) en la misma forma podemos
igualar los coeficientes para obtener su valor
R:%Z()’bl:()’CO:_% (3.30)
Vemos que zy ~ R, como era esperado. Esto comprueba que la expansién en z; era la
correcta.
Observemos que en (3.29) la correccién con la primer potencia de R tiene dos térmi-
nos 22 y 2. El parametro b; es el coeficiente de %. Realizando el mismo procedimiento

para las siguientes correcciones, esquematicamente tenemos la siguiente forma

Urp 2% (b1 b 22 2t
R R e Lt (3.31)

Para obtener los parametros b, tenemos que identificar las potencias de 2¢/R™ en

la expansién de z grande (3.19). o es de orden (f1z)™2* por lo que solo tenemos que

expandir la raiz.

E[R 9 9 KIR > <1/2> k ZZk
a2 2 = IR E -1 3.32
De aqui leemos los coeficientes

0 n#d-—1

d—1
~d(=1)"2 () (B2) n=d—1,d=par.

b, = (3.33)
Para no considerar el caso especial n = d — 1, vamos a trabajar con dimension
fraccionaria, donde todos los b, son nulos. Tomado el limite a la dimensién entera

vamos a recuperar el resultado correcto.

3.3. Escalas y aproximaciones

Este es un buen punto para resumir todas las escalas y consideraciones. En la figura
3.1 se dibuja esqueméticamente p(z) y las escalas que estamos teniendo en cuenta.
El objetivo final es calcular los coeficientes de la estructura geométrica de la entropia

para una esfera en el vacio (1.1). La entropia es proporcional al drea de la superficie
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Exact p
= Large z
Zg |, = = Large R
Z —~
o, IR
R > ’!v«\,.
) N R>z L
&
.
v
.
1 . ~—1 ’T
~ Loz>pu
H \
l 1
- 1
# ' b ouv
€ L)
R p()

Figura 3.1: En el ¢je 2 se muestran todas las escalas relevantes. Se graficaron esquemadticamente
la solucién exacta de p(z) en linea ancha, la expansién de R grande dada por la ecuacién (3.29)
en linea de trazos largos y la expansién de z grande a primer orden en z, ! dada por ecuacién
(3.24) en linea de trazos cortos.

extremal parametrizada por p(z). Esta drea es infinita porque la métrica (2.2) diverge
en z — 0. Para regularizarla utilizamos un regulador e. Por definicién € es la escala
mas chica. Las divergencias que nos interesan vienen de tomar el limite e — 0.

El espacio de bulk tiene dos zonas que identificamos de la ecuacién (2.12). La zona
UV corresponde a valores pz < 1. Si todas las escalas estan en esta zona, cualquier
cantidad podemos calcularla usando la teoria UV. En el otro lado tenemos fiz > 1,
en este caso cualquier cantidad se puede calcular utilizando la teoria IR. Cantidades
universales como a, en la ecuacién (1.1) son independientes de la regularizacién. Por
lo tanto en el régimen IR podriamos usar tanto € o i como regulador y su valor no
cambia. Por el otro lado, los términos no universales dependen de todo el flujo de
renormalizacién. Para obtener cantidades fisicas debemos comparar estos términos con
la teoria UV utilizando el mismo regulador €. En nuestro caso de una esfera en el vacio,
la escala es R. Para testear la teoria IR debemos tomar R grande, mas precisamente
AR > 1.

Al expandir p(z) encontramos la forma (3.17) para el rango p1(z) < R% Vemos en
la ecuacién (3.29) que p; ~ 2% para jiz > 1. Por lo tanto la expansién de R grande es
valida para R > z, ver la figura 3.1. En esta expansién tenemos un parametro libre,
para encontrar su valor empalmamos con una nueva expansién. La expansion (3.24)
para z grande es valida en la zona IR. La soluciéon completa de ¢ es muy complicada.
Como solo nos interesa empalmar en la zona R > z, expandimos para 2y grande. Asi
llegamos a la solucién de oy a orden z;' dada en la ecuacién (3.23). Esta expansion
para z grande no se anula en z;, pero esto estd bien porque nos interesa aproximar
en la zona R < z < i '. En esta zona ambas aproximaciones son validas y podemos
encontrar los parametros libres igualando los coeficientes.

Luego de empalmar las expansiones tenemos una expansion de p para R grande.



3.3 Escalas y aproximaciones 19

No solucionamos el problema completo pero tenemos la informacién suficiente para

reemplazar p en la entropia y calcular los términos geométricos.



Capitulo 4

Estructura geométrica de la

entropia

El capitulo anterior estaba dedicado a derivar la expansion de la superficie minima
en el régimen R > 1. Ahora evaluamos los términos geométricos de la entropia de
Ryu Takayanagui usando esta expansion y calculamos los coeficientes en el régimen
IR. Los resultados para la teoria UV se obtienen simplemente reemplazando f = 1.
De esta forma vamos a comparar las entropias calculadas en las dos teorias y vamos a

mostrar la irreversibilidad de los primeros tres términos.

4.1. Expansion de la entropia

Para hacer mas claro la dependencia con R escribimos la ecuacién (2.19) sacando

R? fuera de la integral

o [ dz p\d2 . 1
S = v R 2/6 — <E> 7t (4.1)

Ambos términos (p/R) y p’ solo contienen potencias inversas impares de R. La expan-
sién del integrando en el limite de R grande reproduce la estructura (1.1). La integral
también depende de R a través del limite superior de integracién, sin embargo esto no
contribuye a los términos geométricos y por lo tanto no vamos a calcular esta contri-
buciéon. Podemos ver que no contribuye porque z; es a primer orden proporcional a R.

4=1 se evaltia en el limite superior, se compensa con el factor R%2

Cuando el factor z
fuera de la integral. En el régimen R grande podemos reemplazar el limite superior de
integracion por z; — 0o.

El primer término de esta expansion reproduce la ley de area

S@-2) — 4 pi-2 (4.2)

20
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El segundo término depende de p; y debe ser evaluado en la solucién (3.14)

_ [T dz 11 ,
S0 —y Rt ( F)f? - (d—2)m)

€ \/
Rd41 0 dz = T

(4.3)

En la segunda igualdad se usa la ecuacion de Lagrange para p; para ver que ambos

términos son proporcionales

0o —(d—2 00 AN © 1
/ delg:/ dZPl(if_@) = - a1 fﬂl2+ \/_P16 (4.4)

-1 /F
=0

Observar que si minimizamos S(?~% respecto a p;, obtenemos las mismas ecuaciones
que habfamos encontrado en (3.15) expandiendo la ecuacién completa para p (2.21).

Esta es otra forma de obtener las ecuaciones para las correcciones p,,.

4.2. Irreversibilidad

Para obtener el cambio en los coeficientes geométricos le restamos a los términos

S(d=2) v §(d=4) de la seccién anterior su valor en la teorfa UV. El primer coeficiente es

A Ag(l_7</°° dz ¢_ /°° dz> (45)

Sabemos que f(z) > 1 por la NEC. Como f(z) estd en el denominador, la contri-

bucién UV es mayor. Esto prueba la irreversibilidad del primer coeficiente geométrico.
Este resultado fue obtenido en [16] ! utilizando la funcién de dos puntos del tensor de
energia impulso.

Para analizar mejor el resultado podemos integrar por partes la primera integral. El
término de borde se cancela con la segunda integral usando que f(e) = 1. La expresion

final es

1 *dz —f'(2)
d—2 Zd 22f( )3/2

Aproximando la integral cerca del limite inferior de integracion, usando la aproxima-

A =v-— (4.6)

cién UV de (2.12), vemos que la contribucién que viene de distancias cortas es de orden

Apy ~ pd=2)ed=2-2(d=4) " como calculamos en (1.8) a partir de andlisis dimensional

'Ellos utilizan otras coordenadas. Para utilizar su notacién hay que realizar el cambio de variables

A(r) = —In(z/lyv), A'(r) =/ f(2) /Loy



4.2 Irreversibilidad 22

en teoria de perturbaciones.

La ecuacién (4.5) prueba la irreversibilidad en todas las dimensiones, sin embargo
hay una diferencia conceptual en Auy para d = 2 y d > 2 que se observa en (4.6).
En dimensiones mayores, el cambio se escribe como una integral sobre todo z. El
cambio depende de todas las escalas del flujo de renormalizacion. Esta cantidad puede
ser diferente para sistemas que tienen los mismos puntos fijos. Para el caso d = 2 el
integrando se convierte en una derivada total por lo que solo depende de los bordes de
integracién, es decir que depende de cantidades intrinsecas de los puntos fijos. El factor
1/(d — 2) combinado con R%? forma un logaritmo, al igual que mostramos en el caso

AdS puro usando el limite (3.5). El cambio del término de drea para dimensién dos es

A

- _ (\/_ \/1_) EIRQ—GEUV (4.7)

Como mostramos en (3.11) utilizando la solucién explicita de d = 2.
Ahora seguimos el mismo procedimiento para el término siguiente. Reemplazando

p1 en su valor extremal y restando la contribucion UV

00 d—1 < du d—2 2 00 - 0o d—2 2
A”SZ‘%M i ([ ) - e () d“ﬁ)]”
(4.8)

Otra vez podemos definir el signo utilizando la NEC. Para este término la diferencia
es positiva. Pero el coeficiente es negativo. Es decir que en modulo el coeficiente decrece.
Esta vez es mas tedioso reordenar la integral por partes, lo realizamos en el apéndice

C, la expresion final es

Ay =g / = f];i)ks)/ 3 e L e)
00 Hd—1 00 dv * dv "(v
M o ([ i) (5420

Para d > 4 el cambio depende en todo el flujo. Para el caso d = 4 tenemos que

(4.9)

diferenciar el primer término de los otros dos. Los tltimos dos no tienen el factor
1/(d—4), por lo tanto contribuyen al término constante. La primera integral es la que
contribuye al término universal logaritmico. Vemos que si la evaluamos obtenemos la

diferencia de las anomalias de los puntos fijos

Sl =3 (e ) = o) @10
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, , . . 3
Usamos la anomalia holografica en 4 dimensiones a = %.

La demostracion entrépica utilizando la SSA, mostraba que este término es irrever-
sible. Sin embargo no habia una expresion para calcular el cambio de este coeficiente.
Hasta ahora no habia ninguna prueba de la irreversibilidad de los siguientes términos,

en la siguiente secciéon vamos a mostrar el caso del tercer coeficiente.

4.3. Tercer término geométrico de la entropia

Siguiendo con la expansion de la entropia podemos calcular el tercer término

* dz 1

o 2 F)
(d—2)p1(2) f(2)p1(2)* — 1J‘(Z)Qp’l(Z)4 + f(Z)Pi(Z)%(Z))

Gd=6) _ ’y Rd—6

(%(d = 3)(d = 2)p1(2)* — (d = 2)ps(2)

(4.11)
1

2 8
Debemos evaluar la integral en la solucién extremal que satisface las ecuaciones
(3.15). Estas ecuaciones las podemos obtener como ecuaciones de Lagrange para S@~%
como funcional de p; y p3. Observemos que p3 solo aparece linealmente, la ecuacion
de Lagrange respecto de ps es la misma ecuacién (3.15) para p;. Si llamamos L£4=6) 5]

integrando

oL (d—6) o L(d—6) B f(z) / (d—2) B

Usamos esta ecuacion adentro de la integral para cancelar todos los términos con ps.

_ e [ dz 1 1
S0 = yR*6 (5(65 —3)(d—2)pi(2)?

N6

1

(4.13)
5@ =D () - éf(z)%’l(z)“)

2

En el apéndice C, usando la forma explicita de p; y su ecuaciéon de Lagrange, luego

de un montén de dlgebra e integraciones por partes reescribimos la integral como
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st © s (e a-2)
STP=R 83(d-2) [(d 10) \/_</ I pd—1 f(v))
+8(d—1)(d—4/ & (/ du\/_/oo dv ji) (4.14)

3
o d—2
x | 2471 / dv—( )
= v/ f(v)
En el caso d > 10 esta expresion es explicitamente positiva. Reemplazando f =1,
utilizando la NEC y observando que todas las f estan en el denominador probamos
que la contribucién UV es mayor.

Para el otro rango de dimensiones 6 < d < 10, utilizamos otra expresién de la

misma integral derivada en el apéndice C

d—6 _ d RS B _ dz O > dv d—2
S0 = 8—3(d—2) [9(6[ 2)(d—4) / ( d \/_ \/_>
X <zd_1/ dv—<d_2) )
vt f(v)
3 dz - o dv d—2
+2(d—2)(d - 10) / ( o ~>

o [T, @=2) \ <1 )
(o oS M) l o |

(4.15)

El primer término es positivo y el segundo negativo. Como el segundo término tiene
adentro f’(w), se anula en la teoria UV. Utilizando otra vez que f(z) > 1 el primer
término se convierte en negativo luego se sustraer la contribucion UV. De esta forma
concluimos la demostracion, para toda dimension en el rango de interés d > 6, de la
irreversibilidad del tercer término geométrico.

d—6
Aps = % <0 (4.16)

Como se comento en la seccion anterior la irreversibilidad de este término va més alla
de la SSA, y para demostrarla solo tuvimos que asumir la NEC. Esto motiva a buscar
desigualdades mas fuertes que la SSA que impliquen mayor cantidad de derivadas. En
este trabajo siempre asumimos que R era grande, por esta razdén no se necesitaron

utilizar derivadas de la entropia y alcanzd con mirar los coeficientes de la expansion.



Capitulo 5
Conclusiones

Motivados en generalizar los teoremas de irreversibilidad para los términos geométri-
cos de la entropia, utilizamos herramientas hologréficas para calcular la entropia de una
esfera en el vacio para una teoria con dos puntos fijos, el UV y el IR. Holograficamente
la entropia es proporcional al area de la superficie minima anclada a la esfera en el
borde. La ecuacion de esta superficie minima es no lineal y en general no se puede
escribir una solucién explicita. Se resolvio la ecuacion en una expansion para R grande
y se utilizo la solucién para expandir la entropia y obtener los términos geométricos.
Viendo cada término de la expansion por separado se demostro la irreversibilidad de
los primeros 3 coeficientes y se encontré una expresion holografica para ellos.

Ya habia una demostraciéon previa para la irreversibilidad de los primeros dos co-
eficientes. Esta demostracion, utilizaba la SSA para regiones espacio-temporales y de-
rivaba una desigualdad para derivadas de la entropia. Esta desigualdad tiene hasta
dos derivadas y es por eso que no se puede utilizar para mostrar la irreversibilidad de
los siguientes érdenes. La formula de Ryu Takayanagui cumple con la SSA de regio-
nes espaciales. Para que cumpla con la SSA en regiones espacio-temporales, hay que
asumir la NEC [17]. En la demostracion realizada en esta tesis no se tuvo que asumir
nada mas que la NEC. Esto ya es una muestra de que para teorias holograficas, esta
propiedad es mas fuerte que la SSA. Como la irreversibilidad se derivé para el régimen
R grande, motiva a buscar desigualdades que impliquen mayor cantidad de derivadas
de la entropia en este régimen.

Por otro lado, haber mostrado la irreversibilidad del tercer término motiva a gene-
ralizar la irreversibilidad a todos los términos. No se pudo ver un patrén que generalice
directamente a todos los términos, pero si se vieron algunas regularidades que podrian
indicar por donde encarar el problema. Los signos de los coeficientes van alternando,
y siempre la contribucion UV es mayor en modulo. También resulta tutil utilizar las
ecuaciones de Lagrange de cada correccion para reducir la integral hasta que su con-

tribucion UV tenga una signo definido. Esperamos poder reportar estos resultados en
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un trabajo futuro.



Apéndice A
Area de la superficie minima

La féormula de la entropia de Ryu Takayanagui es proporcional al drea de una
superficie extremal, a continuacién escribiremos en general como se calcula un area en
un espacio curvo y lo aplicaremos a la regién de interés para llegar a la ecuacién (2.19).

Dado un espacio curvo d + 1 dimensional, con una métrica g,y en las coordena-
das 2™, y una superficie o de n dimensiones parametrizada por ™ (a%), el intervalo
invariante sobre la superficie se escribe como

daz™ da™N

7 4040 — aj_b Al
- do*do’ = hgpdo®do (A.1)

d8§ = gMN

donde se defini6 la métrica inducida hy.

El drea de o se calcula como la integral de la medida de integracién invariante

Area(o) = [ d"o \/det(h) (A.2)

En nuestro caso la superficie tiene d — 1 dimensiones. Elegimos las coordenadas del
bulk y la métrica dadas por (2.2). Sabemos que sobre el borde del espacio coincide con
la esfera de radio R. La esfera tiene dos propiedades que simplifican los calculos.

Es una regién espacial a tiempo xy = 0. Como la métrica es invariante ante trasla-

ciones temporales, la superficie minima no puede salir del plano o = 0. Por lo tanto

da®
dog

minima y la métrica inducida sobre ella van a ser invariantes rotacionales, es decir que

= 0. La esfera y la métrica tienen simetria de rotacién, por lo tanto la superficie

podemos usar como parametros los angulos y sabemos que las coordenadas p y z no
se van a mezclar con ellos. Esto ya nos fija d — 2 parametros. Elegimos como parame-
tro restante la componente z. La tinica funcién que nos falta definir para encontrar la
superficie minima es p(z). Para calcularla escribimos el area con la ecuacién (A.2) y
se minimiza utilizando la ecuacién de Euler Lagrange. Observar que en general para
minimizar una superficie de d — 1 dimensiones hacen falta d — 1 ecuaciones, pero gracias

a las simetrias las redujimos a una sola.
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La métrica es diagonal, entonces se simplifica la medida de integraciéon

M

d"o+/det(h Hdo \/; Hdcr \/ZgMdeMC; (A.3)

Ob

Por cada dngulo vamos a tener un factor de (¢yyvp(2)/z) y la integral de todos los

angulos la notamos como

/ dQq_o = Vol(S42) (A.4)

De la dependencia con el parametro z tenemos las contribuciones de la coordenada

z v la coordenada p, calculamos que

IMN dz dz 22

M g.N 2
dx™ dx _EUV< 1 —|—p'(z)2> (A.5)

Juntando todo, el area se escribe como

d—2 1

Area(o) = Vol(Sy_s) 04! /0 a0

(A.6)

El limite de integracién superior esta definido como el punto maximo de z, que por
la simetria esférica sabemos que va a ocurrir en p(z;) = 0. dividiendo por el factor de

4G obtenemos la ecuacién (2.19).



Apéndice B
Derivada de la entropia

Atn sin resolver las ecuaciones para p, es posible calcular la derivada de la entropia.
Queremos derivar

2t d—2 1

respecto al radio R. S depende de R a través de z;, p y p'. Para reducir la notacién
llamamos L al integrando y utilizamos primas para referirnos a la derivada parcial

respecto a z.

dsS dz o dL
R il i B.2
ik Flar ] “un (B-2)
El segundo término se puede simplificar con las ecuaciones de Lagrange 0, gﬁ = g—ﬁ.
/thz%_/zt 8p8£+8£8p
. dR /. OROp O0p'OR
= Op., 0L OL_. Op =t oL dp
= d 0 — dz 0 B.3
/68R8’8’8R62<88R (B-3)
oL 8p _ (‘9_£ @
6p aR Zt
De la forma explicita de £, usando la condicién de borde p(z;) = 0, los términos

evaluados en z; se anulan. La otra condicién de borde es p(e) = R. Tomando la derivada

parcial vemos que g—p = 1. Ahora podemos escribir la derivada de la entropia como

Rl

p'? d.p

o aT
002+ 5

as _ ot
dR_aple

(B.4)

zZ=€
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Apéndice C
Cuentas...

Integrales 54

Partimos de la forma (4.3)

2
=t d “t 241 °° d 1
S(d74):_%Rd74 z \/_ Y(d— 22 (/ v ) ‘

\/ f(v)

(C.1)

Adentro de la integral elevada al cuadrado escribimos vd%l = (d_—jzvd,Q )/, integramos

por partes y expandimos el cuadrado

@1y _ _Ypaa [ 42 1 e [T 2 wﬂM)
s = zR“/e zd‘3f(z)3/2+2Rd4/e e </ vi=2 f(0)3?
)

s ([ )

. . ] . 1 _ -1 1 !/ .
Adentro de la primer integral escribimos —7= = (ﬂvd*‘l) e integramos por partes

+3-n [ ([ o) (o)

(C.3)

(C.2)
_ _Rd 4

Cuando evaluamos la expresién (4.8) el término —661%4 se cancela con la contribu-

ciéon UV para llegar a la expresién final 4.9.
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Integrales S(¢9)

Partimos de la ecuacion (4.13)

°°dz 1

EENGOLE

:Rd‘G% (4(d — 3)I, — 4L, — Iy)

( (=3 =21 (o)’ — 5(d = (AP - §f<z>2pa<z>4>

(C.4)

Nombramos las siguientes integrales

* dz d— * dz *dz a9
11:/6 Zdl\/—Pu]Q / d 2\/_P1P1a :/6 Ff/pl (C.5)

1

Reemplazando d—f() = —0, (p’l(z)—;f_(f)) en [ e integrando por partes vemos
que
L=-21 (C.6)
1= a5k .

Utilizando el mismo reemplazo en I e integrando por partes

L= /f%ﬁ/%z)pﬁz)u / 4= 2 (VTG () + 2P0 k=)

€

(C.7)
Identificando +/f(2)f'(z 54 2f(2)32p,(2)%p)(2) = (%f(z)?’/zp’l(z)?’)l e inte-
grando por partes llegamos a
Iy 2
I, = d—1)I :
4@ (C3)
donde definimos
*dz 3/2 13
Iy = ;f P1P1 (C.9)

Escribimos (C.4) reemplazando Iy, I por I3 e I; y reemplazamos sus valores explici-

tos
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1
G(d—6) _ Rd—ﬁj
83(d—2)

e 1 < SN (e - )
= f 83(d—2)[<d 1) \/_</ dvd—l f@))
- (C.10)
st [T ([t [T A2
X (zd_l /oodv—(d_2> ) ]
2 vi=1y/f(v)

Para d > 10, utilizando la NEC se demuestra que AS@9 < 0.

Para llegar a la forma (4.15) conviene usar que

[(d —10)15 + 8(d — 1)(d — 4)I]

Iy = —2(d — 1)1, + 31, (C.11)

Dentro de I, podemos reescribir

1 o 1
g =,
Y A d—2 1 f(w)
- (wdlf(w)1/2 " qut f(w)3/2>

El primer término forma una integral proporcional a I, entonces

h=(- 0+ 50-2) [ Zp@aere [t

(C.12)

Reemplazamos esta expresion en (C.10) llegamos a la ecuacion (4.15).

d—6 _ pd—6)d 1 _ _
ST 3(d—2) [9(d A=l (C.14)
(d —2)(d — 10) / %m(z)p’l(Z)Qf(Z) / dww;2 f{zf,;l;)/z}

€

NJIOD

Para ver el signo de AS@=6) observamos que la integral con f’(w) se anula en la

contribucion UV y que la contribuciéon UV viene de reemplazar f =1 en I4

_pd6d 1 B N
AS| =R 83(d_2)[9(d 2(d — 4)(1] — 7Y

3 > dz P > 1 fl(w)
§(d 2)(d — 10)/ ?Pl(z)Pl(z) f(Z)/Z dwwdfz f(w)3/2}

€

(C.15)

Como I, tiene todos los f(z) en el denominador y f(z) > 1, entonces I, — I]=" < 0.
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En el rango 6 < d < 10 el segundo término también es negativo. por lo tanto toda la

expresion es negativa.
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