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Resumen

La tecnologia para obtener energia aprovechable de la fusién de ntucleos livianos se en-
cuentra atin en desarrollo. Si bien este tipo de reacciones se han logrado en el laboratorio
hace muchos anos, aiin no se ha logrado fabricar un reactor capaz de liberar mas poten-
cia producida por fusiéon que la necesaria para mantener las condiciones requeridas, en
forma estacionaria o casi-estacionaria. El proximo paso en esta carrera tecnoldgica es
la construccion de ITER (International Thermonuclear Reactor) que, usando un plas-
ma producido por una configuracién tipo tokamak, ha sido disenado para liberar una
potencia de fusion diez veces mayor que la potencia de calentamiento requerida para
mantener las condiciones del plasma que forman los reactivos. Para lograr este objetivo,
se requiere lograr un plasma con buena estabilidad en las condiciones que permiten una
cantidad de reacciones de fusion suficientemente grande. Para lograr esto se debe tener
un modelo preciso del plasma y su estructura interna y un buen sistema de control
de sus perfiles, entre otros requisitos. La mayoria de este tipo de modelos requieren
como insumo la configuracién de campo en estado de equilibrio de fuerzas magnetohi-
drodindmicas (equilibrio MHD). De los numerosos métodos y codigos para resolver el
equilibrio MHD que existen a dia de hoy, la mayoria lo hacen partiendo de informacion
que no se puede obtener directamente en forma experimental. Para obtener la configu-
racion magnética en la practica se recurren a codigos de reconstruccion del equilibrio
que resuelven una aproximacion linealizada del problema y ajustan parametros para
aproximar lo mejor posible una serie de observables (problema de minimizaciéon con
restricciones). Aunque esta estrategia permite describir adecuadamente los campos en
experimentos actuales, su adaptacion al diseno de escenarios y estrategias de control
en plasmas con nuevas condiciones puede volverse un factor limitante.

En esta tesis se introduce un esquema numérico para obtener la configuracién de campo
magnético de equilibrio MHD en tokamaks, y configuraciones axisimétricas en general,
a partir de informacion experimental. La informacion requerida es una estimacion del
perfil de presion en funcion del radio menor del toroide y el perfil radial de angulo de
inclinacion del campo magnético en el plano ecuatorial. El perfil de presion se pue-
de inferir a partir de la emisiéon de ciclotron de los electrones del plasma, mientras
que el angulo del campo magnético se determina rutinariamente mediante una técnica

denominada Motional Stark Effect (MSE). A partir de esta informacion, el esquema ite-
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rativo propuesto permite obtener y resolver la ecuacion diferencial de Grad-Shafranov
que describe el equilibrio. Para la resolucion de este problema inverso, se emplea una
secuencia de problemas diferenciales no lineales de segundo orden, que se aproximan
mediante el método de elementos finitos. Ademés de introducir y validar el esquema
numérico, se analiza la estructura y distribucion de corrientes en los escenarios de

operacion previstos para ITER.

Palabras clave: TOKAMAKS, EQUILIBRIO MAGNETOHIDRODINAMICO, ELE-
MENTOS FINITOS



Abstract

The technology to obtain usable energy from the fusion of light nuclei is still under de-
velopment. Although these types of reactions have been achieved in the laboratory for
many years, it has not yet been possible to manufacture a reactor capable of releasing
more power produced by fusion than is necessary to maintain the required conditions,
in a stationary or quasistationary manner. The next step in this technological race
is the construction of ITER (International Thermonuclear Reactor) which, using a
plasma produced by a tokamak-type configuration, has been designed to release a fu-
sion power ten times greater than the heating power required to maintain the plasma
conditions that form the reactants. To achieve this goal, it is required to achieve a
plasma with good stability under conditions that allow a sufficiently large number of
fusion reactions. For this reason it is necessary to have an accurate model of the plasma
and its internal structure and a good control system for its profiles, among other re-
quirements. Most of this type of models require as input the configuration of the field
in equilibrium state of magnetohydrodynamic forces (MHD equilibrium). Of the nu-
merous methods and codes to solve the MHD equilibrium that exist today, most do so
starting from information that cannot be directly obtained experimentally. To obtain
the magnetic configuration in practice, equilibrium reconstruction codes are used that
solve a linearized approximation of the problem and adjust parameters to best ap-
proximate a series of observables (constrained minimization problem). Although this
strategy allows adequately describing the fields in current experiments, its adaptation
to the design of scenarios and control strategies in plasmas with new conditions can
become a limiting factor.

In this thesis, a numerical scheme is introduced to obtain the equilibrium magnetic field
configuration MHD in tokamaks, and axisymmetric configurations in general, from ex-
perimental information. The information required is an estimate of the pressure profile
as a function of the minor radius of the toroid and the radial profile of the angle of
inclination of the magnetic field in the equatorial plane. The pressure profile can be
inferred from the cyclotron emission of plasma electrons, while the magnetic field an-
gle is routinely determined by a technique called Motional Stark Effect (MSE). From
this information, the proposed iterative scheme allows obtaining and solving the Grad-

Shafranov differential equation that describes the equilibrium. To solve this inverse
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problem, a sequence of second-order nonlinear differential problems is used, which are
approximated using the finite element method. In addition to introducing and validat-
ing the numerical scheme, the structure and distribution of currents in the operation

scenarios foreseen for ITER are analyzed.

Keywords: TOKAMAKS, MAGNETOHYDRODINAMIC EQUILIBRIUM, FINITE
ELEMENTS



Capitulo 1

Dispositivos de confinamiento

“And as great as all this might be, it would be even more furit-
ful still if one would develop the perception of impermanence
just for the time it takes to snap one’s fingers.”

— Buddha, “In the Buddha’s words”, Bhikkhu Bodi, 2005.

1.1. Fusion nuclear

Asi como la fision de niicleos con elevado niimero atémico (como el uranio) libera
productos de la reacciéon con un exceso de energia que puede aprovecharse mediante
reactores nucleares (de fision), la fusion de niticleos més livianos que el hierro también
es energéticamente conveniente. El proceso de fusiéon nuclear se da naturalmente en el
interior de las estrellas, donde la atraccion gravitatoria de una gran cantidad de materia
genera las condiciones adecuadas para este proceso.

Como fuente de produccion de energia eléctrica, un reactor basado en la fusiéon nuclear
de nucleos livianos presenta una serie de ventajas respecto a la fision. Por su alta
densidad de energia, un reactor de fusiéon no tendria riesgo de accidente severo ya
que requiere pocos gramos de combustible. Por otro lado, la produccién de material
radioactivo es minima y se trata de is6topos con vidas medias de pocos anos. Ademas de
los aspectos de seguridad, la disponibilidad de combustible en la naturaleza es ilimitado
a los fines practicos y la produccion de gases de efecto invernadero es minima, lo que
la convierte en una alternativa sustentable a largo plazo [13]. Comparado con fuentes
de energia renovables, como solar y edlica, un reactor de fusién presenta la ventaja
de tener un bajo requerimiento de uso de suelo, de forma que reduce al minimo la
competencia con otras actividades centrales para la humanidad como la producciéon de
alimentos, la protecciéon de la biodiversidad y el funcionamiento de los ecosistemas.
En la fusion de un nicleo de deuterio y uno de tritio se forma una particula alfa y
un neutron. El exceso de energia de ligadura es 17.6 MeV, es decir, que la liberacion
de energia por nucleén es superior a tres veces la energia liberada en promedio por la
fision del U235. Mas precisamente, la energia liberada en la reacciéon D-T es,

2D 43T —% He(3,5 MeV) + n(14,1 MeV). (1.1)

La principal dificultad para lograr y sostener esta reacciéon es la barrera coulombiana
de repulsion mutua, debida a la carga positiva de los dos reactivos. Esto se traduce
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en que la seccion eficaz de reaccion es casi nula a bajas temperaturas. Sin embargo, a
medida que aumenta la energia de las particulas la secciéon eficaz aumenta, alcanzando
un méaximo a 100 keV (1 eV ~ 11000 K). Si bien es relativamente simple impartir esta
energia a los iones intervinientes en la reaccion mediante aceleradores, no es posible
lograr por este camino un balance energético que permita extraer energia aprovechable.
Por eso, la gran mayoria de los esfuerzos orientados al desarrollo de reactores de fusion
se basan en un plasma termalizado de alta temperatura, como medio ambiente para
lograr suficientes reacciones nucleares. El desempenio de un plasma en cuanto a la
liberacion de potencia producida por la reaccién nuclear se mide en términos del factor
de ganancia,

— Prus (1.2)

Pemt ’ ‘

donde, Py, representa la potencia liberada por las reacciones de fusiéon y P, representa
la potencia de fuentes de energia externas que es necesario suministrar al plasma para
mantener las condiciones necesarias para que se produzca la fusiéon. La condicion limite
@ = 1, es decir, que se inyecta una potencia de calentamiento externo igual a la potencia

que liberan las reacciones de fusion, se denomina condiciéon de breakeven

1.1.1. Plasmas de ignicién

Si consideramos la reaccion 1.1, vemos que un 20 % de la energia liberada por la
reaccion se la lleva la particula alfa. A diferencia del neutrén, que escapa casi libremente
del plasma y debe ser capturado por un moderador fuera de la cAmara donde se confina
el plasma, la particula alfa queda confinada junto con el combustible depositando su
exceso de energia en el plasma. Por este motivo, otro valor de referencia es para el
factor de ganancia es () = 5, en el que la potencia externa es comparable a la potencia
que depositan las alfa producto de la reaccion. A partir de este valor, cuando el plasma
se calienta mas a si mismo que lo que se sumnistra externamente, se denomina rango
de plasmas combustibles. El objetivo final seria que las alfa suministren el total de
la energia necesaria para mantener las condiciones de fusion, es decir, que compensen
las pérdidas. En esa condicién no es necesario el calentamiento externo y el plasma se
sostiene por si solo. Este es la denominada condiciéon de ignicién, y ) — oo.

Las condiciones requeridas en un plasma para alcanzar la ignicion se pueden expresar
en términos del triple producto,

donde n representa la densidad numérica de particulas (suponiendo que es igual para
ambas especies), T' la temperatura del plasma y 7z es el tiempo de confinamiento
de la energia para la configuracion considerada, que se define como el cociente de la
energia total del plasma y la potencia perdida por el plasma (que coincide con la del
calentamiento externo en estado estacionario).
A partir del balance de potencia y suponiendo que la reactividad es proporcional al
cuadrado de la temperatura, el criterio para alcanzar la condicion de igniciéon en plasmas
de D-T, es []

nT7p > 3 x 10 m’keV s (1.4)

que es analogo al criterio establecido por Lawson en 1957 como base para las condicio-
nes requeridas para lograr un reactor de fusion. Esto quiere decir que, por ejemplo, en
un plasma de 10%° particulas por metro ctibico a una temperatura de 20 keV, el tiempo
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de confinamiento debe ser superior a 1.5 segundos. Como veremos en la préxima sec-
cion, los tokamaks méas modernos estan muy cerca de lograr esta condicion.

1.2. Confinamiento magnético

A las elevadas temperaturas para las que la reaccion D-T tiene mayor seccion eficaz,
la materia se encuentra en estado de plasma totalmente ionizado. En ese estado no es
posible contenerlo mediante paredes sélidas de ningin material. Por otro lado, al estar
compuesto de cargas eléctricas es posible utilizar campos magnéticos para confinar el
plasma. En presencia de un campo magnético externo, las particulas cargadas tienden
a moverse principalmente a lo largo de las lineas de campo, como se esquematiza en la
figura 1.1.

Con campo magnético

) v . Particula cargada
Linea de campo magnético
(a)

Poloidal

(b)

Figura 1.1: (a) A primer orden, las particulas cargadas se mueven siguiendo las lineas del
campo magnético externo. (b) La forma mas simple de producir una configuracion cerrada de
campo magnético es mediante un toroide. En un tokamak, el campo principal va el la direcciéon
toroidal y es producido externamente, mientras que la componente poloidal se genera al inducir
una corriente.

Un sistema de confinamiento magnético se basa en la aplicacién de un campo mag-

nético intenso que permita atrapar las particulas del plasma, en una especie de con-
tenedor magnético. Dentro de los sistemas de confinamiento podemos distinguir dos
grandes categorias: configuraciones abiertas y cerradas.
Entre las configuraciones abiertas, los espejos magnéticos consituyen uno de los prin-
cipales ejemplos [14]. Estos dispositivos consisten en un par de bobinas separadas por
una distancia, por las que circulan corrientes iguales, de modo que se forma una botella
magnética entre ellas.

Figura 1.2: Esquema de la dinamica de una particula atrapada en un espejo magnético.
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Por conservacion de energia, F = (1/ 2)mvﬁ + pB y la invariancia del momento
magnético u = (1/2)mwv? /B, en ausencia de campo eléctrico, las particulas experi-
mentan una reducciéon de la velocidad paralela al campo a medida que se acercan a
cada solenide. Si la componente paralela se vuelve negativa, la particula “rebota” y
queda confinada. Con estos dispositivos es posible confinar plasmas con temperaturas
del orden de 10°K. Una limitacion imporante es que se pierden las particulas cuya
componente de velocidad paralela al campo supera la relaciéon de espejo:

Bmaa:
Bmin

Y| >V =1. (15)
Los cinturones de Van Allen, son regiones en forma de toroide que rodean la Tierra,
donde quedan confinadas algunas particulas (las que satisfacen la relacion de espejo
adecuada) provenientes, principalmente, del viento solar. Se trata de una configuracion
similar a los espejos magnéticos construidos en el laboratorio, que se forma natural-
mente debido a la no-uniformidad del campo magnético terrestre.

Para eliminar las pérdidas a lo largo de las lineas de campo, se buscé desarrollar confi-
guraciones magnéticas cerradas, en las que las lineas de campo no atraviesen superficies,
o permitan escapar una fracciéon importante de particulas como en el caso de los es-
pejos magnéticos. La forma mas simple de cerrar un campo solenoidal es mediante
un toroide, como muestra la figura 1.1b, en el que se impone un campo principal en
la direccion toroidal. El campo toroidal no es suficiente para mantener las particulas
confinadas, debido a que los gradientes de campo inducen una pequena separacion de
carga con un campo eléctrico asociado que desplaza las particulas “lentamente” en la
direccion vertical. Por eso se impone ademas una corriente toroidal que genera una
componente poloidal de campo. Existen diversos esquemas de confinamiento toroidal
que, por ser los que han logrado condiciones méas proximas a las requeridas para un
reactor de fusion, son las que se describen con mayor detalle a continuacion.

1.3. Configuraciones toroidales

Las configuraciones toroidales de campo magentico han resultado ser las mas eficien-
tes para confinar plasmas, y las describimos en esta secciéon con mayor detalle. Dentro
de este tipo de configuraciones se encuentra el tokamak, que es uno de los esquemas
con mas historia y mejores resultados [Wesson|. Otro dispositivo muy estudiado es el
reversed field pinch (RFP), que a diferencia del tokamak tiene componenetes de campo
toroidal y poloidal del mismo orden de magnitud [15, 16]. Tanto el tokamak como el
RFP son configuraciones idealmente bidimensionales, es decir, que tienen simetra de
revolucin. El stellarator es un ejemplo de configuracin tridimensional [17]. Por altimo,
introducimos dos integrantes de la familia de toroides compactos: el FRC [18] y el
spheromak [19].

1.3.1. Tokamak

El tokamak (acrénimo del ruso TOpoungannas KAMepa ¢ AKcuanapiM MarHATHBIM
nosieM, camara toroidal con campo magnético axial) es un dispositivo de confinamien-
to magnético que confina al plasma formando un toroide. Posee un solenoide central y
dispone de bobinas que rodean al plasma en direcciéon poloidal, como se puede observar
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en la figura 1.3.
El solenoide central genera una corriente en sentido toroidal dentro del plasma, que

_ Solenoide central (B)
Campo m_agnéuco Bobinas de campo
poloidal vertical (C)

Campo magnético Bobinas de campo

helicoidal resultante toroidal (A)
Campo magnético Corriente eléctrica
toroidal del plasma
Figura 1.3: Esquema de un reactor tokamak [1]. Posee bobinas que rodean al plasma en

direccion poloidal para generar el campo magnético toroidal. El reactor utiliza al plasma como el
circuito secundario de un transformador, lo que genera una corriente en sentido toroidal dentro del
plasma, que a su vez genera el campo poloidal. De este modo se generan los campos magnéticos
que confinan al plasma. Las bobinas de campo vertical evitan que el plasma se expanda demasiado
y sirven para controlar la posicién y la forma del toroide.

a su vez genera un campo magnético en sentido poloidal, siguiendo la ley de Ampere.
Las bobinas que envuelven al toroide generan un campo magnético en sentido toroidal,
y el conjunto de los campos toroidales y poloidales confinan al plasma. A su vez, posee
bobinas que se denominan de campo vertical, las cuales son utilizadas para controlar
la posiciéon y forma del plasma confinado.

El tokamak es la configuracion de confinamiento mas estudiada, siendo la que ha al-
canzado las mejores performances en términos del triple producto (ec. 1.3)[20]. Es el
esquema elegido para el proyecto ITER (por sus siglas en inglés, International Ther-
monuclear Experimental Reactor), que busca analizar experimentalmente la validez de
un reactor de fusion para su uso comercial [21]. ITER es el mayor proyecto de fu-
sion nuclear hasta el momento, y actualmente se encuentra en construccion, con fecha
estimada para la primera descarga en 2025 [22]. Otros tokamaks de gran relevancia
son los reactores DIII-D [23], JET (Joint European Torus) [21|, EAST (Ezperimental
Advanced Superconducting Tokamak) |25], KSTAR (Korean Superconducting Tokamak
Advanced Research)|26], ASDEX-U (Azial Symmetric Divertor Experiment Upgrade)
[27], JT-60U (Japan Tours-60 Upgrade) [28] y el proyecto SPARC [29], el cuél esta
en construcciéon y se espera que complemente a los experimentos que se realizaran en
el proyecto ITER. A futuro, los proyectos més notables son el proyecto DEMO [30] y
K-DEMO |[31], los cudles planean generar alrededor de 2 GW de potencia continua y
estar conectados a la red.

Una caracteristica que tienen los plasmas producidos en tokamaks tradicionales es que
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su funcionamiento es intermitente. Al tratar al plasma como el circuito secundario de
un transformador, se generard una corriente mientras el campo en el solenoide cambie
en el tiempo. Esta limitacion restringe al reactor a funcionar de manera pulsada. Sin
embargo, se encuentran en desarrollo escenarios de opreacion denominados avanzados,
en los que se plantean usar modos de operacion y estrategias de control que permi-
tan extender significativamente la duracion de las descargas. Un ejemplo de reactor
avanzado con resultados récord es el tokamak EAST, el cual logré un tiempo de con-
finamiento mayor a 1000 segundos [25]; o KSTAR, el cual mantuvo temperaturas de
10 keV durante 30 s [32]. Estos logros son alentadores, y posibilitan nuevas ramas de
desarrollo de cara a la fusiéon controlada como fuente de energia.

La siguiente figura muestra la evolucién del récord de valor del triple producto a lo
largo de los anos, para este dispositivo.

1020 b °

1970 1975 1980 1985 1990 1995
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Figura 1.4: Evolucion del récord del valor del triple producto en tokamaks [2].

Se observa que a lo largo de los anos se ha aumentado el triple producto en 3 6r-
denes de magnitud, y es hoy en dia el dispositivo de confinamiento magnético con el
valor més alto [2].

1.3.2. RFP

Los RFP (en inglés, Reversed Field Pinch) son similares a los tokamak, pero en
los que el campo magnético poloidal es similar en magnitud al campo toroidal, y este
ultimo se invierte cerca del borde del toroide [33], como se puede ver en el esquema de
la figura 1.5.
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Figura 1.5: Esquema de los campos magnéticos en un plasma confinado por RFP, esquemati-
zados por las lineas negras [3].

Esta configuracion de los campos magnéticos se produce naturalmente a causa de
un proceso de relajacion del plasma, lo que sugiere que es una configuracion de minima
energia. A diferencia de los tokamaks, el plasma se confina dentro de una camara
conductora. La ventaja que poseen sobre los reactores tokamak radica en que no se
necesitan corrientes toroidales muy grandes, lo que significa que en principio no es
necesario el uso de bobinas superconductoras. En la figura 1.6 se muestra el avance del
valor del triple producto obtenido en este tipo de reactores.
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Figura 1.6: Evolucion del valor récord del triple producto a lo largo de los anos en reactores
RFP [2].

Hoy en dia los proyectos mas avanzados son los reactores RFX (Reversed Field
eXperiment) en Italia [31] y el reactor MST (Madison Symmetric Torus) en EEUU
[35]. A dia de hoy, estos proyectos continian realizando experimentos, y esta planificada
una mejora del reactor REX [30].
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1.3.3. Stellarator

El reactor stellarator confina al plasma de manera toroidal, pero, a diferencia del
tokamak, no tiene simetria axial si no que el plasma se encuentra confinado en un
campo magnético con una variaciéon axial periédica, como se muestra en la figura 1.7.

Trim coils

Magnetic field lines
Figura 1.7: Esquema de un reactor tipo stellarator, especificamente del reactor Wendelstein

7X 1]

Posee la ventaja de que no necesita un solenoide central y que el confinamiento es
inherentemente estacionario, pero la construccién es mas compleja que un tokamak. La
siguiente figura muestra la evoluciéon del valor récord de L,, a lo largo de los anos.
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Figura 1.8: Evolucion del valor récord de L,, a lo largo de los anos en reactores stellarator [2].

El experimento de este tipo méas avanzado en la actualidad es el Wendelstein 7-X,
en el que se planean descargas estacionarias de 30 minutos [4].
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1.3.4. FRC

La configuracion FRC (Field Reversed Configuration) es una manera de confinar
un plasma dentro de un campo magnético. En este tipo de configuraciones, el plasma
forma un toroide, con un campo toroidal nulo [37].

Figura 1.9: Esquema de una configuracion FRC [3]. Las lineas de campo magnético se denotan
con verde y la flecha roja indica la direcciéon de la corriente. Esta configuracién no posee un campo
magnético toroidal.

Se distingen de los demés dispositivos toroidales ya que no poseen solenoides en el
centro del plasma. Esta caracteristica tiene como ventaja que los dispositivos de toroides
compactos son mas sencillos constructivamente y pueden tener tamanos reducidos, del
orden de decenas de cm [35].

La figura 1.10 muestra los avances en el valor del triple producto en el tiempo, para
esta configuracion.
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Figura 1.10: Evolucioén del valor del triple producto récord a lo largo de los afios en reactores
FRC [2].

La configuracion FRC se utiliza en reactores MTF (Magnetized Target Fusion)
experimentales, en donde se busca una operacion pulsada similar al confinamiento
inercial, pero por confinamiento magnético, con la ventaja de tener un costo menos
elevado. El dispositivo FRX-L [5] es un reactor experimental de MTF que analiza los
procesos de creacion de configuraciones FRC, asi como el control de posicion del plasma
y su compresion.

Figura 1.11: Funcionamiento del dispositivo FRX-L [5]. En un primer paso se genera una
configuracion FRC, que luego es trasladada a otra cimara en donde se comprime al plasma de
manera adiabatica, en pos de generar condiciones para la fusion.

Otro dispositivo que utiliza configuraciones FRC es el modelo propuesto por Helion
Energy [6], que hace colisionar dos plasmas confinados en FRC para comprimir las
configuraciones. De esta manera, se busca obtener las condiciones necesarias para que
se produzcan reacciones de fusion. El proceso entonces se repetiria constantemente para
generar energia de manera pulsada.
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Figura 1.12: Grafico del choque de 2 configuraciones FRC en el dispositivo construido por
Helion Energy [6].

1.3.5. Spheromak

Los spheromaks confinan al plasma en configuraciones esferoidales, y no necesitan
de campos magnéticos externos para sustentar el confinamiento [19]. Un esquema de
la configuracion del plasma se observa en la figura 1.13.

Figura 1.13: Esquema del plasma confinado en un reactor spheromak [7].

La configuracion del confinamiento en estos reactores se genera de manera esponta-
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nea, dadas ciertas condiciones iniciales, lo que indica que son estados de minima energia
en el plasma |7]. Por ende, existen varias maneras de generar una configuracion sphero-
mak y se suelen dar en la naturaleza, en ciertos plasmas que se estudian en astrofisica
[19]. Si bien no necesitan de campos magnéticos externos, el plasma necesita de estar
confinado en una camara conductora, sobre la cuél se generan corrientes parasitas que
mantienen los campos magnéticos dentro del plasma [19)].

La figura 1.14 muestra la evolucion del valor del triple producto a lo largo de los anos
para los reactores spheromak.
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Figura 1.14: Evolucion del valor record del triple producto a lo largo de los afios en reactores
spheromak [2].

Hoy en dia existen lineas de investigacion en lo que se conoce como Dynomak [39],
que buscan explotar las ventajas de esta configuraciéonpara emplearlas como base para
un reactor de fusiéon nuclear.

1.4. Confinamiento inercial

El confinamiento inercial se basa en calentar pastillas con los reactivos en estado
solido por medio de laseres o haces de iones, generando presiéon por medios térmicos.
Las pastillas estan conformadas por un ntcleo hueco, envuelto en capas de reactivos,
sumado a una capa superficial. Cuando se calienta la capa superficial, esta se volatiliza
y aplica presion sobre las capas de reactivos. Estas presiones pueden ser del orden de
40 Mbar [10], y buscan implosionar el combustible para que se alcancen las condiciones
necesarias para la ignicion de los reactivos, lo que da a lugar a que se produzca fusion
autosustentada.
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Figura 1.15: Esquema del proceso de calentamiento, implosion y fusion de una pastilla [3].
Una vez que se calienta la superficie de la pastilla, al volatilizarse aplica una gran presion a los
reactivos, aumentando su densidad. Si se dan las condiciones necesarias para la ignicién, ocurren
reacciones de fusion autosustentadas y la pastilla libera una gran cantidad de energia.

Una de las principales desventajas que tendria un reactor basado en el esquema
de confinamiento inercial, es que su operacion seria inherentemente pulsada. Si bien
la mayoria de los regimenes de funcionamiento de los dispositivos de confinamiento
magnético en la actualidad son pulsados, se tratan de pulsos de varios segundos que,
potencialmente, podrian alcanzar la operacion estacionaria. El experimento con mayor
desarrollo hoy en dia es la sede NIF (por sus siglas en inglés, National Ignition Facility)
en California, Estados Unidos. Posee un laser de 500 TW de potencia [11], y en el dis-
positivo se logré obtener plasma de combustion [12], es decir, plasma cuya energia esta
sostenida principalmente por las particulas alfa producidas por las reacciones de fusion.

1.5. Confinamiento gravitatorio

En escalas astronomicas, la manera en el que los reactivos se confinan para dar

lugar a reacciones de fusion es gracias a la atraccion gravitatoria. El aglomeramiento
de los reactivos en dichas escalas es tal que la misma presion que ejerce la gravedad
es suficiente como para producir la fusion de los reactivos, liberando energia. Por las
grandes presiones y temperaturas, los reactantes se encuentran en estado plasma, siendo
este estado el méas abundante en el universo (99 % del universo visible [13]).
Existe un interés practico del estudio de plasmas astrofisicos desde el punto de vista del
confinamiento a nivel laboratorio, ya que ciertas configuraciones observables pueden ser
reproducidas en escalas humanas. Ejemplos de esto son las configuraciones spheromak
[19] v los espejos magnéticos |11].

1.6. Motivacidon

A dia de hoy, el dispositivo que podria dar lugar al desarrollo de un reactor de
fusion termonuclear y que se encuentra en un mayor grado de desarrollo es el tokamak.
Es de interés, entonces, analizar el confinamiento del plasma en dichos reactores, y en
particular de los escenarios avanzados de operacion. La motivacion del trabajo yace en
el desarrollo de codigos de célculo numérico enfocados en la descripcion de la estructura
interna del plasma en equilibrio, capaces de usarse en tareas de diseno de escenarios,
analisis de estabilidad, evaluacion de fenémenos de transporte y desarrollo de esquemas
de control mediante fuentes de corriente no inductiva. Para ello, el codigo debe ser
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capaz de resolver el problema del equilibrio, recibiendo como entrada parametros que
pueden ser obtenidos en forma experimental, o bien otros perfiles relacionados a la
estabilidad y performance de la descarga.. El objetivo del trabajo es desarrollar un
codigo que pueda ser utilizado en conjunto con otros programas y herramientas de
diagnostico, complementando a las tecnologias que hoy dia se utilizan en el analisis del
plasma confinado en los reactores, y que cumpla con las caracteristicas mencionadas
anteriormente.



Capitulo 2

Introducciéon al modelo
magnetohidrodinamico

“When a noble disciple has thus understood formations, the
origin of formations, the cessation of formations, and the
way leading to the cessation of formations... he here and now

makes an end of suffering.”
— Ven. Sariputta, Majjhima Nikaya 9.63, 500 BC.

El marco teorico utilizado en el presente trabajo es el modelo magnetohidrodinamico
(MHD). Este describe la dindmica macroscopica del plasma suponiendo que se compor-
ta como un fluido conductor. Partiendo de una descripcion cinética, es posible obtener
una descripciéon de tipo fluidodinamica tomando momentos de las leyes de conservacion
[141]. De esta forma, se obtienen la descripcion de 2 fluidos (iones y € por separado).
Las hipotesis que permiter reducir el modelo de dos fluidos son:

1. Se desprecia la inercia de los €, dado que su tiempo de respuesta es mucho menor
que el de los iones.

2. Condicion de cuasineutralidad (ne &~ Zn;), lo que lleva a que V - E ~ 0 dentro
del plasma. Esta suposicion es valida si la distancia de apantallamiento es mucho
menor que la dimension caracteristica del plasma (Ap < a).

3. Se considera que la velocidad de los iones no es relativista, por lo que las corrientes

de desplazamiento son despreciables (%—? R~ 0).

2.1. Ecuaciones del modelo

La deduccién del modelo MHD parte de una descripcion estadistica, en la cuél se
supone al plasma como un conjunto de electrones e iones de un solo tipo [15]. Para
ello, se parte de una funciéon distribucién f; para cada conjunto de particulas cargadas
(k = i,e). Estas funciones representan la densidad de las particulas en un espacio de fase
de 6 dimensiones formado por 3 componentes espaciales y 3 compenentes de velocidad.
Es de interés analizar como se modifican las distribuciones de particulas dentro del
plasma. Suponiendo que existen campos electromagnéticos en el seno del mismo, la

15
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derivada temporal de f; es

dfp _ 0fx  Ofk O fi
& o +v or +mk (E+v x B) v (2.1)

Agregando las interacciones entre iones y electrones en forma de colisiones y planteando
que el cambio de las funciones de distribucion se debe a dichas interacciones, se obtiene

la expresion
Of ., Ot O fr

—+—(E+vxB Ck, 2.2

ot or m( ) v = Ok (2:2)

en donde C} representa las interacciones de colision entre la particula cargada k y las
demaés particulas. Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de Boltzmann [15]. Las

colisiones representan interacciones de corta distancia entre las particulas, y los campos
electromagnéticos estan compuestos tanto por campos externos como las interacciones
de largo alcance que generan las particulas entre si.

La ecuacién de Boltzmann describe de manera cinética al plasma, lo que dificulta su
resolucion y analisis en la practica. Para obtener una descripcién macroscopica se toman
los momentos de la ecuaciéon 2.2, en donde se integra el espacio de fases de manera de
obtener cantidades en vez de distribuciones. Por ejemplo, el momento 0 de la ecuacién
2.2 resulta

dt ot

del sistema siendo n; la densidad de particulas k y uy la velocidad de la especie k. La
expresion obtenida es la ecuacién de continuidad para la especie k. Aplicando el primer
y segundo momento a la ecuacion 2.2 se obtienen las ecuaciones de momento y energia,
respectivamente.

Las ecuaciones obtenidas mediante los momentos de la ecuaciéon de Boltzmann son
macroscopicas pero describen al plasma como 2 fluidos que interactiian entre si. Para
reducir el conjunto de ecuaciones a un solo fluido, se aplican las suposiciones mencio-
nadas en la introduccion del capitulo. De las suposiciones, se deduce que

/W%3 am+vmwmza (2.3)

» La densidad esta dada por los iones: p = m;yn, n = n; = n, (condicion de
cuasineutralidad), siendo n; los nucleos atémicos del plasma y n. los electrones

= Como los iones transportan toda la masa del fluido, la velocidad del plasma es la
velocidad de los iones: u = w;

» La corriente total adopta la forma I = en (Zu; — u.)

= La presion y la temperatura son las totales, es decir, la suma de las componentes
ionica y electronica: P =P, + P,, T =T, + T,
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Con estas definiciones se logra obtener una descripciéon del plasma como un solo fluido.
Las ecuaciones del modelo MHD tienen las siguientes expresiones:

0
Ecuacion de continuidad: a—': +pu-V=0,
. Du
Ecuacion de momento: P = JxB-VP,
D (P
Ecuacion de energia: — <—> =0,
Dt \ p7
Ley de Ohm: E4+uxB =0
0B
Ley de Faraday: V x E = TR

Ley de Ampere: V x B = pJ,

Ley de Gauss: V- E =0, (2.4)
siendo la derivada total % = % + (u-V) - x. El conjunto de ecuaciones 2.4 son las

obtenidas en el limite ideal, ya que se desprecian los términos de disipaciéon viscosa y
resistividad eléctrica. Ademas, se consider6 que la presion es isotrépica, lo cual deja
de ser valido cuando el plasma contiene una fracciéon significativa de particulas de
alta energia. Estas ecuaciones describen al plasma en una formulacion euleriana [16]
y pueden utilizarse para plantear un problema diferencial si se agregan condiciones de
borde.

2.2. Conservacion de flujo

La ecuacion de induccién en un plasma se deriva de la ley de Ohm, en conjunto con
la ley de Faraday. En su forma general, tiene por expresion [17]

0B

— =Vx(uxB)+ EV2B, (2.5)

ot Ho
en donde la resistividad eléctrica ) del plasma juega un papel importante en la difusion
del campo magnético. Cuando en el plasma el nimero de Reynolds magnético R, =
% es muy grande, se puede despreciar el término difusivo y la ecuacién de induccion

[18] se reduce a

0B
Esz(uxB). (2.6)

Esta situacion sucede cuando el plasma tiene una resistividad muy pequena, y equivale
a que se cumpla la ley de Ohm del modelo MHD ideal, que es frecuente en reactores
de fusion dado que los plasmas reducen su resistividad con la temperatura [19]. Este
resultado implica que las lineas de campo magnético se mueven con el plasma, como
si estuviesen “congeladas” en él. Para ver esto consideremos una curva C' que se mueve
con el plasma. Dado una cantidad de tiempo dt, un elemento dS de area de la curva
barre una cantidad de area v x dSdt. La expresion de la razéon de cambio del flujo
magnético en la superficie s que encierra la curva esta dada por

d 0B
— | B- = | == B- ) 2.
i /. dS o ds +/C ux dS (2.7)
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Aplicando el teorema de Stokes, se obtiene

d OB
= sB-dS:/S{E—VX(uXB) - dS. (2.8)

El lado derecho se anula en el limite ideal, por lo que se concluye que el flujo magnético
que cruza una superficie cerrada por una curva C' se conserva. Esto quiere decir que
los elementos de plasma que se sittian sobre una linea de campo en un tiempo ¢; lo
seguiran estando para cualquier tiempo ¢ > t;.

Estos resultados indican que la topologia del plasma no cambia a menos que suceda un
evento de reconexién magnética, que son efectos que no pueden ser descriptos por el
modelo MHD ideal [1%]|. Entonces, si una superficie magnética se genera en el interior
o en el borde de un plasma, su topologia solo se verd afectada por efectos disipativos,
cuya escala de tiempo es larga. Este resultado demuestra que es posible confinar un
plasma mediante campos magnéticos.

2.3. Corrientes de confinamiento

En la seccion anterior se mostro que es posible confinar un plasma mediante campos
magnéticos, pero sin explicitar como dichos campos se generan. En esta seccion se de-
mostrara que para confinar un plasma en estado de equilibrio en un sistema laboratorio
es necesario generar los campos magnéticos de confinamiento de manera externa.
Como es usual en el analisis de posibles configuraciones en un sistema, se procedera a
aplicar el teorema del Virial [50] a un plasma de volumen finito V' | con g = 0. Defi-
namos un origen dentro del volumen y un vector de posiciéon r. El momento de inercia
escalar I,, se calcula como

1
I, = —/ pr? d*z. (2.9)
2 Jy
Diferenciando con respecto al tiempo, se obtiene
dl, 1
—:——/r2pV~dS+/pV-rd3x, (2.10)
dt 2 /g v

donde S representa la superficie del volumen V. Supongamos que las paredes de V'
son rigidas y el plasma no pueda salir por ellas. Entonces, el primer término del lado
derecho de la ecuacion 2.10 se anula. Derivando otra vez con respecto al tiempo,

d*I,
dt?

:_/Vv.(T.r)d?’x+/VT:Vrd3x, (2.11)
=— [dS T-r+ [ To(T)d (2.12)
fosres]

La expresion queda definida en términos del tensor de esfuerzos T, que se deduce de la
ecuacion de momento 2.4,

B? BB
T=puu+ (P+—)I———. (2.13)
8T AT
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Si no hay elementos conductores que rodean al plasma, el volumen V' puede extenderse
hasta infinito sin modificar los integrandos, si los hubiese existirian discontinuidades y
el teorema no podria aplicarse. Extendiendo el volumen V', los esfuerzos superficiales
desaparecen al estar la superficie del volumen lejos del plasma, y se obtiene

d*I 9 3B* B?

il P+— —— | dz? 2.14

dt? /V(pu el 87 47r) ’ (2.14)
:25u+3(’7— 1) Ep +Ep. (215)

En este caso, &, es la energia cinética, p la energfa interna y £ la energia magnética.
Si el plasma se encuentra confinado, tomando el promedio temporal con ¢t — oo, la
derivada segunda de I,, se desvanece. Sin embargo, las energias anterior mencionadas
estan definidas positivas, por lo que su suma siempre serd mayor a 0. Este absurdo
implica que para que el plasma esté confinado en estado estacionario es necesario que
existan conductores externos al plasma. En términos practicos, el plasma de un reac-
tor no puede estar confinado inicamente por sus propias corrientes internas, si no que
se requiere un sistema de bobinas con corrientes confinantes o bien un recipiente de
paredes conductoras que conserve el flujo magnético, ya que no es necesario que las
corrientes se encuentren dentro del plasma, como en los reactores spheromak [19]. En
reactores tokamak, el plasma se confina en forma toroidal porque existe un transporte
elevado en las direcciones del campo magnético. Entonces, el plasma puede girar a
través del toroide, siguiendo las lineas de campo magnético que se cierran formando
dicho cuerpo. Ademas, por el teorema de la bola peluda [51], un toroide es la figura
no simplemente conexa mas sencilla que puede ser “envuelta” ergédicamente por un
campo magnético.

En plasmas donde la masa es considerable, como por ejemplo en estrellas, el confi-
namiento se logra por medio de fuerzas gravitatorias. Agregando a la traza de T el

término !

T, =——— 2 2.1
g 87TG (V¢g) I ( 6)
la ecuacién 2.15 resulta

d?I,

El término de la energia gravitacional es el tinico término negativo, por lo que puede
existir el confinamiento por medio de las energias internas del plasma. El ajuste de es-
tas energias durante la vida de la estrella explica porqué aumentan su tamano mientras
se enfrian, para luego explotar en forma de supernovas [50].

Veamos como deben ser dichas corrientes respecto al campo magnético, para poder
realizar el confinamiento. El estado de equilibrio se define por la nulidad de las velo-
cidades del plasma y las derivadas temporales. Es decir, se produce cuando el plasma
esta quieto y no hay transporte de masa dentro del mismo. Este estado del plasma es
6ptimo para su confinamiento. La ecuaciéon de momento para este estado se reduce a

VP =1J xB. (2.18)

Para que se logre el confinamiento en estado de equilibrio, generado por el gradiente
de presion, es necesario que exista una cantidad perpendicular de J respecto a B.
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2.4. Validez del modelo ideal

Las condiciones necesarias para que el modelo MHD ideal representen la fisica del

plasma dentro de un reactor se logran en su mayoria. La exepciéon es la colisionali-
dad, que permite tratar al plasma como un fluido continuo y no como un sistema de
particulas. Adn asi, el modelo MHD ideal tiene un gran acuerdo con los resultados
experimentales |11, 18]. Este resultado se debe a que el modelo MHD ideal es correcto
para modelar movimientos del plasma a gran escala, sea colisionante o no, siempre y
cuando el plasma no pueda sostener un campo eléctrico significante en su propio mar-
co de referencia [18]. En dicho caso, la ley de Ohm ideal se cumple y la ecuacion de
induccioén tiene por expresion la igualdad 2.6, y estas caracteristicas se logran obtener
dentro de reactores de fusion.
Existen otras razones por la que el modelo MHD ideal es valido fuera de un régimen co-
lisionante [18]. Primero, esta formulado a partir de la conservacion de masa, momento
y energia, que aplica sea el plasma colisionante o no. Segundo, si existe un campo mag-
nético en el plasma, las particulas cargadas desarrollan un movmimiento de revolucion
que previene que se transporten a través del campo magnético, pero pueden hacerlo
sin problemas a lo largo del mismo. Entonces, el transporte a través del campo puede
ser descripto por ecuaciones similares al modelo MHD. Finalmente, los plasmas gene-
ralmente poseen numerosas interacciones onda-particula, que impiden el movimiento
de particulas cargadas, incluso en la misma direccion que el campo. Esto hace que las
interacciones entre particulas se localizen y sucedan en todas las direcciones, como en
un plasma colisionante.



Capitulo 3

Caracteristicas del equilibrio
magnetohidrodinamico en tokamaks

“It’s for you to strive ardently. Tathagatas simply point out
the way.”
— Buddha, Dhammapada 276, 500 BC.

En este capitulo se desarrollan conceptos asociados especificamente al confinamiento
magnético del plasma dentro de un tokamak. Se muestra un desarrollo de la ecuacion
tedrica que modela el estado de equilibrio y se explayan conceptos relacionados a las
caracteristicas del plasma confinado y la operacion del dispositivo.

3.1. Ecuacion de Grad-Shafranov

Para enfocar el anélisis del plasma en estado de equilibrio, confinado dentro de un
reactor tokamak, se utilizan coordenadas cilindricas (R, ¢, Z). En principio, es factible
suponer que la configuracion tiene simetria axial, por lo que se descartaran las derivadas

angulares % =0).
Se define la funcion de flujo poloidal ¥ (R, Z) como el fluyjo magnético por radian que

atraviesa un disco D de radio R con normal é,, situado a una altura Z del eje de
simetria:

J/(R,Z)ZQL/DB-dS. (3.1)

™

Debido a que el campo magnético es solenoidal y que existe una simetria axial, las
componentes del campo en el plano poloidal pueden expresarse como

_ 1w
" ROz
1 0¥

y en términos de ¥ se mantiene la nulidad de la divergencia de B. A continuacién, se
define la funcién de corriente poloidal F' como

F = RB,,. (3.3)

21
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Entonces, el campo magnético puede escribirse como B = B, +Bg, con B,,; el campo
en direcciéon poloidal, en términos de ¥ y F',

1 . F

Haciendo el mismo tratamiento a la densidad de corriente J, da como resultado

1 . A
pod = 5 [V (F) x é] = ——¢y, (3.5)

en donde A* es un operador diferencial eliptico que tiene como expresion

AW = R*V - %Wx. (3.6)

Aplicando la condicién de equilibrio en la ecuacién de momento,
VP =1J x B, (3.7)

y combinando el equilibrio con las ecuaciones 3.5 y 3.4, se obtiene

Ay F
VP=—|—VV+ —VF]. 3.8
(T ) 5
Substituyendo las expresiones de B y J en términos de ¥ y F' en la ecuacién 3.7, y
realizando el producto escalar con V¥, B y é,4, se obtienen 3 condiciones [52]:

F=FW),
P=PW),
dP 1dF?
AV + R?lig—+ =—— = 0. 3.9
TGy Ty (3:9)
La ultima expresion es la ecuacion de Grad-Shafranov, que describe el equilibrio de
un plasma axisimétrico en coordenadas cilindricas, segiin el modelo MHD ideal. Para
resolver esta ecuacion (de ahora en mas, G-S), deben de proponerse formas funcionales
para Py F' o informacién equivalente, para luego definir la ecuacion diferencial para V.
Una vez obtenido el campo escalar ¥ (R, Z), se pueden obtener los campos magnéticos
y todos los parametros de interés.

3.2. Coordenadas de flujo

Como el gradiente de ¥ y el gradiente de presion son colineales, las superficies aso-
ciadas a las curvas de nivel de ¥ contienen las lineas de campo magnético y densidad
de corriente. Ademas, la presion es constante en cada una de estas superficies. Estos
resultados se pueden inferir de la condicién de equilibrio, ecuacién 3.7. Por tanto, es
util denominar los contornos en ¥ como superficies magnéticas y utilizar su valor como
una coordenada, denominada coordenada de flujo.

Muchos parametros de interés para el confinamiento del plasma son constantes sobre
las superficies magnéticas, como por ejemplo F'y P. Estos parametros son denomina-
dos cantidades de flujo y resulta conveniente el uso de coordenadas de flujo para este
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tipo de parametros, ya que se condensan las coordenadas espaciales en una sola, aso-
ciada a cada superficie magnética. Sin embargo, algunos parametros de interés no son
cantidades de flujo, como la densidad de corriente 6 el &ngulo de inclinacién magnético,
que utilizaremos mas adelante.

La zona geométrica en donde una de las superficies magnéticas se degenera en una linea
se llama eje magnético. En los casos donde ¥ tiene un extremo dentro del plasma, la
posicion del eje magnético esté sobre el mismo. Por otra parte, la superficie magnética
que actia de interfaz del plasma con el resto del espacio se denomina separatriz.
Observando la expresion de ¥ (ec. 3.1), la coordenada de flujo puede definirse a menos
de una constante, lo que significa que algtin valor de referencia puede situarse arbitra-
riamente. Por ello, para resolver problemas de equilibrio en general se utiliza un valor
de ¥, tal que el valor en la separatriz sea nulo. En cada superficie magnética es posible

Figura 3.1: Esquema de superficies magnéticas toroidales concéntricas [I]. Cada contorno
esta definido por un valor constante de ¥, y cualquier cantidad de flujo puede utilizarse como
coordenada.

calcular el flujo magnético toroidal @ como
o (W) = / By - dS, (3.10)
Q(w)

con 2 (¥) la superficie delimitada por la curva de nivel en el plano poloidal. Esta
definicién de flujo toroidal implica que también puede usarse como coordenada de
flujo, ya que cada valor esta asociado a una superficie magnética y en tokamaks tienen
un comportamiento mondtono.

3.3. Parametros y perfiles del plasma

Para caracterizar las descargas de plasma, se utilizan distintos parametros y perfiles,
en funcion de alguna coordenada de flujo, de las cantidades mas relevantes. Entre ellos
se encuentran tanto el campo magnético impuesto por las bobinas que rodean al plasma,
as{ como también factores de mérito, seguridad y geometria de la descarga.
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3.3.1. Parametros geométricos

Un esquema del corte transversal de una descarga de plasma en un reactor tokamak
se esquematiza en la figura 3.2. Las variables caracteristicas son el radio mayor Ry, el

¢
| R,

Eje
geométrico

Superficie
magnética. |

0 r 2Ka

Separatriz

Figura 3.2: Seccion transversal de una descarga tipica en un reactor tokamak, con perfil en
forma de D. En este caso el reactor posee un divertor, que esta situado debajo de la zona en
donde las lineas de campo de la separatriz se cruzan entre si [1, §].

radio menor a, la elongacion vertical x, obtenidas como se describe en dicha figura y
la triangularidad d. La triangularidad se define como § = g, en donde d es la distancia
horizontal entre el punto mas alto de la separatriz y el eje geométrico. El punto donde
las lineas de campo se cruzan entre si en la separatriz se denomina punto x. En los
reactores que poseen un divertor se confina al plasma en una separatriz con punto
x para guiar las particulas que escapan al confinamiento hacia el mismo, asi como
también las impurezas que contenga el plasma. La zona de la derecha del plasma se la
denomina LFS (por sus siglas en inglés, Low Field Side, lado de bajo campo) y la zona

de la izquierda se la denomina HFS (High Field Side, lado de alto campo).

0.5

z (m)

0.0 }

-0.5F

(a) R (m)

Figura 3.3: Corte transversal de una descarga de plasma en un reactor tokamak [9]. La descarga
de la izquierda no posee un punto x, mientras que la de la derecha si lo posee.
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En base a los parametros antriormente definidos, es posible describir la separatriz
utilizando formas funcionales simples. Por ejemplo, para el caso de un reactor tokamak
tipo ITER, sin punto x, se puede parametrizar la separatriz como

R = Ry+ acos (0 +0sind),
Z = aksin (0), (3.11)

con 0 <6 < 2.

3.3.2. Corrimiento de Shafranov

Como puede observarse en la figura 3.2, la posicion espacial del radio mayor Ry y
el eje magnético R,, no coincide. Esto se debe a que la presion generada en el plasma
deforma las supeficies magnéticas, corriendo el eje magnético hacia la zona del LFS.
Este corrimiento se denomina Shafranov shift (en inglés, corrimiento de Shafranov), y
es proporcional a la presion en el plasma [53]. En el presente trabajo se utilizara la
expresion

A, = 100 = Ho (3.12)
a

para cuantificarlo, es decir, se calcula como el porcentaje de radio menor que se desplaza
el eje magnético del radio mayor.

3.3.3. Campo magnético externo

El campo magnético toroidal externo se denota como

BO¢> = ) (313>

con Ry vy By la posicion radial del eje geométrico del plasma y By el campo de vacio,
es decir, medido sin la presencia de plasma en el reactor, en dicho lugar. Dentro del
plasma el campo toroidal puede variar por el aporte de la corriente poloidal del plasma,
contenida en la cantidad de flujo F'.

3.3.4. Factor de mérito [

Como el confinamiento se realiza mediante una presiéon magnética, generada por el
efecto pinch, es de sumo interés maximizar la relaciéon entre la presion generada y el
campo impuesto. Este factor de mérito, denominado 3, tiene como expresion

B3/ (240)’

siendo F, la presion méaxima alcanzada en el plasma. En términos mas generales, el
factor [ es el cociente entre la energia potencial mecanica de la presion y la energia
magnética externa necesaria para producirla. También puede dar una idea de la po-
tencia termonuclear generada en la descarga, ya que en temperaturas de 10 a 15 keV
dicha potencia es medianamente proporcional a P? [3]. El definir al factor como un
cociente de energias hace que existan varias maneras de calcularlo, dependiendo de
la facilidad y/o conveniencia de las mediciones necesarias y de la informacion que se

Bo (3.14)
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quiera reportar. En este trabajo también se utilizara el § medio, que esta dado por la
expresion

1

L Pav

=B )

(3.15)

con V el volumen del plasma [3].

3.3.5. Corriente total

La corriente toroidal total del plasma I, es otro parametro de interés para describir

las descargas. En general su valor es del orden de los MA en los tokamaks medianos
modernos, alcanzando los 15 MA en el escenario base planeado para el proyecto ITER.
La corriente total tiene varias contribuciones, las cuales se detallaran en las siguientes
secciones. Usualmente, la principal es inductiva, producida por el campo magnético
del solenoide central. Por otra parte, las contribuciones no inductivas provienen de la
resonancia con ondas de radiofrecuencia, la inyeccion de haces de particulas neutras y
la corriente de bootstrap. Esta tltima es generada por gradientes radiales de densidad
dentro del plasma [53], v es de suma importancia para los escenarios avanzados de
operacion ya que se reduce la necesidad de contribucién inductiva si la fraccion de
corriente de bootstrap es lo suficientemente alta.
El interés en reducir la necesidad de corriente inductiva se halla en que el plasma
actiia como el circuito secundario de un transformador, con el solenoide central como
circuito primario. Por esta razon, la corriente inductiva no puede generarse de manera
estacionaria, a diferencia de los aportes externos no inductivos. Lograr prescindir de
la corriente inductiva una vez alcanzadas las condiciones deseadas en el plasma es
fundamental para obtener un régimen estacionario de confinamiento.

3.3.6. Factor de seguridad q

El factor g es una cantidad de flujo de interés, ya que esta asociado con la estabilidad
de la descarga. Puede definirse por la expresion

1 do

q

de donde se puede deducir que su valor coincide con el niimero de vueltas que d& una
linea de campo magnético en la direccion toroidal por cada tréansito poloidal.
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(a) ¢=1/10

(b) =4

Figura 3.4: Esquema de las lineas de campo en una descarga. El factor de seguridad ¢ se puede
asociar a la cantidad de “vueltas” que da una linea de campo en sentido toroidal por cada vuelta
que da en sentido poloidal.

Como referencia, se utilizan los denominados qy v qo5, localizados en el eje mag-

nético y en la superficie magnética que contiene al 95 % del flujo magnético toroidal,
respectivamente. La referencia qg; esta relacionada con la corriente total en el plasma,
y un valor mayor equivale a una menor corriente, manteniendo los deméas parametros
fijos.
Experimentalmente se observa que en las descargas en donde se obtienen valores ra-
cionales de ¢ hay una posibilidad de presentar inestabilidades. En un reactor tokamak,
como el campo toroidal es mayor que el campo poloidal, el valor del factor de seguridad
normalmente se encuentra por encima de la unidad.

3.3.7. Angulo de inclinaciéon magnético

El angulo de inclinacién magnético v en un reactor tokamak se calcula como

tan () = %, (3.17)
By
es decir, el angulo del vector de campo magnético con la direcciéon toroidal. También
denominado pitch angle (4ngulo de inclinacion), este angulo puede medirse por métodos
no invasivos, como el diagnostico MSE (por sus siglas en inglés, Motional Stark Effect),
en el cual se mide el angulo de polarizaciéon de linea de Stark que emiten particulas
neutras inyectadas en el plasma [51].
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3.3.8. Radio medio normalizado

Otro parametro es el radio medio normalizado p de cada superficie magnética,
definido como

p* = (pqsop), (3.18)

donde @ es el flujo de la separatriz, es decir, el flujo magnético toroidal total. Al estar
derivado de @, es una cantidad de flujo y puede utilizarse como coordenada. Es usual
utilizarla, dado que como los tokamaks poseen un campo magnético mayoritariamente
toroidal, hay una menor variabilidad entre descargas, a diferencia del flujo magnético
poloidal.

3.4. Aspectos de la operacion

En los tokamaks tradicionales se utilizan bobinas de cobre. Por tanto, los disposi-
tivos funcionan intermitentemente, en lo que se denominan descargas de plasma, dado
que no es posible mantener baja la temperatura de las bobinas. Estas descargas poseen
una duracion en el orden de segundos, en donde se inyecta el gas a confinar luego de
encender las bobinas del dispositivo. Una vez ingresado el gas a la cAmara del tokamalk,
se comienza a reducir la corriente del solenoide central, lo que produce una corriente
toroidal en el gas, y este comienza a calentarse. El gas entonces se ioniza y cambia
de estado, en un proceso donde se controla su posicion, seccion transversal y corriente
total. Una vez que el plasma comienza a calentarse, se mantiene fija la corriente to-
roidal y comienza propiamente el experimento de confinamiento. La finalizaciéon de la
descarga esté gobernada por el solenoide central; cuando ya no es posible mantener el
flujo magnético, la corriente toroidal del plasma comienza a descender y se destruye el
confinamiento [55].

Al momento de realizar una descarga de plasma en un reactor, existen diferentes “rece-
tas” para lograr las caracteristicas del confinamiento deseadas. Estas recetas dan lugar
a lo que se denominan escenarios de operacion.

3.4.1. Métodos de calentamiento

En todos los reactores tokamak, la primera etapa de calentamiento del plasma se
realiza por disipacion 6hmica [3]. La corriente toroidal generada en el plasma por el
solenoide central calienta al plasma mientras éste tenga temperaturas bajas, dado que
la resistividad se reduce conforme aumenta la temperatura. Para la siguiente etapa de
calentamiento, se utilizan principalmente 2 métodos: la inyeccion de haces de particulas
neutras y la emisiéon de ondas EM en las frecuencias de ciclotrén iénica y electronica.
Los haces deben ser de particulas neutras para poder penetrar hacia el interior del plas-
ma. Se parte de iones cargados que se neutralizan luego de ser acelerados, por medio de
un gas target. Una vez que ingresan al plasma, las particulas vuelven a obtener carga y
se confinan dentro de los campos magnéticos, depositando su excedente de energia en
la descarga, aumentando la temperatura. Las particulas pueden inyectarse en distintas
orientaciones respecto al plasma, como se puede ver en la figura 3.5.
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Figura 3.5: Esquema de las posibles localizaciones del haz de particulas neutras respecto al
plasma.

Una maqueta esquematica de los canones de haces planeados para el proyecto ITER
se puede ver en la figura 3.6.

Figura 3.6: Maqueta 3D de los cafiones de haces del tokamak diseniado en el proyecto ITER.
Se pueden apreciar las distintas orientaciones de los canones, lo que permite incidir los haces de
iones en diferentes angulos.

El calentamiento por absorcion resonante se realiza excitando frecuencias normales
en el plasma, como la frecuencia de ciclotron. El diseno del sistema de calentamiento
debe ser tal que las ondas de radiofrecuencia logren penetrar hasta el interior del plas-
ma. Esto implica que deben realizarse calculos sobre la propagacion no lineal de las
ondas a través del plasma, acoplado con la interaccion de las mismas con las particulas
confinadas [3].

3.4.2. Modos de confinamiento

Los diferentes comportamientos de una descarga se pueden dividir en 4 categorias
[3]. La primera esté relacionada con el calentamiento 6hmico, y las restantes se pro-
ducen por medio del calentamiento adicional y estdn asociadas a distintos modos de
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confinamiento.

De las categorias asociadas a la segunda etapa de calentamiento, la primera es deno-
minada modo L, por Low confinement mode. Este modo se caracteriza por un bajo
tiempo de confinamiento, el cual se degrada conforme aumenta la cantidad de energia
suministrada. En 1982, en el reactor ASDEX se descubrié un nuevo modo de confina-
miento, el cual se llamo6 modo H (por High confinement mode) [56]. Este modo se logra
mediante una transiciéon que sucede en el modo L, una vez que se suministra una cierta
cantidad de energia. La capacidad de confinamiento del reactor aumenta alrededor de
la separatriz del plasma, generando un pedestal de presién como se observa en la figura
3.7. Esta mejora puede llegar a duplicar el tiempo de confinamiento promedio del modo

L [3].
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Figura 3.7: Diferencia en el perfil de presion entre los modos L y H. Se observa un pedestal
de presion cerca de la separatriz del plasma en el modo H, a diferencia del modo L [3].

La dltima categoria esta relacionada con los escenarios avanzados de confinamiento.
En estos escenarios se produce una barrera de transporte, como en el modo H, pero
localizada en el seno del plasma en vez de en las cercanias de la separatriz. A su
vez, sucede el fenomeno denominado reversed magnetic shear (en espanol, cizalladura
magnética revertida), en donde la derivada del perfil de factor de seguridad cambia de
signo.
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Figura 3.8: Diferentes perfiles del factor de seguridad ¢, catalogados por la cantidad de reversed
magnetic shear que poseen [10].

Ante la existencia del fenémeno de reversed magnetic shear, en el plasma puede
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aumentar considerablemente la cantidad de corriente de bootstrap toroidal [57]. Cuando
existe una barrera de transporte interna (llamada ITB por sus siglas en inglés, Internal
Transport Barrier), se observa un aumento en la derivada del perfil de presion respecto
al modo H, como se ve en la figura 3.9.

Advanced Operating Modes

.~ Internal Transport Barrier
(ITB)

Plasma Pressure

L-mode

-\ Edge Transport
~-Barrier (ETB)

Pedestal (H-mode)
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Figura 3.9: Comparacion esquematica de perfiles de presion entre los distintos modos de
confinamiento [11].

En base a estos aspectos de operacion se eligieron los casos de estudio para la
aplicacion de los codigos numéricos desarrollados.

3.5. Escenarios de operaciéon

Son el conjunto de caracteristicas que posee una descarga, como pueden ser los
modos de confinamiento, perfiles de ¢, corrientes totales, valor de 3, entre otros. Los
escenarios elegidos para las simulaciones son los publicados por Shimada et al. [10],
planeados para el tokamak de ITER. Estos escenarios se denominan escenario inducti-
vo, hibrido y avanzado.

3.5.1. Escenario inductivo

Se caracteriza por una corriente toroidal mayoritariamente inductiva, generada por
el solenoide central. El perfil del factor de seguridad ¢ es mono6tono y posee una su-
perficie en donde ¢ = 1, por lo que puede sufrir inestabilidades del tipo sawtooth [55].
Si bien es el escenario mas prometedor para alcanzar el valor () = 10 planeado para
el reactor, tiene las desventajas de que su funcionamiento es pulsado y relativamente
corto frente a los demés escenarios, y es mas susceptible a inestabilidades MHD que
pueden terminar con la descarga prematuramente.
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3.5.2. Escenario hibrido

Son descargas confinadas en modo H, con ningin o muy poco reversed magnetic
shear y con valores de ¢ cerca de la unidad en el eje magnético, pero sin superficies
magnéticas en donde ¢ = 1. Es un escenario prometedor para la operacion en estado
estacionario, con un valor esperado de () > 5. En este escenario se puede obtener
un valor de ( alto, ya que posee una menor cantidad de corriente toroidal que el
escenario inductivo. Ademas, una fraccion de alrededor de hasta el 30 % de la corriente
es corriente de bootstrap.

Aunque el perfil de ¢ sea mayor que 1 en todas las superficies, el plasma sigue siendo
susceptible a otras inestabilidades, como los tearing modes o kink internos.

3.5.3. Escenario avanzado

Son creados cuando mas del 50 % de la corriente toroidal es generada de manera
no inductiva. El perfil de ¢ posee una zona con un gran reversed magnetic shear, lo
que genera la formacion de ITBs. En esta situacion, la corriente de bootstrap crece y
se vuelve posible mantener toda la corriente toroidal por medios no inductivos, pres-
cindiendo asi de la necesidad del solenoide central. Sin embargo, la corriente toroidal
es menor que en los anteriores escenarios, lo que reduce las reacciones de fusién. Por
otra parte, por la baja corriente hay un menor confinamiento de particulas o y demas
particulas energéticas, lo que equivale a energia térmica de fusiéon que no se deposita en
el plasma. Ademas, este escenario posee una mayor difusién respecto a los anteriores,
con una mayor deposiciéon de impurezas en la zona de la I'TB, por el frenamiento que
causa el cambio del gradiente de densidad.

3.6. Inestabilidades

Desde los primeros experimentos de confinamiento magnético, se descubri6 que exis-
ten una serie de inestabilidades que pueden degradar significativamente la capacidad de
mantener la configuracion o incluso destruirla. Si bien en un tokamak esto no represen-
ta un problema de seguridad, se reduce en gran medida la performance del dispositivo,
y pueden ocurrir danos superficiales en la camara de vacio cuando el plasma entra en
contacto con ellas.

A continuacién se detallan algunas de las inestabilidades o situaciones que pueden
surgir en una descarga de plasma dentro de un tokamak.

3.6.1. Tearing modes

Los tearing modes (modos de desgarramiento) son eventos resistivos, generados
entre superficies magnéticas y que suceden en superficies con un valor de ¢ racional,
denominadas resonantes. Entre las superficies resontantes existe un atraso y un adelanto
del valor de ¢ en las superficies magnéticas adyacentes, lo que genera un esfuerzo de
corte sobre la superficie resonante. Ante este esfuerzo, se generan fuerzas restitutivas
que producen laminas de corriente, y en estas laminas el campo magnético puede
desacoplarse del plasma. En un proceso de reconexion, las lineas de campo magnético
se rompen y recombinan, formando lo que se denominan islas magnéticas.
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Figura 3.10: Esquematizacion de islas magnéticas [3]. Las lineas de campo magnético se quie-
bran y se reconectan formando “islas” que aumentan el transporte dentro del plasma.

El problema que traen consigo las islas magnéticas es que aumentan el transporte
dentro del plasma, haciendo que distintas zonas se conecten rapidamente entre si. Si
bien dicho aumento del transporte suele ser localizado y el plasma lo puede tolerar,
el crecimiento de la isla puede ser inestable, lo que resulta en la aniquilacién de la
topologia del campo magnético original, destruyendo el confinamiento.

3.6.2. Kink modes

Las inestabilidades de kink (torcedura) se producen por diferencias de densidad de
campo magnético. Si en el plasma el campo magnético empieza a comprimirse, gene-
rard una presion magnética mayor que en las zonas donde no estd comprimido. Si no
se controla este exceso de presion, el plasma puede modificarse de manera tal que se
produce una realimentacion positiva con la compresion del campo magnético, destru-
yendo el confinamiento. Existen modos de kink externos e internos, los cudles pueden
ser analizados por el principio de la energia [9]. La diferencia entre los modos externos
e internos radica en que en los primeros existe un desplazamiento en la separatriz,
mientras que en los ultimos no.
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Figura 3.11: Foto de un plasma confinado toroidalmente, en donde se puede observar una
inestabilidad de kink externa. Las zonas en donde el campo magnético se comprime aumenta la
presion, lo que deforma al plasma comprimiendo ain mas al campo.

3.6.3. Vertical displacement event

En un evento VDE ( Vertical Displacement Event, evento de desplazamiento vertical)
se pierde el control de la posicion vertical de la descarga. Se puede asociar a una
inestabilidad de kink, y en este evento el plasma comienza a moverse en direcciéon
vertical. Llegado a este punto se debe de detener la descarga, dado que el plasma
puede colisionar con las bobinas del reactor y danarlas en el proceso.

3.6.4. Edge Localized Modes

Los Edge Localized Modes (ELMs, modos localizados en el borde) son inestabilidades
que se producen en los modos H de confinamiento, en las superficies magnéticas donde
ocurre el pedestal de presion. Estas inestabilidades son localizadas, como su nombre lo
indica, y producen pérdidas de energia y particulas cerca de la separatriz del plasma.
Estas pérdidas pueden ser muy altas, al punto de reducir el tiempo de confinamiento de
la descarga. Como suceden en el modo H de confinamiento, evitar que ocurran ELMs
es importante para producir energia de manera estacionaria.

3.6.5. Inestabilidad de sawtooth

Esta inestabilidad se produce cuando el perfil de ¢ es menor a 1 cerca del eje
magnético. Aparece una variaciéon peridédica de temperatura en el plasma cerca del
centro, en donde el valor sube monétonamente hasta cierto valor, en donde rapidamente
decae a un valor menor. En funcién del tiempo, esta variacion periddica tiene la forma
de un diente de sierra, de ahi el nombre sawtooth.
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Figura 3.12: Medicion de la temperatura en la zona central de una descarga realizada en el
reactor DIII-D [12]. Se puede observar el comportamiento periddico de la temperatura, donde
esta cae abruptamente para luego volver a elevarse, de manera periodica.

En este proceso, la temperatura acumulada en el centro se distribuye hacia el resto
del plasma cuando su valor cae precipitadamente, por lo que al igual que las islas mag-
néticas esta inestabilidad calienta al resto del plasma. Sin embargo, esta redistribucion
impacta en el tiempo de confinamiento y, ademas, pueden generar tearing modes [9].






Capitulo 4

Resolucion del equilibrio
magnetohidrodindmico con frontera
fija

“Develop what is skillful, monks. It is possible to develop what
18 skillful. If it were not possible to develop what is skillful, I
would not say to you, ‘Develop what is skillful’.”

— Buddha, Anguttara Nikaya 2.19, 500 BC.

En este capitulo se desarrolla el planteo del problema diferencial a resolver. Los
pasos realizados consisten en adimensionalizar la ecuacion de G-S (ecuacion 3.9) y
plantear el problema diferencial como un problema de Poisson.

4.1. Planteo del problema diferencial

En configuraciones con simetria de revolucion, la geometria y estructura magnética
del plasma se obtienen a partir de la ecuacion de G-S 3.9. Existen dos enfoques comunes
para plantear el problema del equilibrio:

= Problema de frontera libre. En el caso que se adopta todo el espacio como
dominio, el problema diferencial se especifica prescribiendo las distribuciones de
corriente de las bobinas de campo poloidal (incluyendo el solenoide central), en
vacio, en las paredes de la cdmara y otros elementos externos e imponiendo como
condicion de contorno que ¥ tiende a cero en infinito. En estos casos, la forma
funcional de las funciones de arbitrarias F'(¥) y P(¥) suele ser lo més simple po-
sible porque el principal objetivo es resolver la interaccion de la corriente toroidal
del plasma con la de las bobinas y elementos ferromagnéticos estructurales.

= Problema de frontera fija. Cuando se requiere un detalle mas preciso del
comportamiento de los perfiles internos del plasma, el problema se restringe a la
separatriz, de modo que la ecuaciéon de G-S se resuelve tinicamente donde esté el
plasma. En este caso, la forma de la separatriz se especifica como dato (geometria
del dominio) y sera resultado de alguna distribucién de corrientes en las bobinas
externas, a priori desconocida. Este desacoplamiento permite resolver dependen-
cias mas complejas para F(¥) y P(¥) y por lo tanto obtener distribuciones méas

37
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precisas de los perfiles magnéticos y cinéticos que determinan la estabilidad y
performance del plasma.

En este trabajo nos enfocamos en el problema de frontera fija, que podemos formular
de la siguiente manera,

N oL S AL
polt g + gy en (4.1)

donde OS2 representa la separatriz que limita al plasma, que es un dato del problema.
Otra distinciéon importante en el planteo del problema es la referente al tipo de infor-
macién disponible para los perfiles del plasma. Como se ve en la ec. 4.1, la informacion
requerida son los perfiles P(¥) y F(¥).

Cuando se especifica una dependencia para estos dos perfiles, el problema del equili-
brio queda bien planteado en forma directa, y por eso nos referimos a él como problema
directo. En general, estos perfiles no se conocen y resulta de interés obtener el equi-
librio a partir de otros perfiles del plasma, como el factor de seguridad o el angulo
de inclinacién del campo magnético. En estos casos no se conoce a priori la ecuacion
diferencial a resolver, sino que hay que inferirla. Por eso nos referimos a estos casos
como problemas inversos y se tratan en las secciones 4.3.4 y 4.4.

Antes de describir los métodos de resolucién, efectuamos primero la adimensionaliza-
cion de todas las cantidades y luego la normalizacion de la funcion incognita, como se
describe en las siguientes secciones.

4.1.1. Adimensionalizacion

Ademas de pg, para adimensionalizar la ecuacién de G-S se necesita una escala de
longitud y una escala de campo magnético. En este trabajo se utilizé el radio menor
del tokamak, a, para la primera y el campo toroidal de referencia en el eje geométrico,
By, para la tltima. Por anélisis dimensional, se obiene

- v - Puy =~ Jupa
BQCL27 Bg ’ BO ’
= Ao - F
== p—___ 4.2
Boa7 B()CL ( )

De ahora en més, en el desarrollo del presente trabajo se utilizaran variables adimen-
sionalizadas a menos que se especifique lo contrario, por lo que se omitiran las tildes.

4.1.2. Normalizacion

La ecuacion de G-S 3.9 incluye, en el miembro de la derecha (o RHS por sus siglas
en inglés), derivadas respecto de la incognita que se busca hallar. Esto presenta varias
dificultades, més alla de los problemas de convergencia numérica que puede ocasionar
[59]. Por ejemplo, si se debe especificar que la presion vale py en el eje magnético, la
condicion es P(¥) = F,. Pero como no se conoce aun el valor de ¥, no es posible
definir una dependencia funcional correcta para P.

Para evitar este tipo de dificultades, en este trabajo se adopta la practica de normalizar
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la incognita del problema de la siguiente manera,

A (4.3)
donde % es el flujo normalizado que pasa a ser la nueva incognica y ¥, es el valor
de flujo poloidal (adimensional) en el eje magnético, en principio desconoocido. Sin
perder generalidad, la referencia utilizada es 1» = 0 en la separatriz, por lo que la
variable normalizada 1 toma valores entre 0 y 1. Incorporando esta definicion a la
ecuacion de G-S, se obtiene

1 5, dp 1 df?
—Aw—w—g(R @+§@), (4.4)
en donde
P _ L
p) =P+ G = o
B dF_iﬁ

De esta manera, ¥, actia en forma similar a un autovalor, es parte de la solucién
del problema, debe adoptar el valor adecuado para que el maximo de 1) sea 1 (en el
eje magnético). En la practica, resulta relativamente simple iterar sobre A para que
el problema quede adecuadamente normalizado, usando el método de la bisecciéon por
ejemplo. En la seccion 4.3.4, explicamos un método para estimar este autovalor basado
en la fisica del problema.

En definitiva, la versién no-lineal del problema diferencial a resolver se plantea de la
siguiente forma,

—AT = AR + [f), en 2

Ylogp =0, (4.6)
max(y) =1
donde redefinimos, por convenciencia, al autovalor como A = 1/¥Z. Las funciones

arbitrarias p y f, y sus derivadas, tendran en general una dependencia no-lineal en v
por lo que recurrimos al método iterativo de Newton-Rapshon, como se detalla en la
seccion 4.2.2.

4.1.3. Densidad de corriente en la separatriz

La separatriz es la ultima superficie cerrada, es decir, separa al plasma de la re-
gion de vacio. Pero este limite tiene un cierto espesor. La delgada capa donde todas
las cantidades cinéticas (densidad, presion, temperatura) y la densidad de corriente se
hacen cero, se denomina scrape-off layer (SOL). Empleando el problema 4.6 es posible
modelar el equilibrio de fuerzas del plasma tanto hasta el comienzo de la SOL, como
hasta la regién de vacio incluyendo esta capa. En el primer caso, es posible que los
gradientes de presion y corriente (p' y f’) no se anulen en 1 = 0 (que representaria
la cara interna de la SOL, en este caso), y por lo tanto no se anulara la densidad de
corriente en el borde del dominio de célculo. En el segundo caso, como el dominio
termina donde no hay plasma, la condicion fisica mas natural es pedir que se anule la
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densidad de corriente, con lo que las funciones p’ y f’ deben anularse en ¢ = 0.

La elecciéon de una aproximaciéon u otra para la descripcion de los perfiles del plasma
tiene consecuencias en las caracteristicas de las soluciones del problema matematico a
resolver. En el primer caso, cuando el enfoque de modelado permite que p’, f* o ambos
sean no nulos en el borde (y por lo tanto no se anula la densidad de corriente), el proble-
ma es no-homogéneo, lo cual excluye inmediatamente a la funciéon cero como solucion
del problema. En este caso, una vez especificados p y f y sus derivadas, el problema del
equilibrio MHD se asemeja, matematicamente, a un problema de Poisson, en general
no lineal, haciendo que la solucién por elementos finitos siga lineamientos estandar.
En el caso homogéneo, el miembro de la derecha se anula en 02, lo que junto con la
condicion de Dirichlet, 1|9, = 0, hace que la funcion nula sea solucion del problema.
En este caso conviene distinguir el problema lineal del no-lineal. Cuando se emplea
una dependecia lineal para las funciones arbitrarias, p’ oc ¥ y ff" oc 1, el problema
del equilibrio se puede formular como un problema de autovalores, donde el primer
autovalor y su autofunciéon correspondiente son las tinicas que tienen sentido fisico. En
este caso la interpretacion del autovalor difiere de la del problema no lineal 4.6, lo que
se discute con mayor detalle en la secciéon 4.2.3.

Por ultimo, mencionamos que si bien el problema no-lineal homogéneo acepta la so-
lucion nula, en todos los casos analizados hemos obtenido la convergencia del proceso
iterativo a la solucion no-trivial de interés. El método empleado se presenta en la seccion
4.3 y los resultados en los capitulos 5 y 6.

4.2. Solucién del problema directo

La discretizacion y resolucion del problema diferencial, supuestas conocidas las de-
pendencias de las funciones p y f, se realiza mediante la técnica de elementos finitos
[60]. Para la implementacion de esta aproximacion numérica se emplea el entorno Free-
Fem [01]. FreeFem es un solver de ecuaciones diferenciales, programado en C++, que
incluye algoritmos para generacion de mallas de elementos finitos, asi como esquemas
de interpolacion eficiente en 1D, 2D y 3D, que permite el abordaje de sistemas de
ecuaciones no-lineales y problemas con “multi-fisica”. A continuaciéon se describe la im-
plementacion del solver del problema del equilibrio MHD mediante elementos finitos
utilizando FreeFem.

4.2.1. Formulaciéon variacional

La construcciéon de una aproximacion numérica mediante el método de elementos
finitos parte de la formulacién variacional, o formulacién débil, del problema diferencial
[60]. Llamaremos ¢ (¢)) a los términos que contienen las derivadas de las funciones
arbitrarias en el RHS,

1 2
—AT) = A (RQd—p L

T 5a) = e ), (4.7)
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donde A = 1/¥Z. Con esta definicion podemos expresar la formulacién variacional del
problema del equilibrio de la siguiente manera: hallar ¢» y A tal que,

R() = [ (V0 Vet 558~ Xpw)) do =0, (4.5

para toda funciéon de prueba ¢ en un espacio de funciones adecuado V ({2) con max,(¢) =
1.

Como la funcion ¢ (1)) es en general no lineal, no es posible aplicar directamente el
método de Galerkin para efectuar la discretizacion del problema. Por eso, en el caso
no-lineal usamos el método de Newton-Raphson que se describe en la seccion 4.2.2.
Este es un método iterativo, y como tal requiere una semilla inicial adecuada. La solu-
cion del problema lineal provee una buena semilla, cuando se formula y resuelve como
problema de autovalores. Esto se detalla en la seccion 4.2.3.

4.2.2. Meétodo de Newton-Raphson

Para hallar la raiz del funcional R de la forma variacional del problema del equili-
brio, utilizamos la linealizaciéon alrededor de una estimacion ¥,

Jr () (00™) =R (¥'), (4.9)

de donde calculamos d¢'t! = 1 — 9 que permite actualizar la estimacion de la
solucion del problema. Siguiendo el método de Newton-Raphson, la forma diferencial
Jr representa el jacobiano de R, que evaluado en un 1 conocido y actuando sobre la
incognita 01 tiene la siguiente expresion,

(vg oy + L0 @’(@b)(é@/}) 0. (4.10)

I () 600) = [ 2

9]

Empleando la linealizacion 4.9 podemos convertir el problema no-lineal en una secuen-
cia de problemas lineales de la forma estdndar,

a(u,v) =b (4.11)

donde, 61 juega el rol de la incognita u, ¢ la funcion de prueba v, el miembro de
la derecha se calcula con la ecuaciéon 4.8 evaluada en la estimacion * y la forma
bilineal a(-,-) esta dada por la expresion 4.10. Planteado en estos términos es directa
la discretizacion por Galerkin asi como la implementacion del calculo por elementos
finitos empleando un entorno como FreeFem-++ [61].

Para que se cumpla la condicién de borde ¢|, = 0, partimos de una semilla que la
satisface y luego se impone la misma condicién para obtener cada d¢**!, de manera
que el valor en la separatriz se mantenga en cero.

Es importante destacar que lo descripto en esta seccion supone conocido el valor de A
que conduce a una soluciéon debidamente normalizada. En este trabajo emplearemos
una estimacion de \ basada en la relacion de flujos (toroidal y poloidal) que se puede
inferir del perfil del factor de seguridad o del angulo de inclinacién del campo. Esta
estimacion se detalla en la seccion 4.3.

En caso de no contar con informaciéon de este tipo, es posible efectuar un bucle externo
al de Newton-Raphson, donde se busca el valor de A empleando otro método iterativo,
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por ejemplo, el método de la secante que no requiere la determinacion explicita del
jacobiano del sistema resultante.

4.2.3. Problema lineal

Ya sea como una primera aproximacion al problema del equilibrio, o por su utilidad
como semilla para resolver problemas no-lineales, la soluciéon del problema lineal es
de gran relevancia. Como quedara claro mas adelante, para el problema lineal resulta
conveniente utilizar la ecuacion de G-S sin normalizar la incognita. La familia de pro-
blemas lineales que vamos a considerar queda determinada por la siguiente elecciéon de
las funciones arbitrarias,

P
P (W) =P+ 5@2,
F? (W) = Fj + 2RV + [RW2, (4.12)

donde tanto los P; como F; son constantes. Con este planteo, P; controla el gradiente
de presion en la separatriz y P, la presion méaxima, y por lo tanto el 3, de la confi-
guracion. El campo toroidal de vacio estd dado por Fy = ByRy, Fi da el gradiente de
corriente poloidal del plasma en la periferia y F5 el diamagnetismo (si es negativo) o
paramagnetismo (si es positivo) del plasma.

Usando la elecciéon 4.2.3, la ecuacion de G-S resulta lineal. En particular, si se adopta
P, o F} no nulas, se obtiene un problema eliptico mateméaticamente similar a uno de
Poisson con fuente lineal, con solucién tinica, para el cual el método de Galerkin pue-
de aplicarse en forma directa. Sin embargo, que alguna de estas dos constantes sean
distintas de cero da lugar a una densidad de corriente no nula en la pared, lo cual
tiene poca validez fisica en la mayoria de los enfoques de modelado, como discutimos
en la seccidon 4.1.3. Por eso se discute a continuacion, como es posible resolver el caso
homogéneo.

Caso lineal homogéneo: problema de autovalores

Al tomar P, = F; = 0, la funcién lineal del miembro de la derecha se vuelve homo-
génea (se anula para ¥ = 0) y se obtienen dos ventajas en cuanto a la representacion
de la fisica del problema. Por un lado la densidad de corriente en la separatriz se anula.
Por otro lado, la solucién del problema deja de ser tinica y pasa a estar definida a me-
nos de una constante. Esto permite reescalear la soluciéon de para obtener un valor de
corriente total del plasma especificado previamente. Como contrapartida, el problema
se convierte en uno de autovalores, lo que dificulta su solucién (respecto del problema
de Poisson no-lineal). Esto se ve claramente al plantear el problema lineal homogéneo,

W’ag = 0.

Este problema tiene solucién idénticamente nula, excepto para combinaciones especi-
ficas de las constantes P, y F3, que actiian como autovalores que vuelven singular el
operador lineal. En ese caso la solucién es una autofuncion del operador de G-S y es
solucion del problema. Como toda autofuncion, esta definida a menos de una constante
multiplicativa.
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Método de resolucion del problema de autovalores

Como la tnica autofuncion que tiene sentido fisico relevante es la primera, aprove-
chamos el comportamiento resonante del problema lineal. Para esto introducimos una
pequena perturbaciéon en el miembro de la derecha,

AN — 2
{A!P (RP,+ B)U + ¢ en (2 (414

Up0 = 0.

que equivale a permitir una pequena corriente en la separatriz. Luego, fijamos el valor
de P, y buscamos el comportamiento resonante barriendo en F» (que actia como au-
tovalor). A medida que F} se acerca a la primera resonancia, el maximo de la solucion
aumenta en forma divergente. En la préctica, tomando ¢ = 1078 y buscar, con el mé-
todo de la secante, el valor de Fy, que da un méximo de ¥ mayor a uno, alcanza para
obtener una buena aproximacion de la autofuncion [1].

Una vez obtenida la autofuncién, se renormaliza para que la solucion dé la corriente
toroidal total que tenga la descarga que se estd modelando. Este proceso se repite,
barriendo en Ps, hasta que la solucién final tiene, ademas de la corriente establecida, el
valor de [ especificado para la descarga. Alternativamente, puede usarse el barrido en
P, para recuperar un valor especificado de antemano de A, (corrimiento de Shafranov,
ver seccion 3.3.2).

Cabe notar que el problema lineal planteado de este modo, si bien no requiere de una
iteracion de Newton-Raphson, requiere dos niveles de iteracién: uno para hallar el auto-
valor y la autofuncion y un segundo nivel para determinar el 8 (o A). Por supuesto que
el problema podria plantearse especificando F» y dejando a P, actuar como autovalor.
Esto es 1til, por ejemplo, para obtener el caso F5 = 0, que delimita los comportamientos
diamagnético y paramagnético del plasma.

4.3. Problema inverso a partir de la relaciéon de flujos

Para la determinacion de la configuracion de equilibrio en un tokamak, la situacion
més comun es que no se conoce la funcién F'. Establecer una aproximacion razonable
para P(¥), o su version normalizada p(v), es posible, pero surge el problema de que
el perfil de flujo poloidal es muy variable entre descargas, aun pertenecientes a un
mismo escenario. Es decir, que tipicamente no se conoce la ecuacion diferencial que
determina la configuracion magnética, y se debe recurrir a informacion adicional para
poder hallarla. Por esto, el problema del equilibrio MHD que nos interesa resulta ser
un problema inverso, en el que contamos con parte de informacion de la soluciéon y
debemos inferir la ecuacion diferencial y su soluciéon completa.

En esta tesis, nos enfocamos en la solucion de dos tipos de problema inverso empleando
como dato de entrada la siguiente informacion:

(1) el factor de seguridad y la presion como funciones del radio menor normalizado,
q(p) vy p(p)

(2) el angulo de inclinacién del campo como funcién de R a lo largo del plano ecua-
torial, v(R..) v la forma del perfil de presion, p(i)).

La formulacion completa de estos casos y la determinacion de las funciones arbitrarias
del RHS de la ecuacion de G-S a partir de esta informacion se detalla en las secciones
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4.3.4 y 4.4, respectivamente. Pero antes, mostramos como es posible estimar df?/dy y
dp/di a partir de un equilibrio de referencia, el gradiente de presion dp/dp, la relacion
entre las coordenadas de flujo diy/dp y una estimacion del ¥, para el equilibrio objetivo.
Para esto utilizamos la ecuacién de G-S promediada en superficies de flujo.

La definicion de residuos utilizada en este trabajo esta definida como el cociente entre
la norma 2 de la diferencia entre un perfil dato 4.4, y un perfil obtenido &, y la norma
2 del perfil £444,. Es decir,

- Hfdato - foth

Residuo (£4at0, Eont) = el (4.15)
ato

4.3.1. Promediado en superficies de flujo

El promedio de una variable arbitraria A sobre una superficie de flujo se define
como [52],

0
A :—/ Adv, 4.16
D=5 | (4.16)

donde V' (¢) representa el volumen encerrado dentro del contorno de flujo ¢. Una
expresion méas practica se puede obtener empleando solamente integrales de contorno,

27 Rdl
Ay =" 7{ A 417
W= A 0
donde,
av Rdl
V = — = 27r . 4.18
vy [Vl 415)

De las expresiones 4.17 y 4.18 queda claro que el valor de las cantidades de flujo coincide
con el de su promedio.

Por otro lado, es posible obtener la siguiente identidad para calcular el promedio de la
divergencia de un campo vectorial A,

1 d

(V-A) = VTb@ [Vp(A - V). (4.19)

Si bien hemos empleado el flujo poloidal normalizado como coordenada de flujo, es
posible utilizar cualquier otra. En particular, nos interesa utilizar también el radio
menor normalizado que esté basado en el flujo toroidal y por lo tanto tiene una variacion
mucho menor entre los equilibrios de un mismo escenario.

4.3.2. Ecuaciéon de G-S promediada

Reemplazando la definicion del operador de G-S,

. Vi
A = R?V - (ﬁ> : (4.20)

en la ecuacion 4.1 y reordenando, se obtiene

oo (VYN _dp |, 01df?
i (T el o)
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Expresada de esta manera, el inico término que es una cantidad de superficie es el
gradiente de la presion (primer término de la derecha).

El balance de fuerzas 4.21 es valido en todos los puntos del plasma. Tomando el prome-
dio de esta ecuacion en contornos de flujo, obtenemos la ecuacion de G-S promediada,

vg d [/|Vy[? _ _dp (R df*
i A R 422)

que nos da una relacién muy util entre la funciéon f, el gradiente de presion y propie-
dades geométricas del equilibrio.

4.3.3. Determinacion de las funciones arbitrarias

Para estimar las funciones arbitrarias del RHS, planteamos un esquema iterativo,
partiendo de un equilibrio de referencia con la misma separatriz. La actualizacion de la
aproximacion al equilibrio objetivo, desde el nivel k al k41, requiere una estimacion de
(dp/d) g1y (df?/di))s 1. Para hallar estos perfiles actualizados, suponemos conocido
el gradiente de presion dp/dp del equilibrio objetivo y que ademas podemos obtener
una estimacion para la relacién entre los flujos (dv/dp)i41 v el flujo poloidal total Wy
(que actia como autovalor en el problema no-lineal).

En primer lugar podemos actualizar el gradiente de presion utilizando simplemente la

( ) —+ < > ato < /éZ) ) —+ ( 3)

La determinacion de la funcién de corriente poloidal del plasma se realiza empleando
la ecuacion de G-S promediada 4.22. Utilizando la regla de la cadena para cambiar las
derivadas respecto de vy por derivadas respecto de p y despejando se obtiene,

().l T )]}

donde V, = dV/dp y Vp se obtiene también por regla de la cadena a partir de V). Los
términos que no tienen indice k + 1, a saber V,, (R™2) y (|Vp|*/R?), corresponden a
factores geométricos del equilibrio de referencia a nivel de iteraciéon k. Esta aproxima-
cion se basa en el hecho de que la forma de los contornos de flujo y su contenido de
flujo toroidal varia muy poco entre una iteracion y otra, gracias a que el campo toroidal
en un tokamak es dominante. Con las funciones obtenidas usando las expresiones 4.23
y 4.24 més la estimacion W™, es posible calcular el equilibrio mediante las técnicas
descriptas para el problema directo, y avanzar un paso la iteracion hacia el equilibrio
objetivo, actualizando a su vez los factores geométricos.

4.3.4. Determinacion del equilibrio a partir del factor de segu-
ridad

En muchas situaciones como en estudios de estabilidad, generacion de escenarios o
desarrollo de modelos de control del plasma, es conveniente hallar el equilibrio a partir
de sus perfiles de factor de seguridad y presion como funciéon del radio menor. En estos
casos, podemos formular el problema del equilibrio de la siguiente manera,
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Problema ¢-solver: dada la forma de la separatriz, 02, hallar {¥, f(¢), p(v)}
tal que la solucion del problema 4.6 satisfaga que ¢(p) = qaato(p) ¥ 2(p) = Pdato(p),

donde suponemos que la forma de la separatriz es también un dato.

Esta metodologia fue desarrollada en trabajos anteriores dentro del grupo |1, 62|. Para
la resolucion de este problema empleamos un método iterativo partiendo de un equi-
librio de referencia que obtenemos a partir de un RHS lineal, como se describe en la
seccion 4.2.3. Para su empleo como semilla de la iteracion, la primera autofuncion del
problema 4.13 puede ser calculada con P, = 0 y renormalizando la solucién para que ¢
cerca de la separatriz coincida con gga(1).

Tomando esta autofunciéon como aproximacion en el paso iterativo k = 0, actualizamos
la terna {¥, p(¢v), f(1) }x. Primero, combinando la definicion del factor de seguridad
3.16 y la del radio menor normalizado 3.18, obtenemos la siguiente relacion,

v
dp

Bong, (4.25)

. 2 _ P .. . . . .,
siendo p; = —5;» que resulta de gran utilidad porque nos permite mejorar la estimacion
del autovalor,

1
dp
WL — By (pk 2/ Par 4.26

’ LG - (4.26)

por un lado, y también la relacion de flujos,

% - BO(pIIf)Z P (4 27)
d - gkl ( ) :
P k+1 0 Qdato\ P

Con estas dos actualizaciones es posible corregir la aproximaciéon de las funciones arbi-
trarias del RHS con las ecuaciones 4.23 y 4.24, y resolver el problema 4.6 para alcanzar
la iteracion k + 1. Se procede de la misma forma hasta que ||gri1(p) — Gaato(p)|| sea
menor que una tolerancia prescrita, o bien, continuar el proceso iterativo hasta que
la norma de la diferencia deja de disminuir (es decir, se alcanza la maxima precision
posible compatible con la resolucion utilizada).

4.4. Determinacion del equilibrio a partir del angulo
del campo magnético

El caso de mayor interés para esta tesis es el de determinar el equilibrio a partir de
la medicién del angulo del campo magnético, v, junto con una estimacion de la forma
del perfil de presion (o bien su gradiente). De la misma forma que en el problema di-
recto y en la determinacion a partir del factor de seguridad, necesitamos dos perfiles
con informacién, uno de la distribucion de corriente en el plasma (f, ¢ y, en este caso
v) y otro de la presion (o temperatura, pues la densidad del plasma suele tener una
variacion suave).

Por otro lado, las diferencias que plantea la resolucion a partir del &ngulo de inclinacion
del campo son principalmente dos. La mas importante es que el dato se mide en deter-
minadas posiciones espaciales, es decir, que la informacion del perfil que caracteriza la
distribucion de corriente es funciéon de una coordenada espacial, y no una coordenada
de flujo (como se pide para f y ¢). La otra diferencia es tiene que ver con la posicion
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del eje magnético y su relacion con la presion del plasma. Suponiendo que la mediciéon
del angulo de inclinacién se realiza en el plano ecuatorial, la posicién del eje magnético
queda determinada por el cruce por cero del perfil v(R). Esto representa una restriccion
espacial para la solucién que estamos buscando. Las otras formulaciones del problema
no tienen una condicién de esta naturaleza.

Planteo del problema

En este caso, planteamos el problema del equilibrio de la siguiente manera,

Problema v-solver: dada la forma de la separatriz 012, hallar {¥, f(¢),p(¢), po}
tal que la solucion del problema 4.6 satisfaga V(Ree) = Vaato(Rec) v €l perfil de

presion normalizado sea p(p)/Po = Ddato(p),

donde suponemos que el perfil de 7 se mide en el plano ecuatorial (plano horizontal
a la altura del eje magnético), por eso el subindice ec en la coordenada radial, y la
presion dato estd normalizada a uno, pues py (la amplitud del perfil de presion) pasa
a ser parte del problema a resolver: el valor de py adecuado es el que da un equilibrio
con la posicion del eje magnético determinada por el cruce por cero de Vyquto-

Relaciones para el dngulo de inclinacién

El perfil del angulo de inclinacién del campo magnético, medido en el plano ecua-
torial, verifica

o B@,ec
Bgi),ec’

es decir, es proporcional al cociente entre las componentes poloidal y toroidal del campo
magnético. Para la componente poloidal tenemos,

tan [7(Rec)] (4.28)

1 dv

B ec— 55 Tl >
%" RedR|,

(4.29)

donde la derivada radial esta restringida al plano ecuatorial y por eso puede escribirse
como un diferencial total. La componente toroidal se puede obtener simplemente como,

F

B¢,ec = R_ (430)

Reemplazando estas tltimas relaciones en la ec. 4.28 obtenemos,

_dw (1 dp ) | (431)

~ dp \FOR
que resulta ser una expresion de mucha utilidad para la formulacién de un método de
resolucion iterativo.

tan [y (Rec)]

Mapeo del dato a coordenadas de flujo

Nuevamente partimos de un equilibrio de referencia que puede obtenerse resolviendo
el problema de autovalores 4.13, donde se define la geometria de la separatriz. La
corriente del plasma y la presiéon en la semilla inicial deben estar en el rango del
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escenario en estudio, preferentemente.

Para actualizar la terna {¥, f(¢),p(¢))} a partir del perfil de dngulo de inclinacion
utilizamos la expresion 4.31, pero primero es necesario mapear adecuadamente los
valores de v que estan especificados en funcién de la coordenada radial a una coordenada
de flujo. Para esto definimos la coordenada radial normalizada como

Rec - Rm

c_-m 4.32
Rmax - Fzm7 ( )

Tn =

donde R, es la posicion del eje magnético y Ry, la posicion radial extrema (sobre
la separatriz) en el plano ecuatorial, de modo que r, € [0, 1]. Esta claro que podemos
definir r,, tanto para el dato v(R..) como para equilibrio en la iteracion k. A este tltimo
lo notamos r¥.

Entonces, en primer lugar evaluamos el dato en la coordenada normalizada. Formal-
mente esto corresponde a la asignacion,

;?[TH(RGC)] = Vdato(Rec)a (433)

aunque en la practica tenemos valores discretos de v y R.., asi que basta con agregar
la columna r, e interpolar consistentemente.
Por ltimo, construimos el perfil de v objetivo para este nivel de iteraciéon mediante la
siguiente asignacion,

Yaatos [ 5)] = 3 (), (4.34)

es decir, fijamos la dependencia de v como funcién de p evaluando tanto la coordenada
de flujo como el dato en la coordenada radial normalizada del equilibrio en la iteracion
k. Esta asignacion debe repetirse para el equilibrio en cada nivel de iteracion. Es claro
que la aproximaciéon va mejorando en la medida que el equilibrio k-ésimo reproduce
mejor los perfiles dato.

Primer nivel de iteracion

El primer nivel de iteracién procede en forma similar al empleado para resolver el
problema a partir del factor de seguridad, y por eso mantenemos la denominacion del
indice de iteracion (k). Empleando el mapeo del dato radial a coordenada de flujo 4.34,
podemos utilizar la relacién 4.31 para actualizar la relacion de flujos de la siguiente

forma,
(40) ) () (4.35)
dp ) iq tan(y)  \dp /),

donde suponemos que la variacién de F'y p(R..) es despreciable para la correccion de la
relacion entre los flujos poloidal y toroidal. Es importante notar que esta aproximacion
no implica que F'y p(R,Z) se mantienen fijos, pues al actualizar el equilibrio en la
iteracion k + 1 se actualizan todos los perfiles.

Una vez que contamos con la actualizacion de d¥/dp, podemos integrarla para hallar
W+t luego normalizarla para obtener (di/dp) 1, actualizar el RHS mediante las ecua-
ciones 4.23 y 4.24 y finalmente recalcular el equilibrio en k£ + 1. La iteraciéon continda
hasta minimizar la diferencia ||vi(Ree) — Vaato(Rec)||- En este caso, no resulta conve-
niente imponer de antemano una tolerancia como criterio de parada de la iteracion
porque el nivel de aproximacion logrado sera variable, de acuerdo a qué tan buena fue
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la aproximaciéon de py empleada. Para completar la soluciéon del problema se requiere
un segundo nivel de iteracion para hallar el mejor valor de py.

Segundo nivel de iteracion

El primer nivel de iteracion (en k) descrito anteriormente requiere la especificacion
de la amplitud del perfil de presion y procede ajustando la relacion de flujos d¥/dp en
base al perfil de . Debido al uso de coordenadas de flujo, impuesto mediante el mapeo
4.33 v 4.34, la iteraciéon no corrige la posicion del eje magnético, sélo ajusta lo mejor
posible el perfil usando coordenadas normalizadas.

Para corregir este problema usamos un segundo nivel de iteracion, en el que variamos
Do, con el objetivo de que la posicion del eje magnético del equilibrio calculado coincida
con R,,. Dado que la dependencia de R,, con py es mondtona y casi lineal, es posible
hallar una buena aproximaciéon a la soluciéon en pocas iteraciones con el método de la
secante.

Adoptando el indice n para la iteracion en pg, efectuamos el primer nivel de iteracion
en k, con una primera estimaciéon pj='. La siguiente estimaciéon de p, se basa en el
resultado de la primera,

R\
Py = (R"l) Py (4.36)

Alternativamente, es posible usar pt=2 = 1,1pp~! si R"=! < R ¢ bien, py=2 =
0,9p8=1 si Rn=1 > Rdate ohteniendo préacticamente el mismo resultado.
Una vez que se tienen dos iteraciones completas en pgy, podemos continuar con el método

de la secante,
n—1

n n pg — Do n dato
et =pf - T Rl (Rp, — Rp') (4.37)
hasta que |pi™ — p?|/pi™ cae por debajo de un valor de tolerancia adecuado para

la resolucién de la malla que se utilice (tipicamente en el orden de 1073) 6 hasta que
la diferencia entre R? y R4 alcance una tolerancia de algunos érdenes de magnitud
menor que la anterior.

En resumen, la resoluciéon del problema “+-solver” tiene tres niveles de iteracion: el més
externo (en n) para determinar la amplitud de la presién que mejor ajusta la posicion
del eje magnético, que en cada paso requiere completar la iteracion en k£ para ajustar
lo mejor posible la dependencia de v mapeada a coordenadas de flujo, que a su vez
requiere la solucion del problema directo, que por ser no-lineal involucra las iteraciones
de Newton-Raphson.






Capitulo 5

Analisis de escenarios de operaciéon en
tokamaks avanzados

“Where neither water nor yet earth,

Nor fire nor air gain a foothold,

There gleam no stars, no sun sheds light,

There shines no moon, yet there no darkness reigns.
When a sage, a brahman, has come to know this
For himself through his own wisdom,

Then he is freed from form and formless.

Freed from pleasure and from pain.”

— Buddha, Udana 1.10, 500 BC.

En este capitulo se resuelve la ecuacion de G-S para los escenarios elegidos, utilizando
el g—solver (cap. 4). Se muestra un estudio de la performance del codigo, como también
una posible modificacién del mismo.

Una vez resueltos los escenarios, se procedié a calcular los perfiles de v (R) para ca-
da uno, para luego utilizarse como perfil dato para el y—solver, cuyos resultados se
muestran en el préoximo capitulo.

5.1. Caracteristicas de los escenarios
En la tabla 5.1 se observan los pardmetros de descarga planeados para el reactor

ITER segtn sea el escenario, mientras que las dimensiones se muestran en la tabla 5.2.
En base a los aspectos de operacion asociados a cada escenario, se proponen perfiles

Escenario Corriente total FI‘&CCi(/)I.l Tiempo de
del plasma [MA] | no inductiva | confinamiento s
Inductivo 15 0,15 ~ 400
Hibrido ~ 12 ~ 0,5 > 1000
Avanzado ~9 1 3000*

Tabla 5.1: Caracteristicas de los escenarios planeados para el proyecto ITER, publicados por
Shimada et al. [L0]. ®: Delimitado por las capacidad de enfriamiento de las bobinas.
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Pardmetro Radio Radio Corriente Campo
mayor [m| | menor [m| | maxima [MA] | toroidal |T]
Dimension 6.2 2.0 15 5.3

Tabla 5.2: Dimensiones del reactor del proyecto ITER [10].

de ¢ (p) y p(p), segin las expresiones

e (52)]
@]l G e

que producen perfiles similares a los planeados para ITER. Para la presion del escenario

avanzado se agregd un término adicional, con el cual se agrega el efecto de una I'TB.
La expresion resultante es

q(p) = qu+(1—p")

p(p) =po{(1 — a) exp

2 2
p(p)zlfOAt{(l—a)exp [— (Dio) —l—a{l—exp [_<1Dep) }+%{1+tamh(ptl)t'g)}}.
(5.2)
Los valores utilizados de los parametros que aparecen en el conjunto de ecuaciones 5.1
y 5.2 se pueden observar en la tabla 5.3. Los perfiles de presion se pueden observar en
Escenario | q, |ng| pr | Ao | Dy 0 Do a Dy | D. | Ay | ps D,
Inductivo | 3,07 | 4 | 0,35]24|055| —0,1 | 0,06 |0,05|0,39 043 | - - -
Hibrido | 4,134 4 (035 1 | 0,6 | —0,15| 0,005 | 0,3 | 0,4 | 0,11 | - - -
Avanzado | 6,634 | 5 | 0,35 0 |0,55| —0,1 | 0,0007 | 0,3 | 0,4 |0,11]04 | 0,35 | 0,12

Tabla 5.3: Valores de los parametros utilizados en los perfiles de g (p) y p (p) elegidos.

las figuras 5.1 a 5.3 y los perfiles del factor de seguridad en la figura 5.4.
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Figura 5.1: Perfil de p (p) y |p’ (p) | disenados para el escenario inductivo.

p(p) /\
- Pl |\
0.0100 I \
[\
0.0075 \
|
= |
0.0050 \
|
0.0025 \
' |
|
0.0000 1 1 1 1 !
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 5.2: Perfil de p (p) y |p’ (p) | disefiados para el escenario hibrido.
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0.003

p(p) / \

— == p'(p)l /
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0.001

0.000

Inductivo
Hibrido
6 Avanzado

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 5.4: Perfiles de ¢ (p) disefiados para cada escenario de operacion.

5.2. CaAlculo del equilibrio mediante el g—solver

Los equilibrios de cada escenario se resolvieron en primera instancia por medio del
g-solver, con un mallado que posee 400 puntos en la separatriz, con elementos tipo P3.
El mallado se realiz6 de manera automatica, utilizando el algoritmo de triangulaciéon de
Delaunay [63] que tiene implementado FreeFem++. Ademas, los perfiles dependientes
de p se encuentran discretizados con 100 puntos, mientras que los perfiles dependientes
de R se encuentran discretizados con 200 puntos. La figura 5.5 muestra la evolucion
del residuo en cada caso, calculados con la ecuacion 4.15 utilizando los perfiles de g (p).
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Iteracion del RHS

Figura 5.5: Evolucion del residuo en cada iteracion del RHS para cada escenario, utilizando el

q—solver.

El criterio de corte utilizado es detener la simulacién si ocurre que en dos instancias
el residuo aumenta su valor entre iteraciones. Si ocurre una vez, se continta la simula-
cion, pero se detiene al haber un segundo aumento. Esta situacion se puede observar
entre las iteraciones 7 y 8 del escenario inductivo, en donde ocurre el primer aumento
del residuo pero la simulacién continia.

Se observa que en todos los casos el residuo final alcanza valores por debajo de 1072,
lo que habilita a suponer que las soluciones pueden considerarse convergidas. A con-
tinuacion en la figura 5.6 se muestran comparaciones de los perfiles de ¢, entre los
perfiles obtenidos y los suministrados como dato. La tabla 5.4 muestra el valor del
iltimo residuo de cada simulacion, en conjunto con las diferencias en los valores de g

Y 495-

Escenario | Residuo final Aqo Aqos

Inductivo | 8,95-107% | —1,04-107* | —2,52-107°
Hibrido 1,34-1073 7,64-107% | —4,21-1073

Avanzado | 2,16 -1073 1,83-102 | —9,17-1073

Tabla 5.4: Comparacion de parametros del perfil de g (p) entre los perfiles calculados y dato,
para cada escenario estudiado por medio del g—solver.

Las figuras 5.7 y 5.8 muestran los valores de las funciones j—i y % calculadas en

cada equilibrio, respectivamente. Cabe aclarar, estas son las funciones del RHS de la
ecuacion de G-S estimadas a partir del planteo del problema inverso.
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Inductivo dato

5+ Inductivo obtenido
—— Hibrido dato
Hibrido obtenido
——— Avanzado dato
------------ Avanzado obtenido

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
p

Figura 5.6: Comparacion entre los perfiles de ¢ (p) dato y obtenidos en cada escenario mediante
el g—solver.

Inductivo
——— Hibrido
1.0 | Avanzado
0.5 F
o
S
0.0
—0.5
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 5.7: Perfiles de % finales calculados para cada escenario, mediante el g—solver. Se
puede observar que su estructura funcional es compleja, lo que dificulta la capacidad de estimar
estos perfiles para resolver la ecuacion de G-S directamente, en un equilibrio realista.
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Inductivo
——— Hibrido
Avanzado

Ip'|

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

(4

Figura 5.8: Perfiles de % finales calculados para cada escenario, mediante el g—solver. Similar

a los perfiles de f %, los perfiles pueden resultar complejos funcionalmente, teniendo las mismas
dificultades para su estimacion a priori.

La figura 5.9 compara los perfiles de densidad de corriente toroidal J (R) calculados
en el plano ecuatorial.

Inductivo
———— Hibrido
Avanzado

03

0.1 F

5 6 7 8
R [m]

Figura 5.9: Comparacion de perfiles de J (R) entre escenarios, calculados en el plano ecuatorial
mediante el g—solver.

El escenario inductivo posee una mayor corriente toroidal, en acuerdo con las co-
rientes totales del plasma para cada escenario. Se puede observar que los valores de
densidad de corriente no se anulan en la separatriz. Esta situacion sucede en los solvers
que utilizan g como dato, dado que al proveer dicho perfil como referencia también se
suministra la forma del campo de densidad de corriente. Es posible entonces que los
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perfiles que se suministran produzcan este tipo de resultados. Las figuras 5.10 a 5.12

muestran las superficies de nivel de ¢ y J para cada escenario.

R [m]

(a) Contornos de 1

Figura 5.10: Superficies de nivel obtenidas de los campos de 1) y J calculados, para el escenario
inductivo, utilizando el g—solver.

5

R [m]

(a) Contornos de v

Figura 5.11: Superficies de nivel obtenidas de los campos de 1) y J calculados, para el escenario
hibrido, utilizando el g—solver.

(b) Contornos de J normalizada
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(a) Contornos de v (b) Contornos de J normalizada

Figura 5.12: Superficies de nivel obtenidas de los campos de 1) y J calculados, para el escenario
avanzado, utilizando el g—solver.

Obervando los contornos obtenidos, se deduce que los campos de ¥ son mondto-
nos en todos los escenarios, y donde la mayor diferencia entre los mismos radica en
la posicion del eje magnético. Por otra parte, en los contornos de J se observa que
el pico de densidad de corriente se d& en el LFS para el escenario inductivo, y en
los demas escenarios los valores maximos se corren hacia el HFS. Ademés, se observa
el efecto del reversed magnetic shear en los contornos de corriente, en donde el valor
de la zona central disminuye conforme aumenta el valor de ¢ (p) cerca del eje magnético.

5.2.1. Corrimiento de Shafranov

Para analizar la variabilidad del Shafranov shift con respecto a (3, se procedi6 a
realizar un barrido sobre py. La figura 5.13 muestra el valor del Shafranov shift (defi-
nido segun la ecuacion 3.12), para un equilibrio libre de fuerzas hasta el méaximo valor
de pg antes de que el esquema de céalculo se vuelva inestable y presente dificultades de
convergencia. El escenario avanzado posee un gradiente mayor respecto a los deméas
escenarios, siendo ademas la solucién que presenta problemas de convergencia a menor
Po. Se observa también que el barrido puede extenderse a valores de pq significativa-
mente mayores que los propuestos inicialmente para cada escenario. De la figura 5.13
se infiere que el escenario avanzado resulta mas sensible a los cambios de presion que
los demés escenarios, siendo el escenario hibrido el que permite alcanzar valores de 3
mayores que los demés escenarios. Por otra parte, en todos los casos la dependencia
funcional de A, con respecto a py es a primer orden lineal, con una ligera curvatura
para los escenarios hibrido e inductivo. Este resultado muestra que el comportamiento
estd en concordancia con la teoria [53], por lo que el uso del método de la secante
propuesto en el capitulo 4 es viable.

En las figuras 5.14 a 5.16 se muestra como varia el perfil de J (R) segin aumenta la
presion, para cada escenario. Los valores de py utilizados son 0, la mitad del valor de
po maximo antes de que el solver no converja y el el valor maximo alcanzado.
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Inductivo
——— Hibrido
20 k Avanzado
15
<
10 +
5 -
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

Py

Figura 5.13: Valores obtenidos de A, para ciertos valores de py en cada escenario elegido. Los
valores de py van desde 0 hasta el valor maximo antes de que la solucién no converja, segiin sea
el caso.

P0=0
— — — p0 = 0.0631
,,,,,,,,,,,, p0 = 01262
0.6
04

0.2

5 6 7 8
R [m]

Figura 5.15: Perfiles de J (R) del escenario hibrido para distintos valores de py. Los valores
utilizados son py = 0, la mitad del valor maximo de py antes de que el solver deje de converger
v el valor méximo alcanzado.
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0.5 20— 0
— — = p0=0.052
p0 = 0.104

0.3 F

0.2 F

5 6 7 8
R [m]

Figura 5.14: Perfiles de J (R) del escenario inductivo para distintos valores de pg. Los valores
utilizados son py = 0, la mitad del valor méximo de py antes de que el solver deje de converger
y el valor méximo alcanzado.

0.15 |
o010 |
~
0.05 |
0.00 F i 7 PO=0
\ 2 — = — 0= 0.0195
Lo 20 — 0.039
5 6 7 8
R [m]

Figura 5.16: Perfiles de J (R) del escenario avanzado para distintos valores de pg. Los valores
utilizados son py = 0, la mitad del valor méximo de py antes de que el solver deje de converger
y el valor méximo alcanzado.

Se observa que en todos los escenarios el perfil de densidad de corriente se ve mo-
dificado. En el escenario hibrido ocurren picos de densidad de corriente que en una
situacion real serfan mucho menores debido al efecto de difusiéon mangética que no se
tiene en cuenta en este estudio. Estos picos estan asociados al gradiente de presion de
la ETB, y pueden interpretarse como una contribuciéon de la corriente de bootstrap.
Por ello también se observan para el escenario avanzado.

En los escenarios hibrido y avanzado se obtuvieron valores de densidad de corriente
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negativos. Este es un resultado de cuestionable validez fisica, pues no es comin que
la corriente se invierta en la zona periférica del un tokamak, ya que por diseno la co-
rriente toroidal del plasma se impone externamente y es mucho mayor que la corriente
poloidal. Esta imposiciéon disminuye las posibilidades de un evento de relajaciéon magné-
tica que invierta la direccion del campo y la corriente como sucede en los reactores RFP.

5.2.2. Densidad de corriente en la separatriz

Para obtener un valor de J que represente mejor la fisica del problema en la zona
perfiérica, se puede forzar a que la funcién %Z del RHS de la ecuacion de G-S sea 0 en
la frontera del plasma. Esta imposicion en la resolucién es posible a costa de modificar
el perfil de ¢ (p) calculado cerca de la separatriz. Para ello, en el calculo de la ecuacion
4.24,se multiplico al perfil por una funcién que hace tender suavemente a 0 el perfil en
el borde. La expresion de dicha modificacion es

df? df? 2
p—1
()~ (i) 53)
dw mod d¢
donde Ay esta asociado al ancho del area afectada cerca de la separatriz. Al resolver

los equilibrios con esta imposicién, el residuo obtenido en cada caso fue similar al caso
sin correccion, con Ay = 0,07. Resultados similares se obtienen con A, en el rango 0,05

a 0,1. La figura 5.17 muestra los perfiles de % calculados.

Inductivo
Hibrido
1.0 Avanzado

o,
S
0.0
—05 |
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
(G
Figura 5.17: Perfiles de a calculados, imponiendo la nulidad en la separatriz mediante la

dyp
ecuacion 5.3, utilizando el ¢ — solver.

La figura 5.18 compara los perfiles de J (R) en el plano ecuatorial calculados. Los
perfiles logran anularse en la separatriz y no se ven modificados en el seno del plasma, al
compararse con la figura 5.9. Este resultado indica que la modificacion afecta localmente
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Figura 5.18: Comparacion de perfiles de J (R) entre escenarios, calculados en el plano ecua-
torial, con la imposicién de J = 0 en la separatriz.

a la zona de la separatriz, sin modificar el resto del campo de J. La figura 5.19 compara
los perfiles de ¢ (p) obtenidos con los perfiles dato.

Inductivo dato
Inductivo obtenido
Hibrido dato
Hibrido obtenido
——— Avanzado dato
------------ Avanzado obtenido

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
p

Figura 5.19: Comparacion de perfiles de ¢ (p) dato y calculados para cada escenario, impo-
2
niendo % = 0 en la separatriz, utilizando el g—solver.
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8 F Inductivo dato
Inductivo obtenido
Hibrido dato
Hibrido obtenido
Avanzado dato
Tr Avanzado obtenido

0.900 0.925 0.950 0.975 1.000
p

Figura 5.20: Ampliacion de la figura 5.19 cerca de la separatriz e incluyendo valores de g (p)
por encima de qg5.

La tabla 5.5 muestra el residuo final y diferencias obtenidas entre los perfiles de

q (p) dato y calculados para el caso ZL; = 0 en la separatriz.
Escenario | Residuo Aqo Aqgs

Inductivo | 1,03-1072 | —1,59-107% | —1,13- 107!
Hibrido | 6,38-107°% | 3,72-1073 | —7,15-107*
Avanzado | 6,77-1073 | 2,22-107% | —1,01-107!

Tabla 5.5: Comparacion de parametros del perfil de g (p) entre los perfiles calculados y dato,
2
para cada escenario estudiado, imponiendo % = 0 en la separatriz mediante el g—solver.

Se obtuvo que la imposicion de %Z = 0 en la separatriz no modificé en gran medi-
da a los perfiles calculados desde el eje magnético hasta gg5. A su vez, el residuo del
perfil de ¢ (p) calculados se encuentran en el mismo orden de magnitud que el residuo

obtenidos dejando libre el valor de J en la separatriz del plasma.

5.2.3. Perfiles dato de v (R)

De los equilibrios con J libre en la separatriz se obtuvieron los perfiles del angulo
de inclinacién magnética v (R) en el plano ecuatorial en cada escenario. Estos perfiles
fueron suministrados como perfiles dato al v—solver, para luego resolver cada equilibrio.
Los perfiles se pueden ver en la figura 5.21.
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Figura 5.21: Perfiles de v (R) obtenidos de cada equilibrio, calculados mediante el g—solver.






Capitulo 6

Calculo del equilibrio a partir del
angulo de inclinacién magnético

“Victory begets enmity; the defeated dwell in pain. Happily
the peaceful live, discarding both victory and defeat.”
— Buddha, Dhammapada 201, 500 BC.

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos del y—solver. Ademés de estudiar
el desempeno del codigo en los casos elegidos, se discuten las soluciones obtenidas y se
comparan con las calculadas mediante el g—solver. También se estudia la sensibilidad
del perfil de q ante variaciones de perfil de presion, cuando se mantiene fijo el dato

v (R).

6.1. Resultados

El mallado en este caso se realiz6 con las mismas caracteristicas que los utilizados

para los equilibrios del capitulo 5, esta vez utilizando 300 puntos en la separatriz.
Nuevamente, los perfiles dependientes de p se encuentran discretizados con 100 puntos,
mientras que los perfiles dependientes de R se encuentran discretizados con 200 puntos.
Repasando la metodologia desarrollada para este solver (detallada en el capitulo 4),
ademés del loop iterativo en donde se estima la ecuaciéon a resolver, existe un loop
externo en donde se estima el valor de pg. Es decir, para cada iteracion n de pg se
realizan k iteraciones del RHS de la ecuacion de G-S. El ajuste de py se realiza mediante
el método de la secante, buscando coincidir la posicion radial del eje magnético con el
cruce por 0 del perfil de v (R) dato, utilizando la expresion 4.37. Por tanto, se debe
suministrar ademés un valor semilla de py.
Los valores iniciales de py para el método de la secante utilizados para cada escenario
fueron de 1/3 del valor original utilizado para el anéalisis de escenarios del capitulo 5.
En las figuras 6.1 a 6.3 se puede observar como evoluciona el residuo de v (R) y R,, en
cada escenario, conforme mejora la estimacion de py, ademas de la evolucion de dicho
parametro.
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Figura 6.1: Evolucién de parametros numéricos del escenario inductivo. El grafico (a) muestra
la evolucion del residuo de 7 (R) conforme mejora la estimacion de pg. El grafico (b) es similar al
grafico (a), en donde se muestra el residuo de R,,. El grafico (¢) muestra las sucesivas estimaciones
de py obtenidas por el método utilizado.
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Figura 6.2: Evolucion de parametros numéricos del escenario hibrido. El grafico (a) muestra
la evolucion del residuo de v (R) conforme mejora la estimacion de pg. El grafico (b) es similar al
grafico (a), en donde se muestra el residuo de R,,. El grafico (c) muestra las sucesivas estimaciones
de py obtenidas por el método utilizado.
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Figura 6.3: Evoluciéon de pardmetros numéricos del escenario avanzado. El grafico (a) muestra
la evolucion del residuo de 7 (R) conforme mejora la estimacion de pg. El grafico (b) es similar al
grafico (a), en donde se muestra el residuo de R,,. El grafico (¢) muestra las sucesivas estimaciones
de py obtenidas por el método utilizado.

En la realizacion de las simulaciones, para cada iteracion n de py se realizaron 6
iteraciones k, sin utilizar un criterio de corte. Luego, para las siguientes iteraciones, se
aplico un criterio en el cual se admite que el residuo en 7 (R) aumente hasta 2 veces,
ademaés de una cantidad maxima de iteraciones de 15. Una vez cumplido el criterio de
corte, para la siguiente estimacion de py se utiliza el equilibrio que obtuvo el menor
valor de residuo en la actual estimacion.

El criterio de corte para la estimacion de py esta definido en la secciéon 4.4. Los perfiles
y valores reportados corresponden al equilibrio cuyo residuo en v (R) fue globalmente
menor, que en todos los casos se obtuvo con la mejor estimacion de py.

El residuo se redujo por debajo de 1072 en todos los escenarios, en donde se puede
apreciar una mejoria en la evoluciéon del residuo conforme mejora la estimacion de py.
En los escenarios inductivo e hibrido el corte del método de la secante se produjo por
el criterio de tolerancia en py, mientras que en el escenario avanzado el corte se produjo
por superar alcanzar la tolerancia fijada en R,,. Se observa también que la estimacion
de R,, sigue la misma tendencia que el residuo para los 3 escenarios.

En todos los casos se obtuvo que para las primeras 2 estimaciones de pg el residuo no
evoluciona mondétonamente. En particular, en el escenario inductivo se puede observar
que el residuo en « (R) aumenta después de cierto valor de k para las estimaciones
n=4yn=>5. Paran = 1,2 es esperable que la convergencia no sea monoétona, dado
que se utilizan soluciones parciales con un valor de py alejado del valor original. Para
los casos en donde n > 2, puede deberse a pequenas variaciones generadas al volver a
estimar el RHS, que modifican ligeramente la soluciéon obtenida y, por consecuente, el
perfil de v (R) calculado. Estas modificaciones pueden ser tales que alejen de la con-
vergencia las siguientes soluciones parciales del equilibrio.

Los perfiles de v (R) dato y calculados se pueden observar en la figura 6.4. Las fun-
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cionces % y j—i obtenidas se pueden observar en las figuras 6.5 y 6.6.
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Figura 6.4: Comparacion de perfiles de v (R) dato y calculados para cada escenario.
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Figura 6.5: Perfiles de % calculados en cada escenario. Notese que tienden a 0 para ¢ = 0,

lo que indica que J se anula en la separatriz. Este resultado es una caracteristica del y—solver.
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Figura 6.6: Perfiles de j—i calculados en cada escenario.

La tabla 6.1 muestra los valores de residuos obtenidos para cada soluciéon propuesta.
Los resultados anteriores muestran que es posible hallar un equilibrio con un perfil del

Escenario | Residuo minimo Ygus0 VS Yeate | Po Objetivo | po final calculado
Inductivo 89-1073 6-102 5,97 - 1072
Hibrido 5191073 5.1073 4911073

Avanzado 3-1073 1,5-1073 1,47-107°3

Tabla 6.1: Valores minimos de residuos obtenidos para cada escenario, por medio del y—solver.

angulo de inclinacion magnético aproximadamente igual al impuesto como objetivo,
dentro de una tolerancia aceptable. Como se menciona en el capitulo 3, el factor de
seguridad ¢ juega un rol importante en el diagnostico de la descarga, por lo que resulta
de interés que la solucién obtenida mediante el y—solver sea capaz de recuperar los
perfiles de ¢ (p) correspondientes a los equilibrios cuyos perfiles v (R) se tomaron como
dato de entrada. La figura 6.7 muestra los perfiles obtenidos por el y—solver, contrasta-
dos con los perfiles dato utilizados en el g—solver. La tabla 6.2 compara los pardmetros
principales del perfil, entre los calculados por el y—solver y los perfiles dato. Se observa

Escenario | Residuo qguto VS Geale Aqo Aqgs
Inductivo 1,6-1072 6,01-107% | —1,14- 107!
Hibrido 6,21-1073 1,71-1072 | —4,05-1072

Avanzado 6,74 - 1073 3,64-1072 | —6,24-1073

Tabla 6.2: Comparacion de parametros del perfil de g (p) entre los perfiles calculados y dato,
para cada escenario estudiado, por medio del y—solver.

un buen acuerdo entre los perfiles, en donde la mayor diferencia se encuentra en el valor
de g5 del escenario inductivo. Esto se debe a que los perfiles de densidad de corriente
obtenidos con el g-solver mantienen el valor en la separatriz del equilibrio utilizado
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Inductivo dato
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Figura 6.7: Comparacion de perfiles de g (p) dato y calculados para cada escenario, utilizando
el y—solver.

como semilla. Como en este caso parte de la autofunciéon del problema lineal con J=0
en el borde, los equilibrios obtenidos tienen valores muy bajos de corriente en la sepa-
ratriz. Este comportamiento se analiza con mayor detalle en la seccion 6.3. Como el
valor de ¢ en la separatriz esté relacionado con la corriente total, esta caracteristica del
solver impacta mayormente en el caso inductivo al poseer la mayor corriente total de
los 3 escenarios. Los perfiles de J (R) calculados se pueden observar en la figura 6.8.
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Avanzado

03
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0.0
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Figura 6.8: Comparacion de perfiles de J (R) entre escenarios, calculados en el plano ecuatorial
mediante el y—solver.

Las figuras 6.9 a 6.11 muestran los contornos de ¢ y J calculados para cada es-
cenario. Los contornos calculados de ¢ resultan idénticos que los contornos obtenidos
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mediante el g—solver. En el caso de los contornos de corriente, se observa que la mayor
diferencia esté en la separatriz, en donde los valores de J se anulan para los equilibrios
resueltos mediante el y—solver.

0.8

0.6

0.4
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0 5 6 7 8
(a) Contornos de ¢ (b) Contornos de J normalizada

Figura 6.9: Superficies de nivel obtenidas de los campos de 1 y J calculados, para el escenario
inductivo, utilizando el y—solver.
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Figura 6.10: Superficies de nivel obtenidas de los campos de 1) y J calculados, para el escenario
hibrido, utilizando el y—solver.
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Figura 6.11: Superficies de nivel obtenidas de los campos de 1) y J calculados, para el escenario
avanzado, utilizando el y—solver.

6.2. Resoluciéon de los equilibrios con imposiciéon de

ZL; = ( para el g—solver

Dada las caracteristicas que posee el y—solver con respecto al campo de densidad
de corriente, se procedié a resolver los equilibrios de cada escenario nuevamente, esta
vez utilizando como perfiles dato los calculados a partir del g—solver forzando % =0
en la separatriz. La figura 6.12 compara los perfiles dato y los calculados para este caso
y la tabla 6.3 muestra los residuos finales obtenidos en cada caso.

0.2 F
0.1 |
0.0
=
<
N
< —0.1 F
—0.2 Inductivo dato
Inductivo obtenido
—— Hibrido dato
Hibrido obtenido
Avanzado dato
=03 [ [ Avanzado obtenido
1 1 1 1

5 6 7 8
R [m]

Figura 6.12: Comparacion de perfiles de v (R) dato y calculados para cada escenario, habiendo

forzado % = (0 en el g—solver para la obtencién de los perfiles dato.
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Escenario | Residuo minimo gqs0 VS Yeate | Po Objetivo | po calculado
Inductivo 7,65-1073 6-1072 5,93 - 1072
Hibrido 1,13-1073 5-1073 4,95-1073

Avanzado 5,96 - 1074 1,5-107% | 1,48-1073

Tabla 6.3: Valores minimos de residuos obtenidos para cada escenario, por medio del y—solver.

Para estas simulaciones se halla que los residuos se reducen en todos los escena-
rios respecto a las simulaciones anteriores reportadas en la tabla 6.1. Por ultimo, se
compararon los perfiles de ¢ (p) calculados con los perfiles dato del g—solver. La tabla
6.4 muestra la diferencia entre los parametros principales del perfil de factor de segu-
ridad. Se obtuvo que las diferencias se modifican ligeramente respecto a usar perfiles

ot
T

Inductivo dato
Inductivo obtenido
Hibrido dato
Hibrido obtenido
Avanzado dato
Avanzado obtenido

0.0

0.2 0.4
p
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Figura 6.13: Comparacion de perfiles de ¢ (p) dato y calculados para cada escenario, impo-

niendo % = 0 en la separatriz, utilizando el y—solver.

Escenario | Residuo Aqo Aqos
Inductivo | 2,13-10°2 | —1,14-10° | —2,41 - 10"
Hibrido | 8,4-103 | 1,04-10°2 | —1,12-10"!

Avanzado | 6,05-107 | 3,73-107% | —1,12-107!

Tabla 6.4: Comparacion de parametros del perfil de g (p) entre los perfiles calculados y dato,

para cada escenario estudiado, imponiendo

“ —0enla separatriz mediante el y—solver.

dato obtenidos mediante el g—solver sin forzar J = 0 en la separatriz, excepto para el

parametro qos.

6.3.

Densidad de corriente en la separatriz

Como se observa en los resultados anteriores, del g—solver se obtienen soluciones
en donde el campo de J no tiende a 0 en la separatriz, lo que da lugar a situaciones de
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poca relevancia fisica. A su vez, en las soluciones obtenidas por el y—solver el campo
de J si se anula en la separatriz. Sin embargo, siguen existiendo picos que, ain siendo
menores que en los perfiles de J (R) obtenidos del g—solver, su relevancia fisica no
es certera. En un escenario real, estos picos podrian desaparecer por consecuencia de
la difusiéon magnética, aunque su existencia esté relacionada con la contribuciéon de la
corriente de bootstrap. Por otra parte, si bien que J tienda a 0 es un resultado deseado,
surge la incognita de por qué si se suministra al y—solver un perfil de  (R) obtenido de
una solucion con J arbitrario en la separatriz, el coédigo no logre reproducir el campo
de J.

Estas caracteristicas pueden deberse a que los solvers obtienen la relaciéon entre flujos
magnéticos de maneras fundamentalmente diferentes. Observando las ecuaciones 4.27
y 4.35 utilizadas para estimar esta relacion, que tienen por expresiones

(@) 230(05)2 P
d,O k+1 Lpéc—H Qdato(p)

<%) o tan(ﬁ)/dato,k) (%)
dp )y tan(w)  \dp/,

para el y—solver, se puede diferenciar que en el g—solver la forma funcional de la
relacion de flujos estd dada por el perfil de ¢ (p), mientras que en el y—solver dicha
forma se construye mediante sucesivas iteraciones. En otras palabras, la relacion de
flujos se calcula para cada nueva solucion parcial en el g—solver, mientras que dicha
relacion se actualiza de una solucion a otra en el y—solver. Esta diferencia sugiere
que algunas caracteristicas de la solucién lineal pueden preservarse en el y—solver, en
particular la nulidad de J en la separatriz.

Para verificar esta hipotesis, se resolvio el equilibrio del escenario inductivo por medio
del:

para el g—solver y

= g—solver

» g—solver con imposiciéon de J = 0 en la separatriz

= y—solver

» y—solver con imposicién de J = 0 en la separatriz

= y—solver con J inicial mayor a 0 en la separatriz

» y—solver con imposiciéon de J = 0 en la separatriz y con J inicial mayor a 0

La imposicion utilizada para el y—solver es la misma que la descripta en el capitulo
5, y se utiliz6 Ay = 0,05 para estas simulaciones. Para obtener J > 0 en la separatriz
inicialmente en el y—solver, se procedié a simular el escenario con el g—solver, para
luego volver a calcular el equilibrio con el y—solver, utilizando la solucién final del
primero como semilla inicial. La comparacion de los perfiles, junto con el perfil del
equilibrio lineal, se puede observar en la figura 6.14.



6.4 Calculo del equilibrio con perfiles de presién imprecisos 77

0.14 Lineal
g-sol.
g—sol, ff' =0
012 | |— 7-sol
— — — y—solver, ff' =0
y-sol. 70 _ g
- 0 - 1
0.10 ol gt 10
0.08
~ [ — =
0.06
0.04
0.02
0.00 F | |
8.00 8.05

R [m]

Figura 6.14: Comparacion del perfil de J (R) cerca de la separatriz de distintas soluciones del
escenario inductivo, comentadas en la lista de la seccién 6.3, junto con el perfil de la solucién
lineal

Se observa que en las situaciones en donde se impuso % = 0 en la separatriz la
densidad de corriente tiende a 0 en el borde. Por otra parte, se observa que para el
equilibrio calculado con el y—solver que tiene un equilibrio semilla con la densidad de
corriente mayor a 0 en la separatriz, de la solucion final también se obtiene un perfil de
J (R) con J > 0. Este resultado indica que el método de actualizacion de la relacion de
flujos empleado para el y-solver tiene poca influencia sobre el valor de J en la pared,
quedando este valor practicamente establecido por el equilibrio que se utilice como

semilla inicial.

6.4. Calculo del equilibrio con perfiles de presiéon im-
precisos

Como el objetivo del y—solver es su uso en analisis de datos experimentales, resulta
de interés observar como varian los perfiles calculados en el caso que exista un elevado
nivel de incertidumbre en el campo de presiones. Para ello, se modifico el perfil de
presion del escenario hibrido, en pos de generar dos perfiles diferentes al original. Estos
perfiles se pueden observar en la figura 6.15.
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Figura 6.15: Perfiles de p (p) del escenario hibrido modificados.

La tabla 6.5 compara los parametros utilizados para definir los perfiles de p (p)

mediante la ecuacion 5.1.

Perfil Do D, a D,
Original | 0,005 | 0,3 | 0,4 | 0,11
Modf. 1 | 0,005 | 0,2 | 0,32 | 0,11
Modf. 2 | 0,005 | 0,53 | 0,4 | 0,15

Tabla 6.5: Valores de los parametros utilizados en los perfiles de p (p) elegidos para el escenario
hibrido, en pos de analizar la variabilidad de la solucién frente a perfiles de presiéon imprecisos.

La metodologia de resolucion consiste en obtener el perfil de v (R) del g—solver,
utilizando el perfil de presion original, para luego suministrar dicho perfil de v (R) y los
perfiles de presion modificados al y—solver. La evolucién de los parametros numéricos
se pueden observar en las figuras 6.16 y 6.17.
El escenario con el perfil modificado 1 obtuvo un valor minimo de residuo semejante al
escenario sin modificar. En contraparte, el escenario con el perfil modificado 2 obtuvo
un valor de residuo minimo por encima de 1072, A su vez, el valor final de py difiere en
una medida considerable al valor suministrado al g—solver en ambos casos modificados,
como se puede apreciar en la tabla 6.6.
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Figura 6.16: Evolucion de parametros numéricos del escenario hibrido, con la modificacion 1.
El grafico (a) muestra la evolucién del residuo de 7 (R) conforme mejora la estimacion de pg. El
grafico (b) es similar al grafico (a), en donde se muestra el residuo de R,,. El grafico (¢) muestra
las sucesivas estimaciones de pg obtenidas por el método utilizado.
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Figura 6.17: Evoluciéon de parametros numéricos del escenario hibrido, con la modificacion 2.
El grafico (a) muestra la evolucién del residuo de 7 (R) conforme mejora la estimacion de pg. El
grafico (b) es similar al grafico (a), en donde se muestra el residuo de R,,. El grafico (c) muestra
las sucesivas estimaciones de pg obtenidas por el método utilizado.
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Escenario | Residuo minimo gqs0 VS Yeate | Po Objetivo | po calculado
Original 1,13-10°3 5.10° | 491-102
Modf. 1 8,15-1073 5-1073 4,33-1072
Modf. 2 1,17-1072 5-1073 5,86 - 1072

Tabla 6.6: Valores minimos de residuos obtenidos para el escenario hibrido y sus modificaciones,
asi como la diferencia entre, por medio del y—solver.

La figura 6.18 compara los perfiles de ¢ (p) calculados con los escenarios modificados
con el perfil dato. Las diferencias entre los pardmetros de interés se pueden ver en la
tabla 6.7.

L '}
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Hibrido Modf. 1
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3.0
o
2.5
20 F
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Figura 6.18: Comparacién de perfiles de q (p) calculados mediante el y—solver, entre el perfil
dato y los perfiles calculados con los escenarios modificados.

Escenario | Residuo Aqo Aqos
Modf. 1 | 1,32-10°2 | 127-10 2| 2,88-102
Modf. 2 | 1,42-10°2 | 584-103 | —7,12- 102

Tabla 6.7: Comparaciéon de parametros del perfil de ¢ (p) entre el perfil dato y los escenarios
hibridos modificados, mediante el y—solver.

Se observa un buen acuerdo entre los perfiles de ¢ (p), lo que sugiere que una in-
formacion no tan precisa del perfil de presion en el y—solver no tiene un gran impacto
en la estimacion del perfil del factor de seguridad. También se obtuvo que el perfil de
J (R) no se vio6 afectado por la modificacion de los perfiles de p (p), como se puede ver
en la figura 6.19.
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Figura 6.19: Comparacion de perfiles de J (R) entre el escenario hibrido calculado mediante

el g—solver, y los escenarios modificados calculados con el y—solver.






Capitulo 7
Conclusiones y trabajos futuros

)

“Fvam me sutam.’
— Asi he oido.

7.1. Objetivo

Se desarroll6 con éxito un cédigo de resolucion de equilibrio magnetohidrodinamico

de frontera fija para configuraciones con simetria de revolucion, que utiliza como pa-
rametros de entrada el perfil del angulo de inclinacion en el plano ecuatorial v (R), asi
como también el perfil de presion adimensional normalizado en funcién del radio medio
normalizado p(p). La motivacion y objetivo de este codigo radican en su uso como
parte de las herramientas de diagnostico de un reactor tokamak, ademas de mejorar
las capacidades de diseno de leyes de control.
El c6digo resuelve la ecuacion de Grad-Shafranov formulada como un problema in-
verso. Partiendo de un equilibrio semilla, se procede a estimar el lado derecho de la
ecuacion mediante los perfiles v (R) y p (p), construyendo asi la ecuacion a resolver de
manera iterativa. Ademas, por medio de la relacién entre el corrimiento de Shafranov
y la presion, se estima la magnitud del perfil de presién normalizado por el método de
la secante, utilizando la posicion radial del cruce por 0 del perfil de v (R). Por tanto
el codigo posee 2 niveles de iteracion: el externo que estima la amplitud de p (p) v el
interno que construye la ecuacion de Grad-Shafranov para cada iteracion del perfil de
presion. La ecuacién de Grad-Shafranov se resuelve en cada instancia por el método
de elementos finitos, utilizando iteraciones de Newton-Raphson.

7.2. Casos de estudio

Este codigo, al que denominamos y—solver, se utiliz6 para resolver el equilibrio
MHD simulando los plasmas planeados para el reactor avanzado del experimento ITER
(inductivo, hibrido y avanzado) publicados en los fundamentos fisicos del proyecto [10]
y descriptos en el capitulo 5, en conjunto con otro coédigo desarrollado en el grupo en
trabajos anteriores [1, (2]. Este ultimo, denominado g—solver, acepta como parametros
de entrada el perfil del factor de seguridad ¢ (p) y el perfil de presion adimensional sin
normalizar p (p), ambos en funcion del radio medio normalizado. Este codigo también
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plantea un problema inverso de frontera fija, pero no posee un nivel externo de iteracio-
nes como el y—solver. Asi mismo, el codigo también resuelve el problema diferencial en
cada instancia mediante iteraciones de Newton-Raphson en mallas de elementos finitos.

7.3. Resultados

Se procedi6 a resolver el problema de equilibrio en los escenarios de ITER por medio
del g—solver, con perfiles de entrada basados en la referencia [10]. Luego, de la solucion
obtenida se calcularon los perfiles de v (R) y p(p) para utilizarlos en el y—solver. Se
obtuvo un buen acuerdo entre los perfiles dato y calculados, en donde el residuo en
todos los casos resulté menor al 1%, siendo éste calculado mediante la ecuacion 4.15, y
también se logr6 recuperar la amplitud del perfil de presion, con diferencias del orden
del 1%. Estos valores de residuo se obtuvieron tanto para los perfiles de v (R) como
para los perfiles de ¢ (p). De estos resultados, se concluye que el codigo desarrollado en
el presente trabajo logra obtener una solucion del problema del equilibrio tal que los
perfiles derivados de la misma coinciden con los perfiles dato, dentro de una tolerancia
aceptable, para los 3 escenarios estudiados. Las soluciones obtenidas por el y—solver
en los 3 escenarios también lograron recuperar el perfil de ¢ (p) dato utilizado para el
g—solver, dentro de las mismas tolerancias. De esto se concluye que mediante el perfil
de 7 (R) de los equilibrios estudiados es posible aproximar adecuadamente el perfil del
factor de seguridad de cada equilibrio.

Una caracteristica de los codigos que resuelven el equilibrio por medio del perfil de ¢ (p)
es que la densidad de corriente toridal J puede no anularse en la separatriz del plasma.
Se calcularon los perfiles ecuatoriales de densidad de corriente toroidal J (R) en ambos
codigos, y se hallo que en las soluciones obtenidas mediante el g—solver no se anulaba J
en la separatriz. En cambio, los perfiles de J (R) si se anulaban para el y—solver. Dado
que este resultado del g—solver es de poca relevancia fisica, se procedié a modificar
el codigo para imponer la nulidad de J en la separatriz. Observando los perfiles de J
calculados, se concluye que la modificacion logra su objetivo, y el cambio que sufre el
perfil de J (R) es local en la separatriz y no afecta al seno del perfil. Luego de obtener
los perfiles de « (R) con esta imposicién en el g—solver, se resolvieron los equilibrios
con el y—solver. Se obtuvo que para este caso el perfil de ¢ (p) se lograba recuperar
con valores de residuo similares al caso sin imposicion en el y—solver, pero habia una
marcada diferencia en el valor de qg5 respecto a los equilibrios resueltos utilizando los
perfiles de v (R) obtenidos del g—solver sin modificar. Se concluye de estos resultados
que el método de imposiciéon de nulidad de J para el g—solver requiere un tratamiento
més exhaustivo.

Para verificar por qué existe una diferencia entre el g—solver y el y—solver con respecto
al valor de la densidad de corriente en el borde del dominio, se compararon distintas
soluciones obtenidas del escenario inductivo, siendo particular la resolucion del equili-
brio por medio del y—solver partiendo de la solucién final de g—solver para el mismo
escenario. Se obtuvo que en las soluciones del v—solver poseen una tendencia a mante-
ner el valor de J en la separatriz del equilibrio semilla utilizado. Se concluye que esta
propiedad del y—solver es debida a como el codigo calcula las siguientes estimaciones
de la ecuacion de Grad-Shafranov, en donde se actualiza en base a la anterior iteracion,
en vez de recalcularse como en el g—solver, como se explica en el capitulo 6.
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Dado que el objetivo del cddigo es su uso en la préactica, se procedié a resolver el equi-
librio del escenario hibrido por medio del y—solver, esta vez modificando el perfil de
presion suministrado. Es decir, del equilibrio original resuelto con el g—solver se obtuvo
el perfil 7y (R), y se suministro al y—solver dicho perfil y perfiles de p (p) modificados,
los cuales difieren del perfil sin normalizar. Se obtuvo que se logra recuperar el perfil
de ¢ (p) dato suministrado al g—solver, atin con los perfiles de presion modificados, con
un nivel de acuerdo similar al obtenido en las simulaciones sin modificar. También se
observo que la forma del perfil de J (R) obtenida mediante el y—solver y los perfiles
de presion modificados coinciden con el perfil calculado mediante el g—solver, excep-
tuando el valor en las cercanias de la separatriz. De estos resultados se concluye de que
el y—solver podria ser robusto frente a estimaciones poco precisas del perfil de p(p),
siendo solamente necesario un perfil de v (R) preciso para obtener los perfiles de ¢ (p)
y J (R) de un equilibrio dado.

7.4. Trabajos futuros

Como pasos a seguir, en lineas de lo desarrollado hasta el momento, se propone
contrastar el y—solver con mediciones experimentales de v (R), asi como también la
posibilidad de que utilice perfiles que no hayan sido medidos en el plano ecuatorial de
una descarga.

En una descarga de plasma dentro de un reactor, las cantidades tales como la presion
y corriente deben de anularse en la interfaz con el vacio. En la ecuacion de Grad-
Shafranov, significa que los perfiles de presion y corriente deben anularse en la sepa-
ratriz, lo que en el problema diferencial habilita a que exista la soluciéon trivial. Se
propone estudiar la cuenca de atraccion de las soluciones, dada la certera existencia de
la solucién nula.

Por otro lado, verificamos que resolver el equilibrio a partir del perfil de ¢ lleva, en
general, a un valor de corriente no nulo en la separatriz, lo que puede resultar de poca
relevancia fisica ya que representa una discontinuidad de corriente. Sin bien propusi-
mos una regularizacion que anula el lado derecho de la ecuacion de Grad-Shafranov
cerca del borde, la forma funcional de la correcciéon es arbitraria. Se propone el estudio
de una correcciéon basada en la fisica del plasma en la zona periférica, considerando
los efectos de la difusiéon magnética y la corriente de bootstrap, entre los procesos que
dominan la forma de los perfiles en esa region.

Por tltimo, se proponen realizar experimentos numéricos, en pos de obtener correla-
ciones contrastables con resultados experimentales o estudios similares, una vez corro-
borada la validez de ambos c6digos.
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