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Resumen

Este trabajo se enfoca en el estudio de un modelo de analogia déptico-gravitatoria
para un espacio-tiempo que presenta una singularidad de curvatura fuerte. Para ello,
utilizando el formalismo de Plebanski-Tamm, se obtuvieron las relaciones constitutivas
para el medio optico andlogo y se resolvieron en forma exacta las ecuaciones para el
campo electromagnético en dicho medio, en distintos casos de interés. Se obtuvieron
soluciones en las que el campo electromagnético estd perfectamente definido en todo
el espacio, incluso en la singularidad, donde el espacio-tiempo presenta invariantes de

curvatura divergentes.

Palabras clave: GRAVEDAD ANALOGA, SINGULARIDADES, ELECTROMAG-
NETISMO, SOLUCIONES EXACTAS






Abstract

This work focuses on the study of an optical-gravitational analogue model for a space-
time possessing a strong curvature singularity. To achieve this, using the Plebanski-
Tamm formalism, constitutive relations for the analogous optical medium were derived,
and the equations for the electromagnetic field in this medium were exactly solved for
various cases of interest. Solutions were obtained in which the electromagnetic field
is perfectly defined throughout space, even at the singularity, where the space-time

exhibits divergent curvature invariants.

Keywords: ANALOGUE GRAVITY, SINGULARITIES, ELECTROMAGNETISM,
EXACT SOLUTIONS
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Introduccion

Los modelos de gravedad andloga [1][2], se enfocan en relacionar las propiedades
asociadas a la estructura del espacio-tiempo, descriptas por algiin modelo de gravedad,
con otros sistemas fisicos, principalmente de materia condensada. Estos modelos son de
un gran interés experimental debido a las dificultades, o directamente, la imposibilidad,
de medir ciertos fenémenos asociados a la Relatividad General (RG). Por ejemplo, la
medicion de la radiaciéon de Hawking emitida por un agujero negro es practicamente
inconcebible, asi como la medicion de fenémenos en la vecindad de las singularidades de
los agujeros negros es directamente imposible, puesto que esas regiones se encuentran
causalmente desconectadas de nosotros. Sin embargo, un analogo 6ptico de la radiacion
de Hawking fue reportado no hace mucho dentro del contexto de la 6ptica no lineal [3].

En este trabajo se abordara el andlogo 6ptico de un modelo de espacio-tiempo
utilizando las relaciones constitutivas de Plebanski-Tamm (PT). De acuerdo a este for-
malismo, la propagacién de la luz en un dado espacio-tiempo curvo (no necesariamente
solucién de las ecuaciones de Einstein), puede ser vista como un problema éptico en
un medio material anisétropo e inhomogéneo en el espacio plano. Esto permite pasar
de una variedad pseudo-Riemanniana 3+ 1-dimensional (el espacio-tiempo), al espa-
cio plano 3-dimensional en donde el campo electromagnético se propaga en un medio
material anisétropo e inhomogéneo. De esta forma, la analogia nos permite visualizar
fenémenos intrinsicamente espacio-temporales en términos de una fisica mas Euclidea,
acaso mas familiar. Ademas, al pasar a un medio material en el laboratorio, es posible
manipular facilmente las trayectorias de luz (utilizando espejos o divisores de haz, por
ejemplo). Esto hace que el estudio de la luz en un fondo curvo pueda, potencialmen-
te, desarrollarse en un contexto susceptible de ser controlado en el laboratorio. Cabe
destacar que en el medio material se puede tener control topolégico, ya que es posible
concebir distintas topologias asociadas a una misma geometria. Por tltimo, debemos
mencionar que la analogia éptico-gravitatoria no se circunscribe al rango de frecuencias
Opticas, sino que es valida para un campo electromagnético de frecuencia arbitraria.
Esto abre la posibilidad de aplicar el formalismo al estudio de sistemas andlogos en
frecuencias de interés en las comunicaciones, como lo son las microondas y el infrarrojo
lejano.

El interés particular de este trabajo es el estudio de un modelo analogo éptico-



2 Abstract

gravitatorio correspondiente a un espacio-tiempo que presenta una singularidad de
curvatura fuerte. Este tipo de singularidad es muy comun entre las soluciones de dis-
tintas teorfas de gravedad, en especial en el contexto de la RG. Las singularidades de
curvatura fuerte, como las presentes en el interior de los agujeros negros, o la corres-
pondiente al Big Bang en modelos cosmoldgicos, son “puntos” o “regiones” en donde la
descripcion métrica del espacio-tiempo carece de validez. En algin sentido, el espacio
y el tiempo dejan de existir en una singularidad de estas caracteristicas. Como cabe
imaginarse, la mera existencia de estos “objetos” representa un problema de cierta
envergadura, puesto que los campos de materia/energia relevantes en el estudio de la
fisica tampoco pueden concebirse en ausencia de espacio-tiempo. Quizas, la utilizacién
de un modelo 6ptico que emule una singularidad espacio-temporal, en virtud de su
relativa simplicidad, pueda aportar informacion valiosa sobre el comportamiento del
campo electromagnético en las vecindades de la misma. El principal resultado de este
trabajo es mostrar que ése es exactamente el caso.

Esta tesis estd diagramada de la siguiente manera. En el Capitulo 1, y a modo
muy introductorio, se abordan algunos elementos de RG; éstos constituyen el material
minimo necesario para acceder a los siguientes capitulos. En el Capitulo 2 se expone
una deducciéon detallada de las ecuaciones constitutivas de PT, su aplicacion para ondas
electromagnéticas cuasi-planas, y el caso particular asociado al ambito de aplicacién de
la 6ptica geométrica. Si bien este capitulo no incluye material nuevo, sirve como una
introduccién rigurosa a la analogia optico-gravitatoria.

Los siguientes dos capitulos contienen material inédito. En el capitulo 3 se intro-
duce un modelo sencillo de espacio-tiempo (toy model), exhibiendo una singularidad
desnuda de curvatura fuerte. En él se caracteriza la estructura causal del espacio, y se
resuelven en forma exacta las ecuaciones canénicas del Hamiltoniano éptico que descri-
be las trayectorias de los rayos luminosos en la aproximacion de la 6ptica geométrica.
Finalmente, en el Capitulo 4 se resuelven —también en forma exacta— las ecuaciones
completas para el campo electromagnético en el medio andlogo representativo del toy
model, en un numero de situaciones fisicas relevantes, tanto estaticas, como dinamicas.
El principal aporte de este trabajo es mostrar que existen varias configuraciones del
campo electromagnético que sobreviven las consecuencias devastadoras de la singula-
ridad, en el sentido de que existe potencia finita en la “posicién” correspondiente a la
singularidad.

La notacion para las componentes de vectores y tensores de segundo rango, sera
utilizando indices griegos v, y ¢, respectivamente, donde p,v : 0,1,2,3, o indices
latinos v; y ¢;5 si 4,7 : 1,2,3. Los vectores de tres dimensiones se denotardn por v y sus
productos escalares, vectoriales y tensoriales como v-w, ¥ X W y ¥ ® w, respectivamente.
Sin embargo, el producto escalar entre vectores fila y columna se escribird omitiendo

el punto, como en pTq, donde T indica trasposicién. Por otro lado las matrices de 3



dimensiones se notaran por M, y el producto con un vector v se escribira simplemente
Muv. Ademés se utilizard la convencién de Einstein toda vez que sea necesario. Todas
las componentes en tres dimensiones seran referidas a un sistema de coordenadas car-
tesianas T = (x,y, z) (a veces, segtin la conveniencia, también escritas T = (z1, x9, x3)),
a menos que se indique lo contrario, como en el caso de las soluciones de las ecuaciones

de Einstein presentadas en la Seccién 1.4. Por ultimo, se usaran unidades naturales,
donde G = ¢ = 1.






Capitulo 1

Relatividad General

Este capitulo constituye una muy breve introduccién a la Relatividad General, la
teoria clasica del campo gravitatorio. Los pocos temas aqui incluidos podrian conside-
rarse el material minimo necesario para el estudio de modelos de gravedad analoga, uno
de los cuales sera expuesto en el préximo capitulo. Para un tratamiento mas completo,
el lector puede consultar [1] y [5], mientras que un nimero de temas més avanzados

son cubiertos, por ejemplo, en [0], [7] v [¥].

1.1. El tensor métrico

En una geometria Riemanniana, esto es, en un espacio curvo que luce localmente
como R", se puede tener una nocion de distancia al igual que en la geometria Euclidea.
Localmente, cada abierto de la variedad puede mapearse a un abierto de R™ por medio
de coordenadas locales z*. En estas coordenadas locales, la “distancia al cuadrado
infinitesimal”, que recibe el nombre de intervalo o elemento de linea, y se denota por

ds?, viene dada por
ds® = g, dxtdz” (1.1)

siendo g, las componentes del tensor métrico en dichas coordenadas. Estrictamen-
te hablando, en RG se hace uso de variedades pseudo-Riemannianas 4-dimensionales,
es decir que localmente pueden encontrarse coordenadas z# de tal forma que el in-
tervalo es simplemente ds? = nufyzdx“'dx”/, en donde 7,,, = diag(—1,1,1,1) (esta
expresion define la signatura utilizada en este trabajo). Esta es una manifestacién del
requerimiento fisico necesario para garantizar que, localmente, la gravedad pueda ser
neutralizada y que se pueda restituir el espacio plano (Minkowski) caracteristico de la
Relatividad Especial. Por supuesto, esta es una caracteristica local del campo gravita-
torio, cuyas propiedades globales son en general radicalmente distintas a las del espacio
de Minkowski.

Una propiedad importante que debe cumplir una métrica es que debe ser simétrica,

5



6 Relatividad General

es decir, g, = gy, Por otro lado, el intervalo ds® es independiente del sistema de
coordenadas, lo que lo convierte en un invariante, ain cuando las componentes g,
de la métrica dependen del sistema de coordenadas. Esto es asi puesto que (1.1) mide
la distancia infinitesimal en el espacio-tiempo, y esta distancia no puede depender
del sistema de coordenadas locales adoptado. A su vez, a partir de la métrica g,,, el
producto interno entre dos vectores u* y v* resulta utv, = g, u*v”, el cual también es
un invariante.

La Relatividad General postula que el espacio-tiempo esta descripto por una geo-
metria pseudo-Riemanniana determinada por la distribucién de energia y momento de
la materia y radiacién del universo. El campo dindmico a determinar en esta teoria es
el propio tensor métrico, asi que necesitaremos ecuaciones dinamicas que lo gobiernen.

Estas serdan las Ecuaciones de Einstein, que expondremos en 1.3.

1.2. Curvatura y geodésicas

Debido a que la teoria de Einstein interpreta a la gravedad como un efecto asociado
a la geometria del espacio-tiempo, es necesario que discutamos el rol que tiene la
curvatura en este contexto. Intuitivamente, tendemos a visualizar la curvatura como
una propiedad que puede entenderse en términos de una cierta superficie embebida en
el espacio euclideo 3-dimensional, como lo hacemos cuando presenciamos la superficie
de la tierra desde el espacio exterior. Sin embargo, para entender la Relatividad General
debemos pensar en términos intrinsecos, es decir, refiriéndonos a la geometria desde un
punto de vista interno, y no pensandola en referencia a un espacio de una dimensiéon
mayor.

El concepto de curvatura puede definirse a partir de la nocién de trasporte paralelo,
el cual se refiere a trasladar un vector a lo largo de una curva. Debido precisamente
a la curvatura intrinseca que tiene el espacio, no se verifica en general que, luego de
transportar el vector desde un cierto punto a lo largo de dos curvas cerradas que pasen
por ese punto, el vector vuelva a su estado original al recorrer las curvas. Una vez que
se define cémo transportar vectores a lo largo de una curva en forma paralela, puede
definirse la derivada (covariante) de un campo vectorial a lo largo de la curva. O lo que
es lo mismo, si se define la derivada covariante de un campo vectorial en una direccion,
un vector sera transportado paralelamente a lo largo de una curva si su derivada sobre
dicha curva es cero.

Dada una métrica, existe una tnica definicion de transporte paralelo que preserva
el producto interno de todo par de vectores. Por lo tanto, la existencia de una métri-
ca implica una nocién unica de transporte paralelo y, consecuentemente, una nocién
intrinseca de curvatura de la variedad. En definitiva, la derivada covariante V, a lo

largo de una direccion z# viene dada por la derivada parcial 0, mas una correccién espe-
“w



1.2 Curvatura y geodésicas 7

cificada por un objeto con componentes en coordenadas locales I'V , llamado conexion.

BN
De este modo, la derivada V, de un vector v” viene dada por

Vv’ =0,0" + F”M'U)‘ : (1.2)

Las componentes I' , se conocen como los simbolos de Christoffel y se definen a partir

de la métrica g, segun

1
Fuuz\ = §gyp (aug/\p + a)\gp,u - apgu/\) . (13)

A partir de los simbolos de Christoffel se obtiene el tensor de curvatura de Riemann,
cuyas componentes R dan una descripcion local de la curvatura en los abiertos

definidos por las coordenadas locales. Dichas componentes son
A A
R, =0.1",, —0,1",, + F’”M/\F PR RN R (1.4)

Dado que las componentes de este tensor (como las de cualquier otro), dependen de las
coordenadas locales que se utilicen, la caracterizacion local de la curvatura es delicada.
Sin embargo, el hecho concreto es que si las componentes del tensor de Riemann fueran
nulas en algunas coordenadas, lo serian en cualquier otro sistema de coordenadas,
dado su caracter tensorial. En ese caso recuperariamos la geometria euclidea usual y

estariamos en presencia del espacio plano de Minkowski.

La geometria local puede ser caracterizada a través de invariantes geométricos,
cuyo valor no depende de las coordenadas particulares utilizadas, como es el caso de la
norma de un vector. Para eso, seran de utilidad contracciones del tensor de Riemann que
produzcan invariantes. Por ejemplo, el tensor de Ricci se define en coordenadas locales
segin R, = R uaws Y osu traza produce el invariante llamado escalar de curvatura,
dado entonces por

R=R', =g"R,,. (1.5)

El escalar R cumple un rol protagénico en RG, ya que con él se construye la accion de

Hilbert-Einstein que da lugar a las ecuaciones de la gravedad.

En el contexto de la geometria Riemanniana, se conocen como geodésicas a las
curvas que extremizan la distancia entre dos puntos en un espacio curvo. Por ejemplo,
las geodésicas sobre una esfera son los circulos méaximos; aquellos cuyos centros se
encuentran en el centro de la esfera. Mas formalmente, las geodésicas se definen como
aquellas curvas cuyo vector tangente se propaga paralelamente a si mismas. Por lo

tanto, usando la definicién de derivada dada por la Ec. (1.2), se obtiene que una curva
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geodésica z#(T) satisface la ecuacién

Az dz® dx¥
I# =0. 1.
dr? Vdr dr 0 (1.6)

Cabe destacar que dados los valores iniciales de z# y dx* /dT siempre existe una tnica
solucién de la Ec. (1.6), propiedad que comparten también las soluciones de las ecua-
ciones de movimiento de la mecanica cléasica. El pardmetro afin 7 suele elegirse como el
tiempo propio cuando se trata de geodésicas temporales, que son las curvas que siguen

las particulas y observadores masivos libremente gravitantes.

En general, las geodésicas pueden clasificarse a partir de la norma de x*. Debido a

que la signatura utilizada es —, +, 4, +, se tiene

< 0, geodésicas tipo tiempo, o temporales (particulas masivas) ,
dz* dz”

dr dt

9w =0, geodésicas tipo luz, o nulas (particulas no masivas),

>0, geodésicas tipo espacio, o espaciales (propagacion no causal) .

1.3. Ecuaciones de Einstein

La teoria de la Relatividad General tiene como principal motivacién el principio de
equivalencia, segun el cual un sistema inmerso en un campo gravitatorio es localmente
indistinguible de un sistema de referencia no inercial acelerado. De este modo no es
posible, localmente, detectar la presencia de un campo gravitatorio. Consecuentemente,
la gravedad no puede ser vista como un campo de fuerzas, sino como una faceta de
la estructura del espacio-tiempo. Siguiendo esta idea, las trayectorias de los cuerpos
libremente gravitantes son simplemente las geodésicas de la métrica del espacio-tiempo

curvo.

Resumidamente, el espacio-tiempo es una variedad definida por una métrica g,
cuya curvatura se relaciona con la distribucion de materia y energia en el espacio-tiempo

segun las ecuaciones de Finstein
1
Guw+ANgw =R, — éRgW—l—Agw, =811, , (1.7)

donde G, es el llamado tensor de Einstein, A es la constante cosmolégica, T}, es el
tensor de energia-momento y R,, y R son el tensor y el escalar de Ricci, respecti-
vamente, definidos anteriormente. La presencia (o0 no) en las ecuaciones del término
cosmolégico asociado a A, es un debate que continia en la actualidad. En cualquier
caso, las ecuaciones de Einstein relacionan la distribucién de materia y energia (codifi-
cada en T),,), con la geometria del espacio-tiempo (caracterizada por g,,), a través de

diez ecuaciones diferenciales no lineales, en derivadas parciales, de segundo orden.
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1.4. Ejemplos de soluciones exactas

1.4.1. Meétrica de Minkowski

La solucién mas sencilla —acaso también la mas importante— de las ecuaciones de
Einstein en vacio y sin constante cosmoldgica, es la métrica de Minkowski, corres-
pondiente a un espacio plano (curvatura nula). Esta es la métrica que sirve de arena
geométrica para el Modelo Estandar de Particulas, y constituye el ambito de la Rela-

tividad Especial.

En coordenadas cartesianas usuales (t,x,y, z), la métrica resulta
ds* = —dt* + da* + dy* + d2* . (1.8)

Dado que los simbolos de Christoffel (Ec. (1.3)) son todos nulos, las geodésicas (1.6) son
las rectas z#(7) = a7+ 3, con a y B constantes. En vistas a caracterizar la estructura
global del espacio, podemos enfocarnos en la sub-variedad 2-dimensional (¢, x), obtenida

de (1.8) al tomar constantes las coordenadas y, z. Consideremos entonces
ds® = —dt* + dx*. (1.9)

Las trayectorias nulas, que definen los conos de luz, se obtienen a partir de ds® = 0,
es decir, x = £t + cte, por lo que estdn a 45° en el diagrama (¢, z). Sin embargo estas
coordenadas se extienden hasta infinito, puesto que en la métrica (1.8) las coordenadas
cartesianas son globales y no estan restringidas en absoluto. Para poder representar
todo el espacio en un diagrama finito, haremos algunos cambios de coordenadas. Pri-
mero pasamos a coordenadas nulas (asi llamadas puesto que las curvas u, v constantes

corresponden a los conos de luz), definidas segin
u=x+t, v=x—t, (1.10)

de modo que los diferenciales resultan

du + dv du — dv
dr = ———, dt=——. 1.11
T 2 (L11)
Por lo tanto, la métrica en estas coordenadas queda
ds® = —dt* + da* = dudv . (1.12)

Con el propésito de visualizar todo el espacio en una regién compacta, definimos ahora

U = arctan(u), V = arctan(v), (1.13)
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de modo que

—SSU<S. —5<V<z, (1.14)
y los diferenciales resultan
du = cos 2(U)dU , dv = cos *(V)dV, (1.15)
por lo que la métrica toma la forma
ds® = cos *(U) cos *(V) dUdV . (1.16)

Una vez compactificado el espacio, podemos volver a coordenadas que permitan visua-
lizar los conos de luz a 45°, como en el espacio original. Para eso, tomemos nuevas

coordenadas (T, X') de acuerdo a

X=U+4+V, T=U-V, (1.17)

con lo cual ahora tenemos
1< X<m, —n<T<m, (1.18)
-7 < X+T<7wm, —7<X-T<n (1.19)

Esto significa que los diferenciales quedan

dX +dT dX —dT
dU = ;, AV = ——| (1.20)
2 2
y, usando que
X+T X-T 1
cos? il cos® =~ (cos X +cosT)” , (1.21)
2 2 4
la métrica resulta, finalmente
ds* = (cos T 4 cos X ) (—dT* + dX?) . (1.22)

En la Fig. 1.1 se muestra un diagrama del espacio-tiempo de Minkowski en estas coor-
denadas, lo que se conoce como diagrama de Penrose del espacio-tiempo de Minkowski.
En el interior se muestran distintas trayectorias geodésicas. Notar que todas las geodési-
cas temporales (espaciales) comienzan en el punto senalado como “infinito pasado tipo
tiempo” (“infinito espacial”) en (X = 0,7 = —7) (en (X = —m,T = 0)) y termi-
nan en el “infinito futuro tipo tiempo” (“infinito espacial”) en (X = 0,7 = m) (en

(X =7, T = 0)). Mientras que las trayectorias de luz (ds* = 0) estdn a 45° y tienen
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T TInfinito futuro
tipo tiempo

Infinito nulo
futuro

Infinito Infinito
espacial espacial
Ik X
/' t = const
T = const

Infinito nulo
pasado

Infinito pasado
tipo tiempo

Figura 1.1: Diagrama de Penrose para el espacio tiempo de Minkowski. En el interior se
muestran las geodésicas con x constante y ¢ constante. Ademds, en verde se muestra una curva
temporal (no geodésica) genérica, y los conos de luz en dos puntos de dicha curva.

extremos en los “infinitos nulos” (X +7 = 7y X — T = +m). En la Fig. 1.1, se
aprecia también una trayectoria no geodésica correspondiente a un observador masivo
(curva verde). La curva siempre se encuentra en el interior de los conos de luz locales y,
al no corresponder a un observador libremente gravitante, esta sujeta a una aceleracién

local no nula.

1.4.2. Meétrica de Schwarzschild y agujeros negros

Una solucién esféricamente simétrica de vacio y sin constante cosmoldgica de las
ecuaciones de Einstein, es la correspondiente al campo gravitacional exterior de un
cuerpo estatico y esféricamente simétrico, conocida como solucion de Schwarzschild.
La solucién de Schwarzschild describe correctamente la gravedad en el sistema solar,
y predice fenémenos como la precesion de la 6rbita de Mercurio, el corrimiento al rojo
(redshift) gravitacional, la deflexién de la trayectoria de la luz y los efectos de “retraso
temporal” de la luz.

La métrica de Schwarzschild en coordenadas esféricas usuales (¢, 7,0, ¢), toma la

forma

oM oM\ !
ds® = — (1 - T) dt* + (1 - T) dr® + r?dQ? (1.23)

siendo dQ? = df? + sin?()d¢? el elemento de linea correspondiente a la 2-esfera y M
una constante de integracion que se identifica con la masa del cuerpo esféricamente
simétrico. Sin embargo, la métrica de Schwarzschild es una solucién de vacio de las

ecuaciones, asi que la identificacién de M con la masa no es inmediata. La forma mas
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simple de relacionar a M con la masa es considerar la métrica interior compuesta por
algin modelo de fluido esféricamente simétrico y empalmar ambas soluciones, de tal
forma de conseguir la descripciéon del campo gravitatorio de una esfera de fluido inmersa
en el vacio esféricamente simétrico. Esta solucién interior fue considerada también por
el propio Schwarzschild en el trabajo original [9], en donde consideré como modelo de

estrella a un fluido estatico, esféricamente simétrico, con presiéon nula.

Observemos que la métrica dada por la Ec. (1.23) se vuelve singular para r = 0

y r = 2M. Se puede demostrar que la geometria del espacio-tiempo no es singular en
= 2M, sino que las coordenadas esféricas fallan en cubrir esa regién, ocasionando la
aparente singularidad ahi. Basicamente, es posible elegir un sistema de coordenadas en
el cual la expresién para ds? deja de ser singular en la regién r = 2M. Esto se logra
recurriendo a distintas extensiones analiticas de la geometria de Schwarzschild, como
las extensiones de Eddington-Finkelstein y de Kruskal, siendo esta ultima la maxima

extension analitica del espacio-tiempo de Schwarzschild.

En cambio, la singularidad en r = 0 es una singularidad fisica y no puede ser
eliminada mediante una transformacion de coordenadas. Esto es asi porque, si bien el
escalar de curvatura R es idénticamente nulo (como en cualquier solucién de vacio de
las ecuaciones sin constante cosmoldgica), otros invariantes acusan una divergencia en
r = 0. Tal es el caso del invariante de Kretschmann, definido por K = R* R 7",

P
que para la geometria de Schwarzschild toma el valor

M2
Entonces r = 0 es una singularidad real e intrinseca de la geometria, excepto en el

caso M = 0, en donde recuperamos la métrica de Minkowski (espacio-tiempo plano)

en coordenadas esféricas, esto es,
ds* = —dt* + dr* + r*dQ?* . (1.25)

De hecho, puede demostrarse que cualquier observador o particula de luz que ingrese
en la region r < 2M inevitablemente terminara en la singularidad en » = 0. Esta region
de la cual no se puede escapar es lo que se conoce como un agujero negro, puesto que
no puede ser observada desde afuera. El borde de esta region, esto es, la hipersuperficie

definida por r = 2M, es el horizonte de eventos.

Cabe aclarar que para cualquier configuracion de equilibrio estatico, la region r <
2M se encuentra en el interior de la region con materia y, por lo tanto, alli ya no
es valida la solucion de Schwarzschild, correspondiente al espacio vacio que rodea a
dicha formacion de materia. Sin embargo, los cuerpos suficientemente masivos sufren

un colapso gravitacional completo debido al agotamiento de su combustible nuclear y
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entonces disminuyen su radio [10]. En cierto momento del colapso de la estrella el radio
pasa a ser menor que 2M y toda la materia y energia de la estrella se precipitan a la
singularidad, dejando un agujero negro de Schwarzschild como estado final del colapso.
Los detalles del colapso no pueden ser descriptos por la métrica de Schwarzschild,
puesto que son inherentemente dinamicos, pero se prueba que el estado estacionario
final estd correctamente descripto por el agujero negro de Schwarzschild, al menos

cuando la estrella es no rotante (momento angular nulo).

1.4.3. Soluciones cosmoldégicas

Otro tipo de soluciones de las ecuaciones de Einstein son las soluciones cosmolégi-
cas, que modelan la evolucién del universo, a gran escala, en el tiempo. Los modelos
cosmoldgicos actuales se basan en que el universo a gran escala debe ser isétropo y ho-
mogéneo. La isotropia alrededor de un punto del espacio implica que el espacio se vea
igual sin importar en qué direccién se observe. Por otro lado, la homogeneidad refiere a
que la métrica sea la misma a lo largo de todo el espacio. Ademds, de las observaciones
astronomicas se ve que las galaxias distantes se alejan de nosotros en todas direcciones,
lo que muestra que el universo no es estatico y cambia con el tiempo. Por lo tanto, en
la construccion de un modelo cosmoldgico, debe tenerse en cuenta que el universo sea
homogéneo e isotropico en el espacio pero no en el tiempo. Los modelos cosmolégicos,
entonces, describen la dindmica del universo a través del tiempo, independientemente
de la posicion en la que se lo observe.

El requisito de homogeneidad e isotropia espacial nos lleva a considerar métricas
que contengan espacios de curvatura constante para cada hipersuperficie espacial dada

por t = constante. Asi, se consideran las métricas de tipo Friedmann-Robertson-Walker
(FRW), dadas por

dr?

2 2 2

+ 7% (d6* + sin® 0 d¢?) | (1.26)
donde t es la coordenada temporal y (7,0, ¢) son las coordenadas espaciales esféricas.
Para el pardmetro k en la Ec. (1.26) hay tres casos de interés: k = +1, que se corres-
ponde con la métrica espacial de una 3-esfera, & = 0, correspondiente a un espacio
plano, y £ = —1, que se corresponde con un 3-hiperboloide en la variedad espacial.
Verdaderamente, estos valores de k£ no son relevantes per se, sélo lo es su signo, debido
a que las tres variedades de curvatura constante mencionadas pueden obtenerse con
apropiados cambios de coordenadas en donde sélo el signo (o la anulacién) de k es
importante.

Por otro lado, la funcién a(t) se conoce como el factor de escala e indica “cudn

grande” es el espacio en el momento t. Su comportamiento estd determinado por las
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ecuaciones de Einstein. El contenido material/energético del universo a gran escala se
modela como un fluido perfecto, isétropo y homogéneo, esto es, mediante un tensor de
energia-momento que puede escribirse en un sistema co-mévil (fijo al fluido) de acuerdo
a T = diag(—p,p,p,p). Aqui, p es la densidad de energia del fluido y p la presién;
ambas son funciones del tiempo solamente, y normalmente se adopta una ecuacién de
estado del tipo p = wp, en donde w es el indice barotrépico. Por ejemplo, si w = 1/3 el
contenido material corresponde a un fluido de radiacién, que es una buena aproximacién
en las etapas tempranas del universo. En cambio, si w = 0 se tiene un fluido de tipo
polvo, en donde las particulas no interactiian entre si; este tipo de comportamiento es
consistente con el tipo de materia que observamos en la actualidad, constituida por

galaxias distantes en baja o nula interaccién mutua.

Como mencionamos, las ecuaciones de Einstein determinan el comportamiento del
factor de escala a(t). Si consideramos A = 0, la componente y = v = 0 de (1.7) nos
dice

H2+ﬂ%::§ﬂp, (1.27)

a 3

que se conoce como ecuacion de Friedmann. Aqui hemos definido el pardmetro de
Hubble H = a/a, que es en definitiva la variable cosmolégica relevante. El valor actual
del parametro de Hubble se encuentra en el seno mismo de una controversia debido
a las evidencias observacionales provenientes de distintas fuentes experimentales (ver
[11]). Notemos que la ecuacién de Friedmann es una ecuacién en derivadas primeras
de la métrica. Si consideramos, en cambio, las ecuaciones espaciales r —r, 0 — 0 y
¢ — ¢, obtenemos una sola ecuacion en derivadas segundas debido a la homogeneidad

e isotropia de los 3-espacios de curvatura constante, a saber

47

H*+H=—
* 3

(p+ 3p). (1.28)

Es posible resolver las ecuaciones de Friedmann en varios casos simples, pero tam-
bién relevantes. De hecho, es probable que la seccién espacial del universo visible sea
compatible con k£ = 0. En este caso, si consideramos un fluido de radiacion, obtenemos
un factor de escala a(t) oc t'/2, mientras que para un fluido en forma de polvo, se tiene
a(t) oc t/3. Sin embargo, a menudo es més 1til conocer el comportamiento cualitati-
vo correspondiente a cada solucion. Si por ejemplo se toma A = 0 y se considera un
universo con energia positiva (p > 0) y presiéon no negativa (p > 0), entonces de la
Ec. (1.28) se tiene que H < 0. Como de las observaciones se sabe que el universo se
estd expandiendo (H > 0), esto significa que el universo se esté desacelerando. Esto es
justamente lo que se esperaria ya que la atraccion gravitacional se opone a la expan-
sién. Sin embargo, hoy sabemos que el universo se encuentra en expansion acelerada

debido, probablemente, a la existencia de una constante cosmoldgica A positiva y muy



1.4 Ejemplos de soluciones exactas 15

pequena, generando un factor de escala a(t) o Exp(Hyt), en donde Hy = /A/3.

En cualquier caso, el hecho de que el universo esté en expansion implica que al
seguir su evolucién hacia atras en el tiempo, el mismo se habria originado en una
singularidad geométrica, en donde a(t = 0) = 0. Esta singularidad es el Big Bang,
y no es producto de una incorrecta eleccion de coordenadas, ya que los invariantes
geométricos son divergentes ahi. Por ejemplo, el escalar de curvatura para el caso
kE=A=0es

R=6(2H*+ H), (1.29)

que es divergente cuando t — 0, pues H y H lo son para factores de escala represen-
tativos del universo temprano.
Por otro lado, la evolucién del universo a futuro depende del valor del pardametro
k. Para k <0, la Ec. (1.28) implica
87 ||

H*= —p+

g0+ 5 >0, (1.30)

Por lo tanto, H nunca pasa por 0. Y como se sabe que actualmente H > 0, entonces
H > 0 para todo tiempo y el universo se expande para siempre, aunque cada vez mas
y mas lento (en ausencia de constante cosmoldgica). En cambio si k > 0, la Ec. (1.28)

queda
L L

3 a?’

Debido a que el universo se diluye al expandirse (p — 0 cuando a — 00), entonces

H? (1.31)

la Ec. (1.31) implica que, si a crece indefinidamente, H? se volverfa negativo, lo cual
no es posible. Por lo tanto, debe haber un limite superior para a(t) a partir del cual
decrece. Y como H < 0 para todo tiempo (ver Ec. (1.28)), esto lleva a una contraccién

inevitable hacia una nueva singularidad, el Big Crunch.

1.4.4. Otras soluciones

Existe un nimero adicional de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein.
Entre ellas, se encuentra el espacio-tiempo de Reissner-Nordstrom, que corresponde
a un agujero negro estatico, esféricamente simétrico, eléctricamente cargado, y sin

constante cosmoldgica. En coordenadas esféricas usuales (¢,7,0, ¢), toma la forma
OM ¢ oM ¢\
ds® = — (1——+q—2) dr* + (1——+q—2) dr? + 12d0?, (1.32)
r r r r

donde M y q se identifican con la masa y la carga del agujero negro, respectivamente.
Esta geometria posee muchas propiedades interesantes, pero no es fisicamente del todo

relevante puesto que los agujeros negros son eléctricamente neutros.
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En cambio, el agujero negro rotante, o solucion de Kerr, posee una enorme im-
portancia astrofisica. Este objeto corresponde a la solucion de vacio, estacionaria, con
momento angular J y A = 0 de las ecuaciones de Einstein. En coordenadas esféricas

usuales (t,7,0,¢), toma la forma

2 2

2M 4 M in?(# b 2
d52 _ (1 _ ’I") dt2_ T a S ( )dtd¢+—2 Sinz(e)d¢2+%d7’2+02d92, (133)
p

p p

donde
Alr)y=r*—2Mr+ad*, (1.34)
p(r,0) = r* + a* cos*(6), (1.35)
X(r,0) = (r* + a*)* — A(r)a*sin*(0) , (1.36)

con a=J/M.

Observaciones directas muestran que en los centros galdcticos se encuentran aguje-
ros negros de Kerr supermasivos. Tal es el caso del presente en nuestra propia galaxia
[12], [13], [11], asi como del que habita la galaxia Messier 87 [15].

Finalmente, no podemos dejar de mencionar la existencia de soluciones que descri-
ben ondas gravitacionales, que se producen por efecto de masas aceleradas (al igual
que las ondas electromagnéticas se producen por la presencia de cargas aceleradas).
Estas ondas fueron observadas por primera vez hace 7 afios [10] y fueron emitidas por
la fusién de dos agujeros negros de 29 y 36 masas solares a una distancia de unos 1300
millones de anos luz. En la actualidad, la astronomia de ondas gravitacionales es una
disciplina en pleno desarrollo, basada en la deteccion frecuente de ondas gravitacionales
producidas por orbitas o colision de objetos compactos en las més remotas regiones del
universo, como es el caso de las recientemente observadas que fueron producidas por

un sistema binario de estrellas de neutrones [17].

1.5. Singularidades

Nos remitiremos en esta seccién a hacer unas breves observaciones generales sobre
la idea de una singularidad espacio-temporal. Esta es un area muy técnica desarrollada
en los anos sesenta y setenta, principalmente por Penrose y Hawking [18], [19], [20], v
también, entre otros, por Geroch [21] y Schmidt [22]. Referencias estdndar sobre los
fundamentos y primeras etapas en el drea son [6] y [7].

Tal como vimos en el caso de la métrica de Schwarzschild y en las soluciones cos-
moldgicas del tipo FRW, en no pocas ocasiones, las soluciones de las ecuaciones de

Einstein presentan ciertos problemas asociados con singularidades del espacio-tiempo.
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En el caso de la métrica de Schwarzschild, tenemos un “punto” (r = 0) en donde la
curvatura del espacio-tiempo diverge y en donde convergen en un tiempo finito todas
las geodésicas que ingresan en la regién r < 2M. Es importante mencionar que al consi-
derar la méxima extensién analitica de la geometria de Schwarzschild (coordenadas de
Kruskal), la singularidad corresponde no a un “punto”, sino a una hipersuperficie es-
pacial que se encuentra en el futuro de todo observador que ingrese a la regién r < 2M,
ver, por ejemplo, la Seccion 6.4 de [6]. Esto muestra que el cardcter de la singularidad
no esta en modo alguno especificado a priori, sino que estd condicionado por la carta
local utilizada en la descripcion del espacio. Por otro lado, no todas las geodésicas de
la geometria de Schwarzschild terminan en la singularidad; algunas, como las que co-
rresponderian a observadores libremente gravitantes que orbitaran el agujero negro de
Schwarzschild, no encontraran la singularidad en ningin evento futuro. En este senti-
do, la singularidad de curvatura fuerte (recordemos que el invariante de Kretschmann
diverge en r = 0, Ec. (1.24)), caracteristica de la geometria de Schwarzschild, no es
universal.

En el caso de las métricas del tipo FRW, vimos que al extender hacia atras en
el tiempo la evolucién del factor de escala a(t), éste se anula, con lo cual toda la
materia del universo se concentra en un tinico punto de densidad infinita: la singularidad
inicial del Big Bang. En alusién a lo previamente comentado en el caso del agujero
negro, la singularidad de curvatura fuerte correspondiente al Big Bang si es universal.
Todas las geodésicas causales (nulas y temporales) son incompletas hacia el pasado,
puesto que todas ellas se interrumpen en la singularidad en un tiempo propio finito
aproximadamente igual a unos catorce mil millones de anos.

Es dificil dar una definicion general sobre qué es una singularidad. De hecho, no
existe un criterio final al momento en lo que concierne a este punto. En otras areas
de la fisica, una singularidad esta generalmente asociada a la divergencia de alguna
magnitud en algin lugar del espacio-tiempo, como por ejemplo, el campo electrostéatico
y la energia de una carga puntual en el origen. Sin embargo, aqui es el espacio-tiempo
mismo el que presenta un comportamiento singular, haya o no campos de materia en
él.

Una primera e importante caracterizacion del concepto de singularidad, correspon-
de a la completitud geodésica. En efecto, se podria definir en primera instancia un
espacio regular (opuesto a singular), como aquel cuyas geodésicas causales (temporales
y nulas) son todas completas. Esto significaria que se podria extender indefinidamente
la linea de mundo de cualquier particula (masiva o no), tanto al pasado como al futuro.
Este criterio es importante, puesto que es operativo. En principio, con la maquinaria
suficiente, se podria resolver completamente la ecuacién de la geodésica en un cier-
to espacio, y determinar asi si éste es regular o no. Bastaria encontrar una geodésica

incompleta para declarar al espacio como singular.
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Sin embargo, atin siendo geodésicamente completo, el espacio podria ser singular en
el caso en que una curva causal (esto es, no necesariamente una geodésica causal), fuese
incompleta. Las curvas causales no geodésicas también revisten mucha importancia
fisica. De hecho, el lector de estas lineas, como aquel que las escribe, se encuentra en
este momento en movimiento no geodésico en su escritorio. Un astronauta en su nave
espacial, también se encuentra recorriendo una curva temporal no geodésica una vez que
enciende los motores de su cohete. En este sentido, seria fisicamente cuestionable decidir
sobre la regularidad o no del espacio sélo en términos de la completitud geodésica.
De hecho, el criterio adoptado en [7], que puede considerarse sin duda la referencia
seminal en el area, es la completitud de las curvas causales, y no solo de las geodésicas.
Desafortunadamente, este criterio es poco operativo porque, a diferencia de las curvas
geodésicas, las caracterizacién de todas las posibles curvas causales admitidas por un
dado espacio es practicamente inabordable.

En lo que concierne a este trabajo, alcanzara con tener en cuenta el estudio de
la curvatura para decidir sobre la regularidad o no de un cierto espacio. Esto debe
analizarse de una manera que sea independiente de la eleccion de coordenadas, ya que
como hemos mencionado, los cambios de coordenadas alteran la forma en que se observa
la singularidad. La manera de hacerlo es a través de los invariantes R, R% Ry, R Rypeq
y otros escalares polinomiales en el tensor de curvatura y sus derivadas. En el Capitulo
3 volveremos sobre esta cuestion luego de introducir el toy model que servira de base

para el estudio a realizarse en el Capitulo 4.



Capitulo 2
Analogo 6ptico del espacio-tiempo

En este capitulo se aborda el estudio de la gravedad andloga en los medios 6pticos
de tipo Plebanski-Tamm, cuya génesis puede rastrearse hasta el primer cuarto del siglo
pasado [23]. Sin embargo, no fue sino hasta las contribuciones de Plebanski [21] que el
formalismo fue desarrollado en su totalidad, en el contexto del estudio de la electro-
dindmica en el espacio-tiempo curvo de la Relatividad General. Para una exposicion

completa, consultar [25].

2.1. Deduccidon de las ecuaciones de Plebanski-Tamm

El punto de partida de la analogia son las ecuaciones de Maxwell, que en el vacio

pueden escribirse segin

OF

V- E = 4ry, va—E_zmj, (2.1)
_ _ . 0B
V-B=0, VxE+%—t=O, (2.2)

donde F y B son el campo eléctrico y de induccién magnética respectivamente, o es
la densidad volumétrica de carga y J es la densidad de corriente eléctrica. En formato
covariante, valido no sélo para para coordenadas arbitrarias en el espacio plano, sino

también para un fondo curvo, las Ecs. (2.1) y (2.2) se escriben

V. F* =4n J", (2.3)
OuFve + 0, F5, + 0,F,, =0, (2.4)

donde J” = (p, J) es la cuadri-corriente y F),, es el tensor de campo electromagnético
Fo=0,A, —0,A,=-F,,. (2.5)

19
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Aqui, A, = (¢, A) es el cuadri-potencial, siendo ¢ el potencial escalar y A el potencial

vector a partir de los cuales los campos resultan

_ 0A
V-2, (2.6)

x A. (2.7)

E
B

I
<}

En coordenadas cartesianas (z1,x2.x3) el tensor de campo electromagnético toma la

forma
0 —E —FE, —F;
E, 0 By -B
Fo=|"" ° 1. (2.8)
Ey, —By; 0 B

Es By —-B; 0

Por otro lado, en un medio dieléctrico, e incorporando el campo de desplazamiento

eléctrico D y el campo magnético H, las ecuaciones de Maxwell en el espacio plano se

escriben
o _ _ D _
VD =4np, VXH—%—t:ZLWJ, (2.9)
_ - _ 0B

La idea es interpretar a las ecuaciones en el vacio curvo (Ecs. (2.3) y (2.4)), como ecua-
ciones en presencia de un medio material en el espacio plano, escritas en coordenadas

cartesianas (Ecs. (2.9) y (2.10)). Para eso, definamos al tensor H*” de acuerdo a

HY = /=Gg"g" (211)

con lo cual, las componentes covariantes F),, se relacionan con H"” segin

1 A
——— GG H",
V=g """

donde g = det(g,,). Pediremos ahora que las componentes cartesianas contravariantes

F,, = (2.12)

H" verifiquen
0 Dy Dy Ds
-Dy 0 H; —H,

v = : (2.13)
Dy —H, 0 H
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Por lo tanto, introduciendo una nueva cuadri-corriente J# = \/—g.J*, las Ecs. (2.3) y

(2.4) se escriben

V, H" = 4r J*, (2.14)
a,qu/o + 8VFU,u =+ aO'F,LLI/ =0 ) (215)

De esta forma, investigaremos si existen relaciones constitutivas consistentes, es
decir, relaciones entre las componentes cartesianas F, D, By H de tal forma que
la identificacién que motiva la analogia, se realice. Debido a (2.12), estas relaciones
constitutivas involucraran a las caracteristicas del espacio-tiempo a través de la métrica
Ju- En lo que sigue es importante tener en cuenta que los indices griegos pu, v, etc,
corresponden a coordenadas espacio-temporales, mientras que los latinos i, j, etc, a
coordenadas cartesianas en 3D. Esta distincién es necesaria puesto que la intencion
es relacionar las ecuaciones de Maxwell en un fondo curvo, con aquellas en el espacio
plano 3-dimensional, a expensas de introducir relaciones constitutivas representativas

de un cierto medio material.

Por medio de las Ecs. (2.8), (2.12) y (2.13) se obtiene

1
E; = —Fy = ——ngoxgipH)‘p

1 . )
= = (900 95, D7 — goj gio D’ + €11 9o; gin ")
1 , 1
= \/—_—g(gio gjo — 9ij goo) D’ — =g ikl 9o ginH' . (2.16)

Para simplificar este resultado se puede utilizar la identidad g,\g* = 4y, de donde se

deduce

gngt =0= g0 = ——g"g;, (2.17)
Joo

9™ = gjog" + ging™ = 4t (2.18)
Luego de combinar ambas expresiones, obtenemos
ik 1 i
g Jkj — —9k0g50 | = 5j . (2-19)
goo

Por lo tanto, contrayendo con g™ ambos miembros de la Ec. (2.16) y usando las Ecs.
(2.18) y (2.19) se tiene

mi Joo mi 1 j 1 mi l
Toge V=g T (220)

~~ T —gro g0
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Observemos que en el miembro derecho de la Ec. (2.20), al reconocer que g, g™ =
O — gro g™, el ultimo término resulta proporcional a €ji goj gro- Dado que €;x es
antisimétrico y goj gro es simétrico en j y k, entonces este término se anula. Por lo
tanto, de la Ec. (2.20) se obtiene

ya . 1
D,, = ——ggmZ E; — —é€jm go; H'. (2.21)
Goo Joo

A continuacion, se consideran los tensores duales de Hodge de F),, y H"” que son, por

definicién,
* Ry — 1 prof F
= VG (2.22)
1
*H,, = 5,/_—g €uvap H . (2.23)

En coordenadas cartesianas, *F'*” y *H,,, toman la forma

0 By, By, DBj
-B, 0 —E3 E

1
FW = — : 2.24
vV —g —BQ E3 O —E1 ( )
—-Bs —FE, E 0
0 —-Hy —H, —Hj
Hy 0 —=Ds D,
“H =+/— 2.25
w g H, D 0 _D, ( )
Hs —Dy Dy 0
Ademaés, las relaciones dadas por la Ec. (2.12) se transforman en
*H;w =V _gguAgup*F)\p>
. 1 . (2.26)
P = —__gg’“g”” Hy,.
Entonces de las Ecs. (2.24), (2.25) y (2.26) obtenemos
1 * * TN
H; = ——"Ho = —goxrgip I, (2.27)

v—9
1 1
= — = (900 915 — 905 gio) Bj + —\/__gejkl 90 gl - (2.28)
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Finalmente, contrayendo con ¢"™ y usando las Ecs. (2.18) y (2.19), llegamos a

; 9oo » 1 1 »
g =7 (gj googog]o) A=Y ! (2.29)
~ ;;,7: O —gro g0

J

Nuevamente, al desarrollar el dltimo término, g;z¢g™ se anula por ser €k antisimétrico
Y 9oj gko simétrico en j y k. Por lo tanto, de la Ec. (2.29) se obtiene

B, = Y=Y ! (2.30)

——_ggmi H; + —¢€jmi g0 B .
oo dJoo

Las Ecs. (2.21) y (2.30) son las ecuaciones constitutivas de Plebanski-Tamm, y pueden

ser expresadas en forma vectorial como

eyl
=i
uf

D=K

=K

+1 X

: (2.31)
: (2.32)

well
f
=i
es]]

X

donde las componentes de la matriz K y el vector I' son

Ky =Yg (2.33)

-4

r, =%m. (2.34)

En resumen, las ecuaciones completas para el electromagnetismo en los medios de
Plebanski-Tamm son las ecuaciones de Maxwell (Ecs. (2.9) y (2.10)) junto a las ecua-
ciones constitutivas (Ecs. (2.31) y (2.32)).

Notemos, una vez més, que las relaciones constitutivas (2.31) y (2.32), debido a las
definiciones (2.33) y (2.34), no son covariantes; ellas solo son vélidas en coordenadas
cartesianas fijas al medio material, y aplican a métricas estacionarias (independientes
del tiempo). Esto ultimo es evidente puesto que la matriz K oficia tanto de permeabi-
lidad, como de permitividad relativa del medio 6ptico, y las ecuaciones (2.9) y (2.10)

son validas solo si esas cantidades son independientes del tiempo.

2.2. Ondas cuasi-planas

La electrodindmica en los medios 6pticos de Plebanski-Tamm esta descripta, en-
tonces, por las ecuaciones (2.9) y (2.10) y las relaciones constitutivas (2.31) y (2.32).

Consideraremos ahora las ecuaciones sin fuentes, y propondremos soluciones de tipo
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onda cuasi-plana de la forma

eyl

I

t) = Eo(T)exp [iko (k(Z) T —1)],
,t) = Ho(Z)exp [iko (k(Z) -z —1)],

(
(

f

5]

donde Ey(z) y Ho(Z) son las amplitudes complejas de los campos y el vector k(Z) es

el vector de onda adimensional. En primer lugar examinemos las ecuaciones para los

rotores:
- 0B
EF=—
V x @t ,
- _ 0D
H=—.
V x Y

Introduciendo el ansatz (2.35), la Ec. (2.37) se reduce a

V x B =V x Eyetho®@z=t) (V(k-7) x Ey) el

ol
—~

8l
N2

8

L
=

&
|

de donde obtenemos,

_ 1 - _ - _ N T
B = |:7v X EO + V(k' : f) X EO eZkO (k(z)-2-1) .
Lo

Comparando con la Ec. (2.32), se sigue que

L Ko
Finalmente, reordenando llegamos a

ik:o_lﬁx Oz(v(kf)—f—F)XEo—Kﬁo,

y con un procedimiento analogo partiendo de la Ec. (2.38) obtenemos

ik‘o_l?x Oz(v(kf)+F>Xﬁo+KE_‘o

1 v I (1. n ) k(Z)-T — — - . -\
TV x Eo+ V(k-T) x Eo} otho F@D -0 — [KHy — T x Ey) 'ho F@a-0)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

Examinemos ahora la estructura de las ecuaciones de Maxwell para las divergencias en

ausencia de fuentes, esto es

R
ST
[

© o
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Estudiemos primero la Ec. (2.44). Usando la Ec. (2.31) se tiene

V-D

||
<
=
5
+
<
’,%
X
=
||
<
=
5
+
<
X
Z
S8
|
L
a
X
=

(2.46)
Imponiendo el ansatz de las Ecs. (2.35) y (2.36), vemos que el término V- (KE) resulta

V- (KE) =V - (KE) ek F0 4 kY (k- z) - (KEp) etho #3-0) (2.47)
mientras que el término V x H puede escribirse

VxH = ikyV(k-)x Hy,e™E0 (T x Hy)elho®0),
= [V(k-2) x Hy—iky"(V x Ho)] i ko €™ 70, (2.48)

Utilizando la Ec. (2.43) podemos reemplazar el factor entre corchetes en la ultima

ecuacion, de modo que
v X FI = —(F X ﬁo + KE())ZI{IO eiko (k-2—1) = —1 ]{?0 (F X H + KE) s (249)

con lo cual obtenemos
[ (VxH)=—ikyl'- (KE). (2.50)

Finalmente, combinando las Ecs. (2.46), (2.47) y (2.50) se llega a la expresién de la

divergencia segin
V-D=[V- (KE)+ikoV(k-7) (KE)+(VxT)-Hy+ikT - (KE)] ek e

Debido a que estamos considerando las ecuaciones sin fuentes, la condicion V- D =0
implica

V- (KEy) +iky [V(k-z)+T] - (KEy)+ (VxT)-Hy=0. (2.51)
El ejercicio recién efectuado puede hacerse partiendo de (2.45). En este caso obtenemos
V- (KHo) +iko [V(k-2)+T] - (KHp) — (V xI)-Ey=0. (2.52)

En resumen, el electromagnetismo en medios de PT caracterizados por la matriz K y
el vector T', estd descripto por las Ecs. (2.42), (2.43), (2.51) y (2.52), con tal que se
consideren ondas cuasi-planas del estilo (2.35) y (2.36).

2.2.1. Analogo 6ptico para la métrica de Minkowski

Este caso es importante por cuanto nos permite reobtener la electrodinamica “usual”.
Si consideramos la métrica de Minkowski (Ec. (1.8)), de las definiciones (2.33) y (2.34),
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tenemos

K=1I, I'=0, (2.53)

con I la matriz identidad de 3 x 3. Por lo tanto las Ecs. (2.42), (2.43), (2.51) y (2.52)

se reducen a

iky'V x Eg=V(k-7) x Ey— Hy,
iky'V x Hy=V(k-z) x Hy+ Ep,
V. By+ik V(R 2)- By—=0,
V- -Hy+ikoV(k-z)-Hy=0.

&I

Una pregunta obligada es como obtenemos las ondas planas monocromaticas usuales
en este formalismo. Esto es respondido al considerar Ey, Hy y k independientes de Z,

con lo cual se tiene

0o=kx FEy, (2.58)
By = —k x Hy, (2.59)
k-Ey=0, (2.60)
k-Hy=0. (2.61)

Las Ecs. (2.58), (2.60) y (2.61) nos dicen que k L Fy, k L Hyy Ey L Hy, mientras que
reemplazando (2.58) en (2.59), nos queda

Eo =—k X (k X Eo) = kQEo, (262)

donde usamos A x (B x C') = B(A-C)—C(A- B) y la Ec. (2.60). Entonces, de esto se
sigue que k? = 1, que no es otra sino la relacién de dispersién usual. Vemos, asi, que al
considerar el medio andlogo correspondiente al espacio de Minkowski, reobtenemos la
propagaciéon de ondas electromagnéticas planas usuales. Como veremos en el capitulo

4, estas soluciones sélo existen en este caso particular.

2.3. ()ptica geométrica en medios de Plebanski-Tamm

En la aproximacion de la optica geométrica se consideran variaciones pequenas,
tanto para los campos como para el vector de onda, sobre escalas de longitud tipicas de
la longitud de onda k;'. Por lo tanto, se puede despreciar la contribucién del término
del miembro izquierdo de las Ecs. (2.42) y (2.43) y del primer y ultimo término de las
Ecs. (2.51) y (2.52). Adicionalmente, se aproxima también V(k - Z) ~ k, puesto que
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V(k-Z) =k + v, con v dado por

ok ok ok ok
! 2x2+ 3x3, 1x1+—2x2+

0xq Oy 0o O

v (01‘1 T + afl'l

Ok Oky Ok, Oks )
I3 ) .

3, Oz r1+ D25 To+ D25

El vector v se aproxima por el vector nulo en éptica geométrica debido a que soélo
contiene derivadas del vector k. Llamando p = k + I, para la aproximacién de éptica

geométrica se obtiene entonces

pxEy—KHy, = 0, (2.63)
px Hy+KE, = 0, (2.64)
pKE, = 0, (2.65)
p-KHy = 0. (2.66)

Vemos que usando las Ecs. (2.63) y (2.64), las otras dos se cumplen trivialmente.
Ademés, combinando las Ecs. (2.63) y (2.64) obtenemos

K ' {px [K ' (px Ey)]}+1E =0, (2.67)

donde T es la matriz identidad. Puede demostrarse (ver Apéndice de [20]) que la Ec.
(2.67) adopta la forma

{(25®P)K+ [det(K)—PTKP}I}Eozé, (2.68)

donde ® indica el producto tensorial entre vectores, definido como

C1 Cia1 Ciaz C10a3
c®Ra= Co &® ( a; Qo as > = CoGy CoQg CoG3 ,
C3 C3Q1 C3Q2 C30a3

para dos vectores ¢ y a. Ademds, en orden de obtener soluciones no triviales, se de-
muestra que necesariamente la cantidad entre corchetes en la Ec. (2.68) debe anularse,

es decir,
H =det(K)—p"Kp=0. (2.69)

Esta ecuacion de vinculo constituye la relacion de dispersién de la éptica geométrica
de Plebanski-Tamm. Adema&s, H puede verse como el Hamiltoniano que gobierna la
propagacién de los rayos de luz en el medio éptico, ver, por ejemplo, [27], [28] v [29].

Dado que el Hamiltoniano H(Z(t),k(t)) definido en la Ec. (2.69) no depende explici-

tamente de t, se conserva durante la evolucién temporal. Es decir, a lo largo de una
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curva parametrizada por ¢, tenemos

dH _ dz - dk
—zozviﬁ-—f+v,;H-E, (2.70)

V-H = —— 2.71
ViH = - (271)
_ dx

PH=— 2.72

donde V; = (9/0vy, /vy, d/vs) para v = (vy, vz, v3). Cabe destacar que, ademds de
las Ecs. (2.71) y (2.72), debe tenerse en cuenta que H = 0, como lo indica la Ec. (2.69).
En [26] se dedujeron expresiones analiticas explicitas para el sistema (2.71)-(2.72).
En efecto, el miembro derecho de (2.71) resulta
dk - _ _ 1 )
- = [PT(K;p+ 2K p;) — det(K) tr(K'K;)] é; . (2.73)
Aqui é; son los versores canénicos en R?) tr(A) se refiere a la traza de la matriz A,
y K; = 0K/0x;. Quizés sea importante remarcar que K; son tres matrices, cuyas
componentes se obtienen de derivar a cada una de las componentes de K con respecto
de la coordenada x;. Por otro lado, la Ec. (2.72) puede evaluarse directamente a partir
de (2.69), obteniéndose
Z—f = —2Kp. (2.74)
Por 1ltimo, se debe incorporar la condicién H = 0 que, usando la Ec. (2.69), implica
det(K) = pTK p. Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento para los rayos de luz en

los medios de PT resultan finalmente

dz

— = —2Kp 2.
dt D, (2.75)
dk _ . ) 1.

o5 = P [K; —tr(K Ki)K]p+2Kpi]€i. (2.76)



Capitulo 3

Toy Model

En este capitulo abordaremos la construccion y caracterizacién de un modelo de
espacio-tiempo presentando una singularidad desnuda de curvatura fuerte, que tiene
la virtud de ser lo suficientemente simple como para conducir a resultados exactos vy,
a la vez, lo suficientemente relevante desde un punto de vista fisico. La singularidad
es desnuda puesto que no esta wvestida por ningin horizonte de eventos. Este tipo de
singularidad puede considerarse particularmente nociva, puesto que sus efectos pueden

ser vistos al no estar blindados por la presencia de un horizonte.

Es de notar que la obtencién de resultados exactos en el contexto del estudio de
las singularidades espacio-temporales va mas alld de una mera cuestion de elegancia;
la propia naturaleza de una singularidad de curvatura fuerte implica la divergencia de
algin escalar geométrico y, consiguientemente, de cantidades fisicas como la densidad
de energia, presion, y fuerzas tidales. Esto implica que un desarrollo “perturbativo”
de las cantidades fisicas en torno a una singularidad debe ser efectuado con mucho
cuidado, puesto que en este caso se estaria indagando sobre el comportamiento de
escalares, funciones, tensores, etc., en la vecindad de un “lugar” donde la propia es-
tructura geométrica del espacio-tiempo no esta definida. A modo de ejemplo simple y
heuristico, el tratar de obtener una solucién aproximada en la vecindad de una singu-
laridad, serfa como intentar desarrollar en serie de potencias la funcién f(z) = 1/z en

torno a x = 0. Simplemente, es una mala idea.

., Por qué no intentar caracterizar, sin mas, el campo electromagnético en el medio
andlogo descripto por la geometria de Schwarzschild? En primer lugar, deberiamos
escribir la métrica de Schwarzschild en coordenadas cartesianas. Hay dos formas de
hacer esto, dependiendo del rango de las coordenadas cartesianas locales que se elijan.

A continuacién, diremos unas palabras sobre estas dos construcciones.

Luego de redefinir la coordenada radial en la métrica de Schwarzschild segin

1
7“—>,0:§(\/r2—2M7“+7"—M), (3.1)

29
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el intervalo (1.23) adquiere la forma isotrdpica

(1= M/2p)°

ds? = —— =00
T T T Mp2p)

dt* 4 (1 + M/2p) (dp? + p*dQ?). (3.2)
De esta manera, si identificamos a p como la nueva coordenada radial, la métrica puede

escribirse

(1 —M/2p)?
(1+ M/2p)?

entendiendo que p* = 2% + y* + 2% Sin embargo, el cambio de coordenadas (3.1) es

ds? = — dt* + (1 + M/2p)*(da® + dy* + dz?), (3.3)

vélido sélo si r > 2M (notar que si r = 2M, entonces p = M /2, y la parte temporal de
la métrica se anula), asi que la métrica (3.3) representa a la geometria de Schwarzschild
solo en el exterior del agujero negro. Esto la vuelve, entonces, inadecuada para estudiar
la singularidad en 7 = 0. En la Ref. [30] puede encontrarse un estudio numérico sobre
la propagacién de la luz en el andlogo éptico de la métrica (3.3).

Por otro lado, uno puede escribir el intervalo (1.23) directamente en coordena-
das cartesianas, sin la necesidad de redefinir la coordenada radial. En este caso ob-

tendriamos

ds? = —(1 — 2M/r) dt® + da® + dy® + d=* + (zdx+ydy+zdz)?, (3.4)

r(r—2M)
en donde 7? = 2% + y% + 2%, Asf escrita, al igual que el intervalo original (1.23), la
métrica es valida en r > 0 — {2M}. Sin embargo, ahora sus componentes dependen
explicitamente de las tres coordenadas cartesianas, ademas de tener términos cruzados
que no existian en las coordenadas esféricas usuales. Estos dos factores hacen del andli-
sis un proceso mucho méas complicado, en especial si el propdsito es la obtenciéon de
resultados exactos. Al momento, hasta donde sabemos, no existen resultados exactos
en medios andlogos épticos de la geometria de Schwarzschild.

En las secciones siguientes introduciremos el toy model que servird de base para el

analisis que efectuaremos en el proximo capitulo.

3.1. Meétrica

Consideremos entonces la métrica
ds* = —z?dt* + da® + dy? + dz?, (3.5)

con p un numero real. Debido a su simplicidad, la métrica (3.5) da lugar a solo dos

componentes no triviales del tensor de Ricci, a saber

Ry = (—14p)pa® ™", R, =(1—p)pa~? (3.6)
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y al escalar de curvatura
R=g"R,, =2(1-p)px> (3.7)
Esto implica que el tensor de Einstein G*, = R*, — %Rg“u es

G*, = diag (0, O.plp—1)z%pp—1) x_2>. (3.8)

Ademas, para tener una idea mas acabada de la geometria local, podemos calcular los

invariantes de Ricci (R?) y Kretschmann (K), dados por
R*=R"R,, =2(p—1?2p*s ", K= R, R"" =2R" (3.9)

Debido a las ecuaciones de Einstein en ausencia de constante cosmolégica, G*, = 871",

es claro que la métrica en cuestién da lugar, via (3.8), a un tensor energfa-momento

1
T'UZ‘I - 8_dl(lg <07 pr (p - ]') x_Qap (p - ]') I'_2>. (310)
T

Es evidente que las elecciones p = 0 y p = 1 llevan a un tensor energia-momento
nulo, correspondiente al vacio. Asimismo, los invariantes geométricos (3.7) y (3.9) son
nulos para estas elecciones de p, lo cual nos sugiere que estos dos casos dan lugar a
una geometria local idéntica a la del espacio de Minkowski. Desde luego, si p = 0,
esto es evidente puesto que la métrica (3.5) es directamente la de Minkowski, no sélo
localmente, sino también en términos globales. En cambio, el caso p = 1 es ligeramente
mas sutil; quizas convenga, entonces, detenerse unos momentos en este caso. Para eso,
basta considerar en (3.5) el 2-intervalo ds? = —z%dt? + dz* = x*(—dt* + dz*/z?), que

invita a considerar el cambio de coordenadas x — X definido por
dX? =dz*/2*, — X = Log(z), (3.11)

en donde se omitié una constante de integracién irrelevante y se considerd, sin pérdida
de generalidad, solo el signo + al tomar raiz cuadrada. La Ec. (3.11) implica entonces

que z = FExp(X), o sea que el 2-intervalo puede escribirse de manera conforme como
ds* = BExp(2X)(—dt* + dX?). (3.12)

Un tltimo cambio de coordenadas (¢, X) — (2%, 2!) lleva la 2-métrica (3.12) a una for-
ma explicitamente Minkowskiana. Definamos las nuevas coordenadas (z°, z') de acuer-
do a

2° = Exp(X) Cosh(t), z'= Exp(X) Sinh(t). (3.13)
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Es un ejercicio directo el mostrar que, luego de hacer el cambio en los diferenciales, se

obtiene

ds®> = Exp(2X)(—dt* + dX?) = (dz°)* — (dz')?, (3.14)

asi que la 4-métrica (3.5) con p = 1 queda
ds® = —(dz")? + (dz°)* + dy® + d=?, (3.15)

la cual describe (localmente) al espacio de Minkowski con coordenada temporal x!. Sin

embargo, de las definiciones (3.13), vemos que se verifica
0<a2’<o0, —o0<z'<oo, 2°>2z!, (3.16)

con lo cual (3.15) describe la porcién del espacio de Minkowski en donde se verifica
2% > z!. Esta porcién del espacio de Minkowski se conoce como la cunia de Rindler.
Esto es, la métrica (3.15) describe localmente al espacio de Minkowski, pero difiere
en sus propiedades globales. Sin embargo, los invariantes (3.7) y (3.9) caracterizan la

geometria local, y es por eso que resultan nulos en este caso.

Debido a las consideraciones precedentes, la métrica (3.5) describe un espacio de
curvatura no constante toda vez que p # 0y p # 1. Como atestiguan los escalares (3.7)
y (3.9), exceptuando los casos triviales p = 0 y p = 1, el espacio-tiempo posee una
singularidad en x = 0, que no depende del valor de p, y que no se encuentra oculta por
un horizonte de eventos. Esto nos sugiere fijar el parametro p, sin pérdida de generali-
dad; de ahora en adelante tomaremos p = —1. Entonces, desde ahora consideraremos
la métrica

ds® = —x72dt* + da® + dy® + d=*. (3.17)

Notemos que el tensor energia-momento (3.10) no representa ningin tipo de materia-
energia usual. Sin embargo, esto no constituye un impedimento en absoluto, puesto que
la analogia gravitatorio-6ptica descripta con detalle en el capitulo anterior, no reposa
en el hecho de que la métrica tenga que ser soluciéon de las ecuaciones de Einstein,
en el sentido de que tenga que representar la geometria asociada a una cierta distri-
bucion de materia-energia correspondiente a fuentes necesariamente fisicas. Dicho de
otro modo, para el estudio de la analogia gravitatorio-éptica, no es necesario que las
fuentes se correspondan a un tensor energia-momento necesariamente conservado en

forma automadtica, esto es, que la derivada covariante de T*, sea nula.

Como motivacién adicional para el estudio de la métrica (3.17), mas alld de la sim-
pleza y las propiedades mencionadas, podemos destacar una de cardcter méas pragmati-

co. En efecto, a nivel computacional, el intervalo (3.17) se asemeja al espacio de Kasner
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[31], descripto por
ds® = "' dx® + 2?2 dy? + 2?2 d2? — 2Pt (3.18)

Esta métrica es solucion de vacio de las ecuaciones de Einstein si los parametros veri-

fican las ecuaciones

pr+pstpi=pi+1, ps+ps+pi=(1+p)> (3.19)

Notemos, sin embargo, que la métrica (3.17) no pertenece a la familia paramétrica
definida por (3.19), aunque computacionalmente hablando presenta varias similitudes.
En este sentido, el estudio y caracterizacion de la electrodindmica en medios 6pticos
descriptos por la métrica (3.17), constituye un primer paso significativo hacia el anélisis

de modelos basados en métricas mas realistas y con mayor significancia fisica.

3.2. Geodésicas

Como primer paso hacia la caracterizacién del toy model, necesitamos estudiar las
geodésicas causales (nulas y temporales). Para eso, es necesario calcular los simbolos de
Christoffel (1.3) que, para la métrica (3.17), resultan inmediatos. Los tinicos simbolos
no triviales son

rt, =—-aot I%% =-173 (3.20)

tx

con lo cual las ecuaciones de las curvas geodésicas (1.6) adquieren la forma

2

2
% =0, (3.23)
% =0, (3.24)

en donde 7 es el parametro afin de las curvas. De estas ecuaciones obtenemos directa-

mente las coordenadas y y z

y(1) =yo + ar, (3.25)
2(1) = 20 + B, (3.26)

en donde v, 29, a ¥ [, son constantes de integracion. Es claro que en la subvariedad

t =cte, x =cte, las geodésicas son lineas rectas, puesto que esta subvariedad se corres-
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ponde al 2-plano euclideo. Para proseguir, es necesario discriminar entre geodésicas
nulas (ds* = 0), y geodésicas temporales, o tipo tiempo (ds* < 0). Es de notar que las
lineas rectas (3.25) y (3.26) son tales, independientemente del tipo de geodésica que se

considere.

3.2.1. Geodésicas nulas

En este caso, la condicién ds? = 0 se traduce en

dz* dx”
=0, 3.27
I dr dt ( )
lo cual implica
1 /dt\? dz\?

Combinando las Ecs. (3.22) y (3.28) obtenemos una ecuacién diferencial no lineal de

segundo orden para la coordenada x como funcién del parametro afin, esto es

d*z dz\>  ,
cuya solucién resulta
2 2
I(T) -4 (601(T+C2) +Qf 4+26 ecl(T+62)) 7 (330)
1

con ¢; y ¢y constantes. Si o? + 32 # 0, esta expresién tiene un valor minimo dado
POr |Z|min = v/ @? + (2/c1, que se alcanza en un valor finito del parametro afin 7. En
cambio, si o + 32 = 0, la expresién (3.30) deviene en una exponencial pura, lo cual
implica que z = 0 sélo se alcanza asintéticamente. Esto nos indica que el espacio tiempo
es geodésicamente completo en el sentido nulo: las geodésicas nulas nunca alcanzan la
singularidad en valores finitos del parametro afin. Como veremos en un momento, la
constante de integracién c¢; tiene que ver con la energia del fotén, por lo tanto la
singularidad sélo se alcanzaria en la situacion no fisica en la cual ¢; fuera a infinito.
Por otro lado, la constante ¢y es un offset del parametro afin que, debido a que puede
tomar cualquier valor en la recta real, resulta irrelevante. Tomaremos, entonces, co = 0
de ahora en més.

Mas adelante necesitaremos también la relacién entre el tiempo coordenado t y el
pardmetro afin 7, sobre las geodésicas nulas. Usando la Ecs. (3.28) y (3.30), la solucién

para t(7) es

e—2 c1T

t(r) = +
() =+552

[—(@® + 8%)* +16c1e* 7 +16 (0 + B%) 27 7] 4¢3, (3.31)
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Figura 3.1: Geodésicas nulas en el plano (z,y) considerando ¢; = 1 y tomando distintos valores
para las constantes yo y o + 32 en las Ecs. (3.25) y (3.30).

con cg constante.

En la Fig. 3.1 se muestran varias geodésicas nulas en el plano (x,y) considerando

c1 = 1 y tomando distintos valores para las constantes 3y y o? + 5%

3.2.2. Geodésicas tipo tiempo

La caracterizacion de las geodésicas tipo tiempo no es necesaria en el contexto de la
analogia optico-gravitatoria, puesto que ésta alude a la propagacién del campo clasico
de Maxwell (esto es, un campo no masivo), en un fondo curvo; por esta razon, sélo las
geodésicas nulas entraran en juego, y lo haran en el contexto de la 6ptica geométrica,
como veremos en la Seccién (3.4). Sin embargo, desde “el lado de la gravedad”, el
estudio de las geodésicas (nulas y temporales) es crucial para entender la estructura

geométrica del espacio, en particular, el tipo de singularidad presente.

El caracter temporal de las geodésicas implica

Gy dr dT

_i (3:)1 (§>2<_(a2+52). (3.33)

Por lo tanto la ecuacién para z(7) queda

e dz >
22T (_x) =72 (3.34)

dr?

<0, (3.32)

que se traduce en
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en donde 7?2 > a? + 2. La solucién a esta ecuacién es formalmente idéntica a la del

caso nulo, esto es,

2(7) = + <e0” L e_c”) . (3.35)

Nuevamente verificamos que el espacio-tiempo es geodésicamente completo, ahora en
el sentido temporal. Las geodésicas temporales no alcanzan la singularidad en = 0 en
ningun valor finito del parametro afin 7, que en este caso puede ser interpretado como

el tiempo propio del observador masivo libremente gravitante.

Andlogamente, la solucién para t(7) es la misma que la indicada en la Ec. (3.31),

pero reemplazando o? + 3% por 42 > o? + %

Las curvas geodésicas podrian haber sido obtenidas también, aprovechando la sim-
plicidad de la métrica, a través de la conservacién de la norma de la cuadrivelocidad
y utilizando las cantidades conservadas asociadas a las coordenadas ciclicas y, z. Este
procedimiento, por supuesto, es equivalente a resolver las ecuaciones de las geodésicas,
pero es quizas un poco mas cristalino desde un punto de vista fisico. En efecto, sobre

geodésicas temporales, tenemos

P'py = gup'p’ = —m?, (3.36)
en donde m es la masa de la particula, y p* = mdz" /dr es el cuadrimomento. Debido
a que la métrica no depende de y, z, las componentes covariantes del cuadrimomento

Dy ¥ P son constantes de movimiento, esto es

Py = Gyy D’ = gyymdy/dT = mdy/dr (3.37)
P2 = 0. P° = g mdz/dT = mdz/dr. (3.38)

Integrando se obtiene (comparemos con las Ecs. (3.25) y (3.26)),

y(r) =yo+ o7, (3.39)

Z:Z
=z04+ = 3.40
2(1) = 2o = T, ( )

lo cual nos permite identificar a las constantes o y 3, en el caso de las geodésicas
temporales, segin o = p,/m y B = p,/m. En el caso de las geodésicas nulas de la
seccion anterior, a y [ son simplemente las constantes de movimiento asociadas a las

componentes y, z, respectivamente, del cuadrimomento del foton.

Ademas, la componente temporal covariante del cuadrimomento es la energia E de

la particula, esto es
dt m dt

E—=np — t_— — = 3.41
Pt = gupP = gum dr 22 dr ( )
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La expresion (3.36), desarrollada en componentes, se escribe

2 o (deN2 9 9
xE*+m e +p, +p;=—m, (3.42)

la cual nos permite obtener
2
d_x = _1— 2 2 2 2 A
) == (/) — (/) + €0, (3.43)

en donde e = E/m. Derivando (3.43) respecto a 7 tenemos

dr d*z , dr

es decir »
x 2
W =re (345)
cuya solucién es
(1) =d1e®” +doe ", (3.46)

con d; y do constantes. Ademds reemplazando (3.46) en la Ec. (3.43) obtenemos

o = LRI )

Finalmente, tomando d; = +e¢? vemos que esta constante juega el papel de e en

(3.30), por lo que la eliminaremos de la expresién, que resulta entonces

o(r) = + <e67+1 + (py/ﬂlij (p2/m)* e_eT> | (3.48)

que se condice con la expresion (3.35) al identificar

cp = €, (349)
=1+ + 52 =1+ (p,/m)* + (p-/m)*. (3.50)

Algo andlogo ocurre en el caso nulo de la seccién anterior, sélo que e es simplemente

la energia del foton.

3.3. Estructura causal

Una vez obtenidas las geodésicas causales, podemos proseguir con la caracteriza-
cion global del espacio. Para obtener el diagrama de Penrose asociado a esta métrica,

debemos realizar los consabidos cambios de coordenadas, tal como vimos para el caso
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del espacio de Minkowski (Seccién 1.4.1). En primer lugar, nos restringimos al plano
(t,z) y consideramos el cambio de coordenadas x = 4+ ?/2, de modo que dx? = z*dx?

y la métrica queda
ds? = - (—dt® + dx?) (3.51)
o : :
Luego, pasamos a coordenadas nulas u, v dadas por
u=x+t, v=x-—t, (3.52)

con lo cual la métrica resulta ahora

B du dv

ds® = .
u—+v

(3.53)

La estructura global del espacio se aprecia mejor al compactificar, pasando a nuevas

coordenadas U y V, de acuerdo a

U = arctan(u), V = arctan(v), (3.54)
m m m
U<, _Z<y<Z :
_U_2, Q_V_Q’ (3.55)

de modo que la métrica toma la forma
ds® = cos 2(U) cos 2(V)(tan U + tan V)~ 'dU dV . (3.56)

Por ultimo, efectuamos un cambio de coordenadas final con el objeto de “deshacer” el
caracter nulo de las coordenadas U y V' y restituir la carta Minkowskiana usual X, T,

esto es

X=U+V, T=U-V, (3.57)
—nm<X+T<7n, —n<X-T<m. (3.58)

con lo cual la métrica queda

1
w2

ds* = — (—dT? +dX?) , (3.59)

con w? = (cos T 4 cos X)* (tan (X41) + tan (¥57)), que se anula en X = 0.
En la Fig. 3.2 se muestra el diagrama de Penrose obtenido con estas coordenadas,

en las que el espacio queda dividido en dos regiones desconectadas: la region I, con

2? = 2y, v la regién II, con 2? = —2y.
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Figura 3.2: Diagrama de Penrose para la métrica toy model. La curva vertical central seniala la
posicién de la singularidad. La lineas punteadas rojas representan curvas geodésicas temporales
con distintos valores de 7 en la expresién de la Ec. (3.35) (simultdneamente se tomaron distintos
offset en el pardmetro 7 para mantener la simetria ante el cambio 7 <» —7 en cada curva).

3.4. ()ptica geométrica en el medio analogo

Es nuestra intencion en lo que queda de este capitulo, discutir la éptica geométri-
ca en el espacio-tiempo recién presentado. Esto nos permitird visualizar la analogia
gravitatorio-optica en funcionamiento, puesto que las geodésicas nulas descriptas en

detalle en la Seccién (3.2.1), adquirirdn la forma de rayos de luz en el medio andlogo.

La matriz K y los vectores ['y p = k + ' (ver Ecs. (2.33) y (2.34)), asociados a la

métrica (3.17), toman la forma

K = 2|1, (3.60)
=0, (3.61)
k1
ks

en donde I es la matriz identidad de 3 x 3. Notemos, entonces, que el toy model nos
conduce a un medio material isétropo pero inhomogéneo. El Hamiltoniano de la éptica

geométrica, Ec. (2.69), queda entonces

H = |z|(2® — k¥ — k3 — k3). (3.63)
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Por lo tanto, la condiciéon H = 0 implica
r® = ki + k3 + k3, (3.64)

y las ecuaciones de Hamilton (2.71) y (2.72) se escriben explicitamente como

by = —sgn(x)(3a” — K — k3 — k3) (3.65)
i = —2|z|k, (3.66)
ko =0, (3.67)
y = —2|z|ks, (3.68)
s =0, (3.69)
5= —2|x|ks, (3.70)

donde sgn(z) es la funcién signo de x. De las Ecs. (3.67) y (3.69) tenemos que ky y
ks son constantes de movimiento (momentos candnicos conjugados), asociadas a las
coordenadas ciclicas x; y x2, mientras que las Ecs. (3.68) y (3.70) pueden resolverse

una vez obtenido el x(t). Por lo tanto nos centramos en las Ecs. (3.65) y (3.66).
Reemplazando la Ec. (3.64) en la Ec. (3.65), obtenemos
ey = —2 sgn(z) 22. (3.71)

Por otro lado, podemos también obtener k; derivando la Ec. (3.66), esto es

foy = 1 (x—2 — x) : (3.72)

Combinandolas, se tiene

ir—i* —42'=0. (3.73)

Sin embargo, la condicién H = 0 implica también, al combinar las Ecs. (3.64) y (3.66),
que debe verificarse
i? =42 (2® — k3 —k3). (3.74)

La solucién de las Ecs. (3.73) y (3.74) para k2 + k2 # 0 es

Vo + k3
sin <\/k;22 k(21 + c)> ’

con C' una constante de integracién. Notemos que en estas expresiones, t es un parame-

z(t) ==+

(3.75)

tro asociado al tiempo; esto no es contradictorio, puesto que (3.75) describe un rayo de

luz en el espacio (de hecho, en el medio material), no se trata de una geodésica nula en
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Figura 3.3: Trayectorias de luz en el medio andlogo en el plano (z,y) considerando k3 = 0,
C =1y tomando distintos valores para las constantes ko y D en las Ecs. (3.75) y (3.77).

el espacio-tiempo. Vemos que el valor minimo de |z| es / ko + k32, por lo que z = 0 no
es alcanzado por rayos de luz, al igual que lo sucedido en el caso de las geodésicas nulas
en el espacio-tiempo. La solucién (3.75) representa la curva anéloga a la geodésica nula
(3.30) y, claramente, los momentos canénicos constantes ks y k3 representan el andlogo
de las componentes conservadas del momento del fotén p, y p..

Para el caso ky = k3 = 0, la solucién de las Ecs. (3.73) y (3.74) toma la forma

—1

=53¢

(3.76)

Nuevamente, x = 0 tampoco se alcanza para un t finito. Esta solucién es la analoga a
la “exponencial pura” obtenida de (3.30) al tomar o = = 0.

Por otro lado, usando la Ec. (3.68) obtenemos y(7) (andlogamente para z(7) usando
la Ec. (3.70)) para el caso en el que k3 + k3 # 0:

y(t) = D £+ 2 kg arctanh (COS(O) — tan ( ko + k32t> sin(C’)> : (3.77)

siendo D otra constante de integracion. En la Fig. 3.3 se muestran posibles trayectorias
de luz en el plano (z,y) considerando k3 = 0, C' = 1 y tomando distintos valores
para las constantes ks v D. Vemos que las trayectorias son similares a las geodésicas
nulas exhibidas en la Fig. 3.1. De hecho, un mapeo exacto entre los rayos de luz y
las geodésicas nulas puede ser obtenido al elegir convenientemente las constantes de

integracién involucradas.






Capitulo 4

Toy Model: ecuaciones completas

En esta seccién consideraremos las ecuaciones completas para el campo electro-
magnético en el medio andlogo correspondiente a la métrica (3.17). Recordemos que,

en ausencia de fuentes, estas ecuaciones son

_ _ D
V.-D=0, VXH—aa—t:O, (4.1)
_ o B
V-B=0, VxE+aa—t:O, (4.2)

B—KH-TxE, (4.4)

en donde las componentes de la matriz K y del vector I se obtienen a partir de la

métrica espacio-temporal segiin

goo goo

Como vimos en la Seccién 3.4, la métrica (3.17) da lugar a los siguientes objetos
K=|z|]I, T=0, p=|k]|. (4.6)
Empezaremos el andlisis, a modo introductorio, caracterizando la electrostatica en el

medio andlogo.

43
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4.1. Electrostatica

Consideramos un campo electrostatico en el medio material. Para esto, volvemos
sobre las ecuaciones constitutivas (4.3) y (4.4). Utilizando las Ecs. (4.6) y proponiendo
E = E(z) y H = 0 obtenemos

D=|z|E, B=0. (4.7)

Reemplazando en las Ecs. (4.1) y (4.2), quedan s6lo dos ecuaciones no triviales

V- (|z|E) =0, (4.8)
x E=0. (4.9)

<] [

De la Ec. (4.9) tenemos E = —V¢, que puede ser combinada con (4.8) para obtener

26 106 06 9

0 T var T T (4.10)

Esta ecuacion para el potencial electrostatico es separable luego de proponer ¢ =
X ()Y (y)Z(2). Llamaremos x* y a® a las dos constantes de separacién (la tercera

constante de separacién se escribe en término de estas dos). Entonces tenemos

22" (x) + o)/ (z) + k*x(x) = 0, (4.11)
Y'(y) +a*Y(y) =0, (4.12)
Z"(2) = (a*+K)Z(2) =0, (4.13)

cuyas soluciones son

Ao+ Byl i =
yolz) = { o+ Bolnt) #oe=0, (4.14)
AgJo(kx) + B.No(kx) si k#0,

Co+ D i =0
Yo(y) =4 0T oY o amw (4.15)
Cpe'®Y+D,e " si a#0,

Fy+ Gy = si K2+a?=0,

Z s a(2) = 4.16
el { Flaype e~ Vritalz +G 2402 eVt gi k24 a2 £0, 10

donde Jy y Ny son las funciones de Bessel de primera y segunda especie, respectiva-
mente, y Ay, By, Ca, Do, Fr2ia2 v Gu2iq2 son constantes.

La solucién general de la Ec. (4.10) es una combinacién lineal de las soluciones

o(x,y, 2 ZZX” Y) Z2102(2) . (4.17)

elementales
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Luego, se presenta una situacién interesante: la posible regularidad del potencial elec-
trostatico en x = 0. Notemos que el efecto de la geometria no trivial provista por el
toy model, se traduce en el término con derivada primera en (4.10). Este término es
el responsable de la aparicién de funciones cilindricas, ain en presencia de una geo-
metria aparentemente “cartesiana”’, en donde el potencial quedaria caracterizado por
funciones trigonométricas. Esto invita a pensar que quizds podriamos obtener solu-
ciones regulares en x = 0 al imponer las condiciones apropiadas, al igual que sucede
en el electromagnetismo “habitual” en presencia de simetria cilindrica. Es eso lo que
efectivamente sucede, como veremos enseguida. Sin embargo, es importante tener en
cuenta que, en el caso habitual con simetria cilindrica, la regularidad es impuesta por
razones netamente fisicas, esto es, puesto que no medimos cantidades divergentes en
el laboratorio. En la situacion presente, en cambio, la regularidad no puede darse por
sentada, puesto que x = 0 representa una singularidad de curvatura fuerte en donde ni

siquiera puede asegurarse que las cantidades fisicas estén definidas.

La fuente de la posible divergencia del potencial se encuentra sélo en el término
logaritmico y en la funcién Ny(kz) de la Ec. (4.14), con lo cual la regularidad quedara
asegurada si, tanto By como todos los By, son nulos. Adicionalmente, podemos consi-
derar la identificaciéon x = L con x = —L, que se corresponde a “plegar” el material
en la direccién x. Esto implica entonces que x.(L) = x«(—L), y que x.(L) = x..(—L),
con L > 0. La primera condicién se cumple para todo L ya que Jy(z) es una funcién
par. Debido a esto su derivada es impar y, por lo tanto, la condicién de borde sobre la

derivada implica
Xe(L) = X, (=L) = 0. (4.18)

De esta manera tenemos que necesariamente % > 0. En particular, puesto que Ji(z) =
—Ji(z), para el caso k? > 0, se tiene k = k,, = 1,/ L, con 1, el enésimo cero de J;(z).

Como Jy(x) es una funcién par, basta con considerar n > 0.

Para visualizar mejor las caracteristicas del potencial, podriamos considerar un me-
dio analogo bidimensional tomando z constante. Este medio provendria de un espacio-
tiempo 241 dimensional. En este caso tendremos sélo una constante de separacion,
puesto que a? = —k? < 0. Asi, al haber identificado z = L con z = —L, el plano (z,y)

se pliega para dar lugar a una superficie cilindrica donde el potencial queda

Tin T

L

Tln

) (e—”T"y 4D, eTy> . (4.19)

¢(I7y) :CO+D0y+ZCn<]O<
n=1

La determinacién completa del potencial (esto es, de las constantes Cy, Dy, C, y
D,,), como siempre, requiere de la especificacién de condiciones de borde sobre una
curva cerrada que delimite la superficie bidimensional (en el caso 2D en consideracién).

Debido a que ya establecimos la identificacion de x = L con x = —L, podriamos
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especificar el potencial ¢(z,y), por ejemplo, sobre dos rectas de y constante, pidiendo

d(z,y1) = ¢1(x) v d(x,y2) = ¢o(x). Entonces, usando que

/OLxJO (mzx) Jo (mZﬂc) dp — 5nm%2 olzin))? | (4.20)

/OL:CJO ("“Zﬂ dr =0, (4.21)

tenemos
L 2
Tin T L 2 ( _Tin Z1n
x J z)dr = C,, — (Jy (210 e L N4D, e V) 4.22
| e n (25 o = (o (oan))? ( ). @
L L2
0
L 2
Tin L 2 ( _Fin Zin
x J z)dr = C,, — (Jy (1 e L 24D, e ) 4.24
| o n (BE) ot = (o (o)) ( ). @2
L L2
0

De estas relaciones podemos despejar todas las constantes con sélo saber ¢1(x) y ¢o(x).
Observemos que, en caso de considerar ¢; y ¢ constantes, utilizando la relacién (4.21),
se anulan todas las C,, con n > 1, y queda ¢ = Cj, por lo que el campo electrostatico

es nulo en todo el medio material.
En la Fig. 4.1a se muestra un grafico de vectores para el campo electrostatico que

resulta del caso en que L = 3, y; = —1, yo = 1, con las funciones ¢;(z) = ¢o(x) = |z|.
Ademas, en la Fig. 4.1b se muestra explicitamente la simetria cilindrica debida a la
identificaciéon de x = L con © = —L. Para este caso, las constantes C,, v D, que

provienen de las relaciones (4.22)-(4.25) quedan

21 ({3111, 3h-4)
Co=2, Cp=— 1 (n>1), (4.26)
(chn i) (p(a1a))?

Dy=0, D,=1 (n>1), (4.27)

siendo F' la funcién hipergeométrica generalizada, dada por

“ (a1)p - (ap)n 2"
qu({ala'-'7a’p}7{b17"'7bp}72>:me7 (4.28)
n=0
donde usamos el factorial ascendente o simbolo de Pochhammer:
(@) =1, (4.29)

(@), =ala+1)(a+2)...(a+n—-1) (n>1). (4.30)
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Figura 4.1: (a) Gréfico de vectores para el campo electrostatico correspondiente al potencial
eléctrico dado por la Ec. (4.19), para el caso en que L = 3, y; = —1, yo = 1, y se eligieron las
funciones ¢1(z) = ¢2(x) = |z| en las Ecs. (4.22), (4.23), (4.24) y (4.25). (b) Mismo gréfico pero
plegado sobre una superficie cilindrica, dada la simetria para x entre —L y L. La linea vertical
remarca la singularidad en = 0. (¢) Densidad de energia electrostatica U(xz,y) en el medio
material para el mismo caso.

Adicionalmente, podemos calcular la densidad de energia U(z,y) = D - E/(87) en el
material. En la Fig. 4.1c¢ se muestra la densidad de energia para el mismo caso que el de
las Figs. 4.1a y 4.1b. Notemos que la densidad de energia estd perfectamente definida
en toda la recta z = 0; de hecho, es nula alli. En este sentido, la energia electrostatica

es inmune a la presencia de la singularidad de curvatura en x = 0.
Cabe aclarar que, para la confeccién de los graficos de la Fig. 4.1, el calculo del

potencial electrostatico se realizé truncando en n = 10 la serie que se explicita en
(4.19). Este procedimiento es perfectamente valido ya que la serie ) a,, con a, =

21
Cn Jo (%) e "W es convergente. Para ver esto, observemos que

—— =0, (4.31)
5
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6 o .
y dado que ) 1/n5 converge, por ser g > 1, entonces por el criterio de comparacion
por paso al limite, la serie > |a,| es también convergente. Es decir, la serie > a,, es

absolutamente convergente.

Luego de la digresién 2-dimensional, consideremos nuevamente el potencial en tres
dimensiones. En concordancia con lo anterior, podemos pedir también una periodicidad
en y, por ejemplo identificando y = M con y = —M. Para esto, debemos pedir o? > 0.
Ademss, en la expresién de la Ec. (4.15) nos queda Dy = 0y C, = D, para a? > 0,
T ) y como es
una funcion par, basta con tomar m > 0. Por lo tanto el potencial queda

é(x,y,2) = A00+Booz+ZZAnmJ0 <x1£x> cos <m]\74ry)

n=1 m=1

( Vs 1p /B ("M)Qz)_ (4.32)

en particular, & = mm/M con m entero. De esta forma Y (y) o cos (222

Para determinar las constantes A,,, y Bnn podemos especificar el potencial sobre dos
secciones de z constante: ¢(z,y, 21) = ¢1(z,y) v ¢(x,y, 22) = ¢a(z, y). Entonces, usando
las Ecs. (4.20), (4.21) y

M mmy (m'ﬂy) M
cos cos dy = Oy — 4.33
/0 ( M > M 2 (4:33)

/M Ccos (mj\gy> dy =0, (4.34)
0

tenemos

nm? 9
x ( () 5 1B, e (T)2+<"M>2ﬂ> : (4.35)
L M L2
/ dx/ dyx ¢1(x,y) = (Aoo + Boo 21) ?M, (4.36)
0 0
L M " mmy M L? 9
/0 dx/ dy x Jo ( i )COS (7) Pa(z,y) = Anm? B (Jo (z1n))
x ( () +(55) = 4B o (T)2+("XI)2Z2> , (4.37)
L2
/ dx/ dy x ¢2(x,y) = (Ao + Boo 22) ?M, (4.38)
0 0

de donde podemos despejar las constantes.
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4.2. Electrodinamica

Estudiaremos ahora las ecuaciones completas para los campos en el caso de ondas
cuasi-planas (Ecs. (2.42), (2.43), (2.51) y (2.52)) para la métrica dada por (3.17).

Usando las Ecs. (4.6), tenemos

zko_l?x 0= ( ff‘)XE_'Q—|{E|H0, (439)

iky'V x Hy=V(k-z)x Hy+ |z| Ey, (4.40)

V- (|2|Ey) +ikoV(k-7) - (|z|Ey) =0, (4.41)

V- (|lz|Hy) +ikoV(k-Z)- (|Jz|Hy) = 0. (4.42)
De la Ec. (4.39) es inmediato despejar Hy, esto es

o]

Reemplazando la Ec. (4.43) en la Ec. (4.42) obtenemos

V- (|2 Ho) +i ko V (k- 7) - (|2|Ho) = V (|2]) - Ho + |2|V - Ho + V(k - z) - (V x Ep)
1 _

—(V(k-z)x Ey—iky'V x Ey) +|z|V-Hy+V(k-z)- (Vx Ep) , (4.44)

donde usamos que V(k - z) - (V(k - Z) x Ey) = 0. Para la divergencia de H, tenemos

_ _ 1 - - _ _ _ _ _
2|V - Hy = - (V(k-Z) x By —iky'V x Ey) +V (V(k-T)x Ep),  (4.45)

cuyo primer término cancela exactamente, entonces, el primer término de la Ec. (4.44).

En cambio, para el tltimo término de la Ec. (4.45) nos queda

)- (V x Ey) (4.46)

que anula el dltimo término de la Ec. (4.44). Por lo tanto la Ec. (4.42) se cumple
trivialmente. De este modo, las ecuaciones que quedan para los campos son (4.40) y
(4.41) con Hy dado por (4.43).

4.2.1. Ondas planas

Al igual que como lo hicimos en la Seccién 2.2.1 al tratar el medio material andlogo
isotropo y homogéneo correspondiente al espacio de Minkowski, es relevante saber si

existen soluciones de tipo onda plana en el fondo curvo descripto por la métrica (3.17),
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esto es, si el ansatz

esl]

&I

(
(

1) = Epexp [iko(k-z—1)], (4.47)
1) = Hpexp|iko(k-z—1)], (4.48)

nf

I

es compatible con las ecuaciones cuando Ey, Hy v k son vectores complejos constantes.
Si consideramos Ey, Hy y k independientes de 7 en las Ecs. (4.40), (4.41) y (4.43),

obtenemos

_ 1.
H[) = |—|kf X Eo, (449)
x
_ 1.
Eo=——F x o, (4.50)
]
sgn(z)ES +ikolz| k- Ey =0. (4.51)

Combinando las dos primeras ecuaciones nos queda

_ 1. - _ k2 _
|IL’|E() =——kxkx E() = _EO, (452)
|z ]
es decir, k* = 22. Sin embargo, habfamos pedido que k fuera independiente de z. Por

lo tanto, las ecuaciones no son consistentes cuando se impone el ansatz (4.47)-(4.48),

con lo cual no existen ondas planas en este medio material.

4.2.2. Vector de onda en la direccion 7 : campos independien-

tesdeyy z

Consideramos ahora una onda con vector k = k1(Z) &. En el Apéndice A se muestra
la forma que toman las Ecs. (4.40) y (4.41) para este caso, sin restringir la dependencia

de las amplitudes y del vector de onda en lo que respecta a las coordenadas.

Para el caso en el que las amplitudes y el vector de onda no dependen de las

coordenadas y, z, las ecuaciones se reducen a dimensiones tratables: definiendo F(x) =

Ok

Sz + ky, éstas terminan siendo

E* =0, (4.53)

i i OEY i [OF OEY i O?EY
— +F)|FEV - — | =?’EY+ — | —EY+F—22 -~ 0 4.54
</<:0m+ >[ 0 koﬁx] ’ 0+k0{8x 0o e ko Ox2 |~ (4:54)

i i OE? i [OF OF? i O*EF?
— 4+ F|)|FEF - —— % =?F 4+ — | —F* 4+ P02 —Z 0| (4,
(kox * ) { O ko 6$} S ko [(‘h ot or ko Ox? (4.55)

Por otro lado, la Ec. (A.4) se cumple trivialmente, y de la Ec. (4.43), las componentes
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de H quedan
Hi=0, (4.56)
HY — é [—F E: + %855} , (4.57)
Hi - ’% [F B %88—23] | (4.58)

Lo interesante de este caso es que las ecuaciones para las componentes eléctricas del
campo se desacoplan. Vemos que ademés E} ya queda definida (como nula) y que Ej

y E§ cumplen la misma ecuacion, cuya solucién es

e—%iko z(x+2k1(x)) (2 kO 021172 —j etko 2 Cg,z)

E(Z)/,z — 2 k‘o 9 (459)
con ¢* y ¢&* constantes. Por lo tanto, las componentes de Hy quedan
e—%iko z(z+2k1(x)) sgn(x) (2 k,o Ci,y ) el ko z2 C;;?J)

HY® =+ (4.60)

2 ko ’

donde el signo + corresponde a la componente y y el — a la componente z. O bien,

en forma equivalente, podemos escribir las componentes de Hy en funcion de las de Ej

segun
14 i el ko’
= 61
L= 5ai o™

donde el signo + corresponde a la componente y y el — a la componente z.

Por otro lado, podemos expresar k;i(z) en funcién de una de las componentes del

campo eléctrico invirtiendo (4.59), esto es

x 2nm i 2 ko EY7
Chl l . , 4.62
2 k’ox +l€0$ n(Qkoc?lJ’z_ichZ ezkon ( )

ki(z) = —
con n entero. O bien, reordenando

Y,z
. 1
2n7r—|—21n<Eg,z> i i

_ _z . o . i ko 2
ki(x) = 5 o o In (1 Tho I e ) . (4.63)

Dado que el k; debe ser el mismo tanto si lo calculamos a partir del Ef como del Eg,

de la Ec. (4.63) vemos que
_ 4 4q _q
& ' By E;

(4.64)

Como ejemplo concreto de aplicacion de los resultados recién obtenidos, podriamos
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pedir la constancia de Ey. En este caso, de la Ec. (4.63) tenemos

x c 1 e 22
ki(xr)=——=—-———1In <1 glho® _C3>, 4.65
1( ) 2 k’o X l{Q X + ( )
con . .
cy cy
c=2nm+1ln (Elw) , z,z =2ikge . (4.66)
0 51
Por lo tanto
EY* =cl* e, (4.67)
y las componentes de los campos quedan
EY = B} et ki(@)e g=ihot — o i = (1 + etho ’327"’3) e kot (4.68)
E* = E¢ '™ i@z g=ikot &t eﬂvkaozz} (1 + e““”Q*CS) e kot (4.69)
. . —1 12 . .
HY = HY etkoki@e o=ikot — (2 gon () e t (1 - eZkOIQ’Cg’) e kot (4.70)
. . —1 1;2 . .
H?* = H; ehohi@e o=ihot — ¥ o () e Eae (—1 + elk”LC‘“’> e ikt (4.71)

Para tener una comprensién més acabada de la estructura del campo electromagnético,
calculemos el vector de Poynting. Entendiendo que los campos electromagnéticos fisicos
son la parte real de las expresiones dadas en las Ecs. (2.35) y (2.36), el vector de

Poynting instantaneo viene dado por
S =Re [E] x Re [H] = (Re[EY]Re[H*] — Re [E*| Re [HY]) & . (4.72)
Sin embargo, lo fisicamente relevante es el promedio temporal, que resulta

_ 1 [T
<S>:—/ S(t)dt,
0

T
1 _ N
25 Re [(EO ezkgk-:p) % (HO ezkok-:p) i| ’
1 o T\ F T T\ K
:§ Re |:E(Z)/ ezk‘o k-T <H(,)z ezkgk-x) o Eg ezkokz-x (H(Z)J ezkgkm) :| 7. (473)

De aqui se obtiene
< S >=—elesl (|cY)? + |¢5]?) sgn[z]sinh (Re[ey]) (4.74)

lo que constituye un flujo de potencia constante en todo el espacio, aun en un entorno
de x = 0. Por lo tanto, vemos que la constante c3 determina las propiedades del flujo
de potencia. En el caso en que c3 tenga parte real positiva habra un flujo de potencia

constante hacia la singularidad, mientras que si tiene parte real negativa habrd un flujo
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constante saliendo de la singularidad hacia esas regiones. En particular, si ¢ = 0, no

hay flujo de potencia y los campos quedan

EY =2¢Y cos <k02x2) e kot (4.75)
E* = 2¢% cos (kO;Z) e kot (4.76)
HY = —2i¢j sgn(z)sin (k02$2) e kot (4.77)
H? =2ic} sgn(x)sin (k02x2> e kot (4.78)

es decir, tenemos una onda estacionaria. Es remarcable que, en cualquiera de los tres
casos, la potencia es finita en x = 0. Este constituye nuestro primer ejemplo dinamico
de la existencia de potencia finita en la “posicién” de la singularidad de curvatura, que

es una extensiéon del resultado previamente obtenido en el contexto de la electrostatica.

4.2.3. Vector de onda obtenido en la 6ptica geométrica

Si revisamos los resultados tratados en el contexto de la éptica geométrica (Ecs.

(3.64), (3.67) y (3.69)), vemos que el vector de onda obtenido oportunamente tiene la

ki(z) = /22 — k2, (4.79)

ke = cte, (4.80)
ks = 0. (4.81)

estructura

Si ky # 0 y real, entonces el cardcter real de ki(x) estd asegurado si x > ky. En la
Optica geométrica, como asi también al nivel de las geodésicas nulas en el espacio-
tiempo, los rayos de luz no alcanzan la singularidad en z = 0 (ver Fig. 3.3). Es por eso
que cabe preguntarse cudl seria el comportamiento de una onda electromagnética, mas
alla de la aproximacién de la optica geométrica, cuyo vector de onda estuviese dado
por (4.79)-(4.81). Notemos que de (4.79) se desprende

81{:1 x

e 4.82
o ki(x)’ (482)
82]{51 1 272

012 k(z)  K(z)’ (4.83)

(BibliotecalLeo FalicovCAB-IB)


tamara.carcamo
Texto escrito a máquina
(Biblioteca Leo Falicov CAB-IB)
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De este modo, recordando que F(z) =

%x + k1, la primera componente de la Ec.
(4.40) queda

i {FaEg _k2aEg d (aQEg B azEg) +F8Eg i (azEg azEg)l
Folx| dy

y oxdy  0y? 0z 00z 022
ko i (OE§ OEY
=|2|EY + — |FE§ — kg EY — 0 4.84
e + g [ - (- )] .
la segunda componente,
i sgn(x) i (OE] OFEY i OF OE}
FE —kEr — — (20 By 5 Y el ]
ko 2? [ k2 ( Oz 0y * kolz| | Ox Oz
OES i (O°EY 82E6” OE; i (O*E] O*E;
hs ox + ko ( or2  Oydx K 0z * ko \ 022 Yoz
F i (OE§ OFE}
_ y _ Y T 0
= [ol B - [FE — ky BT — (&E 5 )} , (4.85)
y la tercera componente
i sgn(z) i (OE¢ 8EI OE¢
FE; — — E —F
ko 2? [ < oz T ol ]{50|J}| 8x Oz
; 2 1z 2 z 2 1z 2 1y
+i 0" E§ 3E _k28E K O°E; O°Ej (4.86)
0x2 0201 y k y Yoz
ks . i (0E; OEY . i (0E: OE: )
||[k2E o 5) ) e (G- )| +wims
Asimismo, la Ec. (4.41) resulta
. OES  OE] OFE: , .
sgn(x)Ef + |x| ( 8$0 + 8y0 + 8z0> +ikolz| (FE§+kEJ)=0. (4.87)

Si consideramos Ey(z) = EZ(7)2, la Ec. (4.87) implica Ef = E¢(x,y) v las Ecs. (4.84)
(4.85) se cumplen trivialmente. Entonces, sélo resta estudiar la Ec. (4.86), que se
reduce a

i (ky 2x 2° xt i (1 227 OE;
Lo 2 o A LAY
[ko(x T +k:3)+ . +k2} ko <k0x+ i 1) 0z
L 2ik0B; 1 (PE; 0
ko 8y Ox? 0y?

0.

(4.88)
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Proponemos resolver esta ecuacion por separacién de variables, escribiendo la factori-

zacion Ef(z,y) = x(z) Y (y). Dividiendo la ecuacién por Ef y reordenando, obtenemos

i (ky 2z a3 s ! i i 2 22 X' (z)
T M) L (L §
|:]€0 (JI ]{?1 + k%) v k% kO k0$ - kl " ' X(I)
1L x"(x) 2ikY'(y)  1Y"(y)
- — — + — = C, 489
Bx@ ~ ko V) B YW 459

donde c¢ es la constante de separacién. De esta manera tenemos las dos ecuaciones

diferenciales no lineales

Y'(y) =kscY(y) = 2iko ke Y'(y), (4.90)
i (ki 2x a3 ,
S A T 92 Z_
[ko (a: I + k::f) + 2z° + P2 c| x(x)
7 7 2 12 1
—— —+— 42k )X (@) — 5X"(z)=0 4.91
ko (kox + k1 * 1) X($) ng (m) ’ ( )

cuya solucién sera dada en términos de funciones especiales, con lo cual se requiere
cierta paciencia en los pasos siguientes. En lo que sigue dividiremos el anélisis en dos

casos, de acuerdo a los posibles valores de la constante de separacion.

1. Caso ¢ + k2 # 0. Las soluciones son

Y(y) = e ef'ik()(ngr kgfc>y+c2 ef'ik()(kgf\/k%fc)y (4.92)

I

X('T) = e—%ikox(—x—l-Q v $2_k§) <C3 U (—A, 0, —1 ko ZUQ) +cq Lfgl)(_z kO Z’2)> >
(4.93)

en donde A = iky (c—k3) /4,y ¢; i = 1,2,3,4, son constantes de integracién.
En (4.93) hacen su aparicién la funcién hipergeométrica de Tricomi U(a,b, z) y

el polinomio generalizado de Laguerre L (x), definidos segun:

['(1—0) ro-1) 4.,
b2)=——7 M(a,b L by 1—-0,2—0b
(4.94)
1 ef:L‘t/(lft)
L9(z) = % dt 4.95
nr) =55 (1 — ettt (4.95)

dadas, a su vez, en términos de la funcién I'(z) y de la funcién hipergeométrica
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de Kummer M(a, b, z), cuyas expresiones son

['(z) :/ t*"te tdt, Re(z)>0 (4.96)
0
2 a2
M(a,b,z) = HZ:O T (4.97)

Debe mencionarse que la integral en la Ec. (4.95) se realiza por una curva en
sentido antihorario que rodea al origen y que no encierra al 1. Ademas, la fun-
cién Gamma puede extenderse para cualquier nimero complejo, excepto para los

enteros menores o iguales a cero, mediante la identidad
F(z4+1) =2I'(2). (4.98)

Para un compendio detallado de las propiedades de estas funciones especiales,
el lector puede consultar [32]. Por el momento, sélo interesa comprender el com-
portamiento de la solucién en (o cerca de) x = 0. Para esto, debemos ver los

desarrollos de las funciones especiales alrededor del origen:

U(—A,0, —ikor?) = —m + O(2?), (4.99)

LYY (=ikor?) =i koa® + O(2?). (4.100)

Notar que la funcién hipergeométrica U toma un valor no nulo en x = 0, mientras
que el polinomio generalizado de Laguerre L(A_l) se anula alli. Por lo tanto, la

funcién y(z) dada por (4.93) es regular en x = 0. Mds atn,

C3

:1611% x(x) = AT (—A) (4.101)

De este modo, el campo eléctrico es también regular en x = 0:
lim £ = h’né Re [X(x)Y(y) e’ kO(kl(x):erkzyft)}
T—r

z—0
—1 ko t—k‘o\/c—k‘%y
_cze <C1 +C2e2k0\/c—k§y>] ) (4.102)

= Re AT (—A)

En la Fig. 4.2 se muestra un grafico 3D de la componente 2z del campo eléctrico,
E* = Re (x(z)Y (y) e'foki@zthay=0) "para t = 0, y considerando ¢ = ¢3 = ¢4 =
1,0 =0, kg =10y ko = 1 en las Ecs. (4.92) y (4.93). Se puede apreciar la
regularidad de la solucién en x = 0, y la simetria del campo ante el cambio

T <> —T.

Una vez obtenido el campo eléctrico, podemos caracterizar el campo H usando
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Figura 4.2: Grafico 3D de la parte real de la componente 2 del campo eléctrico, para t = 0, y
considerando co =cg=1,c=c1 =c4 =0, kg =2y k2 = 1 en las Ecs. (4.92) y (4.93).

la Ec. (4.43):
1 i OF7
HY = — (ko B? — — 220 4.103
= (o8- 5 ) (10
1 Ok, i OF7
HY = — | — [ == ki) B + — 0 4.104
0 |x|( (ax“ 1) O+k0 Zh)? (4.104)
H: =0. (4.105)

Se sigue, entonces, que

1. —\/Wy—%iko (—x2+2x\/w+2 k2 y)

Hy(z,y) ~ ol

X (01 — cye?V kg(c’k%)y) \/k2(c—k3) [03 U (—A,0, —ikoz?) (4.106)

—|— Cy LE;I) (—2k0x2) ] s

Hg (l', y) = — %@)e_my_éiko (—%2—1—23:\/@4_2 ko y)

X (01 + cpe?V kg(c_kg)y) [2 csU (—A, 0, —ikox2)
—icsko(c — k3) U (1 — A, 1, —ikoz®)
+2e0 (209, 4 (—ikoa?) + L (<ikoa?) ) |.

(4.107)

Observemos que debido al factor 1/|z|, si c3 # 0, la componente = del campo H

) cerca de

diverge. Sin embargo, para c3 = 0, y debido al comportamiento de L(A_1
0 (Ec. (4.100)), H} se anula en x = 0. Entonces, para ¢3 = 0 ambos campos son

regulares en x = 0.

Una vez obtenido el campo electromagnético, calculemos el vector de Poynting.
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2t Vs N\ |/ VN 2 I J | |
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Figura 4.3: (a) Grafico de vectores para el vector de Poynting instantdneo considerando ¢ = 0,
c1=1,c=0,c3=0,ca=1,ky=1,kg=10y ¢t =0 en las Ecs. (4.92) y (4.93). (b) Grafico de
vectores para el vector de Poynting promediado en el tiempo, para el mismo caso.

Como en este caso E solo tiene componente z y H tiene componentes z e y, n0S
queda
S = —Re[E*] Re[HY] % + Re[E*] Re[H"] . (4.108)

Por otro lado, el promedio temporal del vector de Poynting resulta

_ 1 [T
<S>:T/0 S(t)dt

I N

25 Re [(EO ezko k:p) % (HO ezko k‘x) i|

= — 5 Re | Bje R (Hy e be) | g4 ~Re | Ej e R (Hy ek Fe) g,
(4.100)

Para el caso c3 # 0, la componente y del vector de Poynting S, diverge en z =0
ya que, como vimos, H§ diverge. Sin embargo para c; = 0 ambas componentes

del vector de Poynting se anulan en x = 0.

En la Fig. 4.3 se exhibe un grafico de vectores para el vector de Poynting ins-
tantaneo en el caso c=0,¢c; =1,c0=0,c3=0,c4, =1, ko =1, kg =10y t =0,
como asi también su promedio temporal. Vemos que el flujo neto de potencia es
en la direccién y, lo cual se condice con el caso de 6ptica geométrica en el que un
rayo se acerca en forma oblicua a la singularidad y luego se aleja al ser “repelido”

por ésta (ver Fig. 3.3 de las trayectorias de luz en la 6ptica geométrica).
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6F
B e e e S e e B B
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Figura 4.4: Grafico de vectores para el promedio temporal del vector de Poynting para el caso
co=cy=ko=1,co=c3=ko=c=0en las Ecs. (4.112) y (4.113).

2. Caso ¢ = kg = 0. Las Ecs. (4.90) y (4.91) quedan

Y"(y) =0, (4.110)

3% x(z) — a <L +4 sgn(cc):z:) X'(z) — —x"(z) =0, (4.111)

cuya solucion es

Y(y)=cay+c, (4.112)
1 . .
X(x) = 2—]{:0 e_%lko z(z+2|x|) <2 kO c3 — i ezko z2 C4> ’ (4113)

con ¢, i : 1,2,3,4, constantes. Nuevamente, el campo eléctrico resulta regular en

x = 0. En este caso, las componentes de Hy (Ec. (4.43)), quedan

¢y e~z thoe(@t2el) (¢, gikor® 49 oo ko)
253 Ja] |

Hi(x,y) = — (4.114)

sgn(z)
2 ko

H{(z,y) = e~ 3 tko ww4202) (5 ¢y ePR0 7% 49 ¢y ko)(ca + c1y), (4.115)

por lo que H{ siempre diverge en x = 0.

Una vez maés, el vector de Poynting instantdneo viene dado por la Ec. (4.108), y
su promedio temporal por (4.109). Por lo tanto, la componente y del vector de
Poynting instantaneo diverge en x = (0. Sin embargo, al promediar en el tiempo,
la divergencia desaparece. En la Fig. 4.4 se muestra un grafico de vectores para

el promedio temporal del vector de Poynting, considerando ¢; = ¢4 = ko = 1,
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co = c3 = 0. En forma similar a lo que sucedia en el caso analizado en la Seccion
4.2.2, no hay flujo de potencia a través de la singularidad, sino que el flujo de
potencia entra, o bien sale de ésta. Lo novedoso de este caso es que la magnitud

del flujo entrante o saliente depende de y.



Conclusiones

A partir de las relaciones constitutivas que describen la gravedad analoga en me-
dios opticos del tipo Plebanski-Tamm, se estudié el comportamiento del campo elec-
tromagnético en el medio andlogo de un modelo sencillo de espacio-tiempo (toy model),
el cual exhibe una singularidad de curvatura fuerte. Las ecuaciones completas que go-
biernan el electromagnetismo fueron resueltas de manera exacta en distintos escenarios,
tanto estaticos como dinamicos, revelando soluciones perfectamente definidas en la sin-
gularidad. En este tipo de soluciones, la luz parece no percibir la curvatura infinita del
espacio-tiempo.

Quisiéramos terminar comentando algunas potenciales lineas de investigacion que
surgen naturalmente de este trabajo. En primer lugar, como queda claro del anélisis
efectuado en la Seccién 4.2, no se encontraron soluciones presentando intercambio de
energia electromagnética entre las regiones x < 0 y « > 0 del espacio, esto es, que
representen ondas propagantes cuyo vector de Poynting atraviese la singularidad en
xr = 0. La ausencia de este tipo de solucion, creemos, se debe a la simetria ante el
cambio x <+ —x que posee la métrica (3.17). Esto implica que la componente < S >,
del valor medio temporal del vector de Poynting, si no es nula en x = 0, necesariamente
cambiara de signo ahi, con lo cual no habra transferencia de potencia entre una region
y la otra. Por otro lado, nuestras soluciones fueron obtenidas por medio de ciertas
restricciones impuestas de antemano en las Ecs. (A.1)-(A.3), a saber, la independencia
de las componentes de los campos y del vector de onda con las coordenadas vy, z, por
un lado, y la imposicién de una cierta estructura para el vector de onda, como fue el
caso en la Seccion 4.2.3, por el otro. La obtencion de soluciones exactas mas generales
es parte de una investigacion en curso.

Por supuesto, el objetivo en un futuro inmediato es utilizar la experiencia adquirida
en el desarrollo de este trabajo para caracterizar ciertas singularidades presentes en so-
luciones de las ecuaciones de Einstein. Tal es el caso, como mencionamos en el Capitulo
3, de la singularidad de curvatura fuerte presente en la métrica de Kasner (Ec. 3.18),
que constituye una solucién exacta de las ecuaciones de la gravedad en vacio. Desde
luego, hay muchos mas ejemplos, aunque no es claro si seran abordables desde el punto
de vista de la obtencion de soluciones exactas.

Finalmente, podemos mencionar que los modelos de gravedad andloga como el aqui
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estudiado podrian ser tutiles mas alld de su relaciéon con el estudio de las singulari-
dades espacio-temporales. Por ejemplo, con este formalismo se podria indagar sobre
la estabilidad de fondos curvos presentando anomalias causales, como es el caso del
espacio-tiempo de Goédel [33]. En efecto, la éptica geométrica es incapaz de brindar
informacion respecto de la estabilidad del horizonte de Godel ante la presencia de un
campo electromagnético, ver [26]. Esto es claro en el presente formalismo, puesto que
la 6ptica geométrica se corresponde con el estudio de las geodésicas nulas del espacio-
tiempo, y el universo de Godel no presenta geodésicas nulas cerradas, sino sélo curvas
nulas cerradas. Sin embargo, a través de las ecuaciones completas se podria intentar ca-
racterizar el campo electromagnético en la vecindad del horizonte de Godel, e investigar

asi la estabilidad en el proceso de formacion de curvas nulas cerradas.



Apéndice A

Vector de onda en la direccion z

En este breve apéndice consideraremos ondas cuasi-planas de la forma (2.35) y
(2.36) con k = k()& para el andlogo de la métrica toy model, Ec. (3.17). Como se
menciond en la Seccion 4.2 las ecuaciones resultantes para los campos son las Ecs.
(4.40) y (4.41) con H, dado por (4.43). Reemplazando (4.43) en (4.40), la primera
componente de la Ec. (4.40) queda

xT

i {8F ) OB _ Ok ok, OET i (aQEg 82E§)

Ralal |9y 0y T a2 0T By oy ko \Gwdy 02
=gy e [ ge g ()
+ % sgn() [F E§ — %x Ef - kio (%Ef - aab;g)} + || Ef (A1)

con F(x,y,z) = %x + kq. La segunda componente es

ox
Oky OE¢ B 0%k,

-t Y

8y$ 0z 5oz~ 0

i sgn(x) y Ok . i (OB OLEj i [ or ., 0Ly
ko 12 {F Eo dy £ ko \ Ox dy + ko|z| Eo—F ox
OF ok, OE% i (0°EYy O*E} 0%k,
Tpr M Y70, 0 _

* oy ° N 8yx ox * ko < oxz?  Oyox

z

Bydz - 0

ok, OEY i (O*E] O°E: Ok Ok, Ok,
-2 — - = |2|EY + 2 B - 2 EY
52 " 0z + ko ( 0z Oy0z 1B + 0z sen() dy Tho T g, T
i (OE; OFE§ F Ok, i (OE§ OFE}
SN (e R O Y NN 5 R P O N et R A2
ko ( dy 0z )} |z { O 9y T T ( dr 0y )]’ (4-2)
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y la tercera componente

i sgn(x) Ok i (OE; OFEY i OF OE; OF
FE; — —zEj — — ——FLE; - F —Ej
ko x2 { 0z 0" ko \ Oz 0z + ko|z| ox oz + 0z
N %m% N i 0?E: B 0?E? N 0%k, Ll 8k1 OE} 82k1$ .
0z Or ko \ 0x®  0z0x oyodz" " 0z 8y 0y?
(‘3/<;1 8EZ i (O*E; O°E} Oky Oky Ok,
M _ oM Ly Er — Ey
8y oy k (8 Gy(?z)} [1Eq dy sen(7) 83/3: 0z
i (OE§ 8Ey k1 i (OE; OFEY
—— FE; — EY — — 0 0 ). A3
ko < dy >] |x| [ Bz L0 ko < ox 0z )} (4.3)
Ademas la Ec. (4.41) queda
. OE; O0E] OE; , . Ok Ok .
sgn(x)Ey + || ( 6x0 8y0 620) + i ko|z| <FEO + a—ylx E + a—l zE; | =0.

(A.4)
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