
TESIS CARRERA DE MAESTRÍA EN CIENCIAS FÍSICA
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Instituto Balseiro
Universidad Nacional de Cuyo

Comisión Nacional de Enerǵıa Atómica
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Resumen

Se obtuvo la acción expĺıcita de dos tipos twists sobre el álgebra local de operadores

fermiónicos no masivos en 1+1 dimensiones. El primero de estos twists fue construido

a partir de la integración de la densidad de enerǵıa pesada por una función α(x) de

soporte compacto en la región A. El segundo es un twist construido en [1] utilizando

herramientas de la teoŕıa algebraica. En el estudio de este último twist se obtuvo como

actúa el operador reflexión modular J de la teoŕıa de Tomita-Takesaki sobre las álgebras

locales mencionadas y se encontró que su acción se simplifica enormemente llevando

la teoŕıa de la recta real al ćırculo unidad complejo. Este twist fue estudiado para el

caso de que la región A, donde queremos que el twist aplique la transformación, esté

compuesta por 1 y 2 intervalos. Para el caso de un intervalo se estudió la evolución

del campo fermiónico dada por el twist, se obtuvo el generador de este y se derivó una

cota a la enerǵıa local en esa región. Para el caso de dos intervalos se observó y estudio

como el twist puede tomar un operador fermiónico localizado en un intervalo y llevarlo

a otro intervalo, totalmente desconectado del anterior, sin nunca haber pasado por el

espacio intermedio a estos.

Este trabajo se encuentra sintetizado en la publicación arXiv:2310.06961.

Palabras clave: TWIST, ÁLGEBRAS LOCALES, ENERGÍA LOCAL, CONJUGA-

CIÓN MODULAR, TEORÍA MODULAR, SIMETRÍAS LOCALES.
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Caṕıtulo 1

Introducción

“Estos bichos son demasiado extraños como para no investi-

garlos.”

— Horacio Casini

1.1. ¿Que es un Twist?

Figura 1.1: Esquema de ejemplo de las regiones R, R̄ y Z.

Supongamos que tenemos una región R del espacio a tiempo constante, como la

mostrada en la figura 1.1. En el contexto de la Teoŕıa Algebraica de Campos tenemos

regiones del espacio como lo es la región R, tenemos álgebras asociadas a estas regiones

y tenemos operadores localizados φ(x) los cuales podemos decir que pertenecen al

álgebra de la región R si x ∈ R. En estas teoŕıas también tenemos operadores que

aplican transformaciones de simetŕıa sobre los operadores de las álgebras. Por ejemplo,

algunos campos pueden transformar ante la simetŕıa interna U(1) o también tenemos

transformaciones como la traslación espacial, la evolución temporal, los “boost” y las

rotaciones, las cuales se las agrupa en lo que se conoce como grupo de Poincare. Estas

1



2 Introducción

transformaciones son globales en el sentido de que transforman por igual a todos los

puntos del espacio, es decir si aplicamos la traslación T (a), entonces T (a) φ(x) T †(a) =

φ(x+ a) para cualquier x que tomemos.

Un twist, en cambio, es un operador unitario que aplica una transformación de

simetŕıa, ya sea interna o no, sobre una región del espacio acotada, por ejemplo solo en

R. Por ejemplo, sea τR(a) el twist que aplica la traslación T (a) solo a los operadores

que pertenezcan a la región R, entonces tenemos que

τR(a)† φ(x) τR(a) =

{
φ(x+ a) si x ∈ R
φ(x) si x /∈ R

. (1.1)

En realidad, uno no puede pedir que un twist actué idénticamente como la transfor-

mación en la región R y fuera de esta no realice ninguna acción, ya que cerca de los

bordes tendŕıa un comportamiento muy singular y no seŕıa un operador. Por esta razón

se introduce la zona de “esmereo” Z, una zona intermedia donde el twist sigue trans-

formando a los operadores, pero de tal manera que nos suaviza la transición entre las

regiones R y la región R̄ = (R∪Z)C donde el twist no realiza ninguna transformación.

Esta región Z puede ser tan pequeña como se requiera, pero al hacer tender ε → 0

(ε es el espesor de Z) el twist se vuelve muy singular como para ser un operador. En

los ejemplos dados se habló siempre de simetŕıas continuas pero también se pueden

construir twist para simetŕıas discretas.

El interés de estos operadores viene de estudiar el teorema de Noether en teoŕıa

cuántica de campos. Se sabe que si se tiene una corriente local conservada Jµ(x) en-

tonces se puede construir una carga conservada que es la generadora de la simetŕıa.

La pregunta inversa es un poco más complicada, dada una carga conservada ¿Siempre

podemos conseguir una corriente conservada?. En el desarrollo de herramientas para

atacar esta pregunta fueron introducidos los twists que son una prueba a lo que se

nombró como del Teorema “débil” de Noether [1–4]. Este teorema asegura que dada

una carga conservada global Q y una región R acotada del espacio, entonces existe una

carga local QR la cual aplica la transformación de simetŕıa solo en la región R. Este

teorema es evidente si es que se tiene una corriente conservada, integrándola solo sobre

la región de interés R se consigue QR. Los twists aparecen como una solución a este

teorema para cuando no se tiene una corriente para una dada carga global, por ejemplo

en una simetŕıa discreta. En [5, 6] se muestra que no siempre que se tenga una carga

global conservada se puede conseguir una corriente local conservada que la genere.

El twist descrito por Buchholz-Doplicher-Longo en [1] es una construcción estándar

de uno de estos operadores donde se usan herramientas de la teoŕıa algebraica. Hasta

el d́ıa de hoy no se ha construido ningún ejemplo de cómo actúan estos twists de forma
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expĺıcita sobre una teoŕıa, por lo que el objetivo principal de este trabajo será entender

mejor este punto. Una de las propiedades de este twist es que conserva el espectro

de la transformación original. Esto lo aplicaremos para el caso del operador evolución

temporal, ya que nos permitirá obtener un Hamiltoniano de la evolución temporal

local con el mismo espectro que el Hamiltoniano original y podremos calcular una cota

inferior operatorial a la enerǵıa local. Otra aplicación de este twist es para estudiar la

traslación de operadores de una región a otra sin atravesar el espacio intermedio entre

estas, algo aśı como una “teleportación”.

En este trabajo estudiaremos como actúan los twists sobre los operadores fermióni-

cos no masivos de Majorana ψ(x) en 1+1 dimensiones. Se estudiaron dos twists cons-

truidos de forma distinta, uno más simple construido a partir de la corriente de Noether

en el caṕıtulo 2 y otro con una construcción más abstracta hecha por D. Buchholz, S.

Doplicher y R. Longo en [1] en los restantes caṕıtulos. En el camino del estudio del twist

de Buchholz-Doplicher-Longo, definido en el caṕıtulo 3, es central el entendimiento del

operador conjugación modular J de la teoŕıa de Tomita-Takesaki, por lo que se dedica

el caṕıtulo 4 a descifrar como este actúa sobre los operadores fermiónicos en regiones

multi-componentes. Luego en el caṕıtulo 5 se mostrará como la acción de este operador

se simplifica enormemente cuando se lo mira en una teoŕıa en el ćırculo unidad com-

plejo para una distribución simétrica de intervalos, lo cual nos ayudará para realizar

cálculos en ciertos ejemplos. En el caṕıtulo 6 veremos la acción expĺıcita del twist de

Buchholz-Doplicher-Longo al aplicar la evolución temporal sobre un intervalo centrado

en el origen. Analizaremos como transforma al campo fermiónico y como este twist lo

hace evolucionar. Luego mostraremos que forma tiene el generador del twist en este

caso particular y de ella deduciremos una cota inferior operatorial a la enerǵıa local,

la cual compararemos con la obtenida por Fewster y Hollands en [7]. En el caṕıtulo

7 estudiaremos el mismo twist pero aplicado a dos intervalos y observaremos detalla-

damente como se da el proceso de que un fermión pase de un intervalo a otro sin que

nunca pase por el espacio intermedio.
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1.2. Fermiones de Majorana no masivos en 1+1 di-

mensiones

Todo el trabajo se ha realizado en la teoŕıa de campos de un fermión de Majorana

sin masa en 1+1 dimensiones. Por esta razón, en esta sección haremos un repaso de

esta teoŕıa. Partimos de la ecuación de Dirac en 1+1 no masiva

iγµ∂µψ(x, t) = i(γ0∂t + γ1∂x)ψ(x, t) = 0 . (1.2)

Podemos obtener la densidad Hamiltoniana para esta teoŕıa. Definiendo el operador

quiralidad γ3 = γ0γ1 llegamos a que

i∂tψ(x, t) = −iγ3∂xψ(x, t) = Hψ(x, t)

⇒ H = −iγ3∂x .
(1.3)

De aqúı podemos ver expĺıcitamente que la quiralidad es una cantidad conservada, ya

que [H, γ3] = 0. Utilizaremos la representación quiral

γ0 = i

(
0 −1

1 0

)
, γ1 = i

(
0 1

1 0

)
⇒ γ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (1.4)

Definimos el operador proyector de quiralidad P± = 1±γ3
2

, a partir de este podemos ver

que las soluciones con quiralidad positiva y negativas son

P+ψ(x, t) = ψ+(x, t) =

(
ψ1(x, t)

0

)
,

P−ψ(x, t) = ψ−(x, t) =

(
0

ψ2(x, t)

)
.

(1.5)

Ahora, volviendo a la ecuación de Dirac y reemplazando por la representación quiral,

nos quedan las siguientes ecuaciones diferenciales

∂tψ1(x, t) + ∂xψ1(x, t) = 0 , ∂tψ2(x, t)− ∂xψ2(x, t) = 0 , (1.6)

las cuales tienen como soluciones a

ψ1(x, t) = f(x− t) , ψ2(x, t) = g(x+ t) , (1.7)

con f y g operadores arbitrarios. Entonces, definiendo las coordenadas nulas u± = x∓t,
podemos decir que toda solución de la ecuación de Dirac se puede escribir como la suma
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de una solución de quiralidad positiva que solo depende de la coordenada nula u+ y

otra de quiralidad negativa que solo depende de la coordenada nula u− y estas dos

soluciones evolucionan independientemente una de la otra.

ψ(x, t) = ψ+(u+) + ψ−(u−) . (1.8)

Para estas soluciones se cumple que

{ψ±(u1
±), ψ†±(u2

±)} = δ(u1
± − u2

±) , {ψ±(u1
±), ψ†∓(u2

∓)} = 0 . (1.9)

Debido a la forma de ψ±(u±) y a que cada quiralidad evoluciona independientemente de

la otra podemos elegir una solución de quiralidad definida y olvidarnos de la estructura

espinorial para trabajar pensando que tenemos un campo ψ(x) con x ∈ R que cumple

relaciones de anticonmutación dadas. La representación elegida también cumple la

propiedad de que las matrices gamma son imaginarias

(γµ)∗ = −γµ , (1.10)

por lo tanto esta representación también es la de Majorana. En esta representación en

particular, el fermión ψ(x, t)∗ cumple la misma ecuación de movimiento que el fermión

ψ(x, t), por lo tanto sumando ambas soluciones nos podemos construir una solución

real a la ecuación de Dirac (para un desarrollo más profundo consultar [8]).

En resumen, vamos a estar trabajando con un campo fermiónico ψ(x) que cumple

las siguientes propiedades 1

ψ†(x) = ψ(x), {ψ(x), ψ(y)} = δ(x− y) con x, y ∈ R , (1.11)

su Hamiltoniano es 2

H =
i

2

∫
dx : ψ(x)∂ψ(x) : , (1.12)

y la función de dos puntos con respecto al vaćıo es

〈Ω|ψ(x)ψ(y)|Ω〉 =
1

2πi(x− y − iε)
. (1.13)

En el apéndice A se muestra que el Hamiltoniano es hermı́tico y definido positivo y

luego se deduce la forma de la función de dos puntos.

1Como estamos trabajando con un campo fermiónico sin ı́ndices espinoriales ψ(x)∗ = ψ(x)†.
2En al expresión del Hamiltoniano aparece un factor 1

2 debido al Jacobiano del cambio de variables
a las coordenadas nulas.
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1.3. Álgebra

Vamos a llamar álgebra de operadores a un conjunto A de operadores (transfor-

maciones lineales sobre un espacio de Hilbert) en el cual se cumplen las siguientes

propiedades:

1 ∈ A

Si a, b ∈ A ⇒ αa+ βb ∈ A con α, β ∈ C

Si a, b ∈ A ⇒ ab ∈ A

Si a ∈ A ⇒ a† ∈ A

Donde a† es el adjunto de a. En este trabajo nos encontraremos utilizando un espa-

cio de Hilbert H y en este espacio nos podemos formar B(H), el álgebra de todos los

operadores acotados que van de H en śı mismo. Las álgebras definidas con operadores

acotados sobre un espacio de Hilbert, que cumplen las condiciones mencionadas ante-

riormente y considerando que son cerradas bajo la topoloǵıa débil, son conocidas como

álgebras de Von Neumann.

En general si nos formamos una sub-álgebra A de B(H), los operadores de esta no

conmutaran entre śı, es decir [a, b] = ab − ba 6= 0 con a, b ∈ A. El conmutante del

álgebra A se define cómo el conjunto de los operadores de B(H) que conmutan con

todos los operadores de A y se denota A′

A′ = {a ∈ B(H) / [a, b] = 0,∀ b ∈ A} . (1.14)

Existe un teorema demostrado por Von Neumann que nos dice que, si A es un conjunto

de operadores (no necesariamente un álgebra), entonces A′ es un álgebra. También

enuncia que A es un álgebra de Von Neumann si y solo si

A = A′′. (1.15)

Por lo tanto, el álgebra generada por los operadores {a1, a2, ...} es {a1, a2, ...}′′, y esta

es el álgebra de Von Neumann más chica que contiene a {a1, a2, ...}. A partir de esto,

podemos deducir que B(H)′ = {1}.
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1.4. Álgebras Locales

Sea W una región del espacio-tiempo de Minkoswki. Si nos encontramos en una

teoŕıa de campos uno estaŕıa tentado a formarse el álgebra A(W ) asociada a la región

W sumando y multiplicando los operadores φ(x) que cumplen x ∈ W . El problema es

que estos φ(x) son demasiado singulares para poder ser llamados operadores, por lo

que se definen los operadores

φα =

∫
dx α(x)φ(x) , (1.16)

donde α(x) pertenece a la clase de funciones que son infinitamente diferenciables y

de soporte compacto en W . El conjunto de todos estos operadores, dado por todas

las posibles funciones α(x), es el conjunto que generará nuestra álgebra. Para el caso

de fermiones con esta definición es suficiente, en otros casos esta definición contiene

un problema técnico y es que los operadores φα en general pueden no ser acotados,

aunque sean operadores. Esto significa que contienen un espectro no acotado y, por

lo tanto, hay algunos vectores del espacio de Hilbert que no pertenecen a su dominio.

Esto lleva a que, en la multiplicación de operadores, haya problemas con el dominio de

estos y no permitan formar un álgebra. Este problema se logra sortear tomando, por

ejemplo, la exponencial de estos operadores eiφα para φα Hermı́ticos, lo que permite

tener operadores unitarios y acotados. Otra opción es tomar los proyectores de estos

en la descomposición espectral.

La descripción Haag-Kastler de la QFT [9] toma como objeto principal las álgebras

A(W ) en vez de los campos. Estas álgebras cumplen dos propiedades básicas para el

desarrollo de la teoŕıa, que en el trabajo de Haag y Kastler son dadas como axiomas.

Una de estas propiedades es la Isotońıa

Si V ⊆ W ⇒ A(V ) ⊆ A(W ). (1.17)

La segunda propiedad pide que dos operadores que estén espacialmente separados con-

muten entre śı. Si esto no ocurriera, entonces podŕıamos enviar información a velo-

cidades superlumı́nicas. Para definir esta propiedad definimos la región complemento

causal de V como

V ′ = {x | x espacialmente separado de y, ∀ y ∈ V } . (1.18)

Por lo tanto podemos escribir esta propiedad como

W ⊆ V ′ ⇒ A(W ) ⊆ (A(V ))′ . (1.19)
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Figura 1.2: Esquema de la región V , su región complementaria V ′ y su región causal V ′′

Para que estos argumentos sean válidos para un campo fermiónico tenemos que reem-

plazar los conmutadores por anti-conmutadores para operadores compuestos con un

número impar de operadores fermiónicos. Profundizaremos en este punto en la sección

4.1.

Puede suceder que, si tenemos una región V del espacio y miramos el álgebra ge-

nerada A(V ), en esta álgebra haya operadores que no están generadores localmente

en V . Un ejemplo intuitivo se muestra en la figura 1.2, supongamos que tenemos un

operador O que se encuentra en la región V , si nuestra teoŕıa posee el operador evo-

lución temporal U(t) entonces podremos hacer evolucionar el operador O a través del

tiempo, por lo que podŕıamos sacarlo de la región V . Se puede notar que el operador

evolucionado O(t) también pertenecerá al álgebra siempre y cuando se mantenga en la

región causalmente conectada de V , W = V ′′, ya que su evolución solo pudo haber sido

afectada por operadores que están dentro de V . Por esta razón, solo nos interesarán las

regiones causalmente conectadas a la hora de hablar del álgebra de una región. Estas

regiones poseen forma de diamante, como se esquematiza en la figura 1.2 y se definen

por ser las regiones que cumplen que W = W ′′. Por lo tanto, por la Eq. 1.19, tenemos

que A(V ) ⊆ A(W ), pero también podemos obtener cualquier operador de A(W ) evo-

lucionando los de A(V ), por lo que concluimos que A(V ) = A(W ). Esta idea de que el

álgebra de V puede ser generada por el álgebra de su región causal V ′′ recuerda a que

el álgebra generada por un conjunto de operadores A es A′′. Es preciso notar también

que las regiones causales cumplen W = W ′′ como las álgebras cumplen A = A′′.
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1.5. Estados ćıclicos y separadores: Teorema de Reeh-

Schlieder

Consideremos que tenemos una teoŕıa cuántica de campos en un espacio de Min-

koswki d dimensional, un estado de vaćıo |Ω〉 y el álgebra de todos los operadores

hermı́ticos localizados φα en el espacio-tiempo, donde φα =
∫
dx α(x) φ(x) con α(x)

una función suave. Llamaremos el sector del vaćıo H0 al sub-espacio de H generado

por aplicar todos los operadores localizados al vaćıo, es decir, todos los vectores de la

forma

|Φ〉 = φα1 · · ·φαN |Ω〉 . (1.20)

Cabe aclarar que el sector del vaćıo H0 esta siempre en el dominio de un operador φα.

Sea un volumen del espacio-tiempo W , definimos entonces que un estado |η〉 ∈ H0 es

ćıclico en el álgebra A(W ) si a partir de actuar con los operadores de esta álgebra sobre

el estado generamos todo H0. Definimos también que |η〉 ∈ H0 es un estado separador

en A(W ) si no existe a ∈ A(W ) tal que a 6= 0 y a |η〉 = 0.

El teorema de Reeh-Schlieder [10] nos dice que, dado un volumen acotado W del

espacio-tiempo, el álgebra local A(W ) es suficiente para poder generar H0 a partir del

estado de vaćıo |Ω〉. Una demostración amigable de este resultado se da en [11]. Esto

nos dice entonces que, para cualquier álgebra local generada por un volumen W del

espacio-tiempo, el estado de vaćıo es ćıclico para esta álgebra.

Un corolario interesante que se desprende es que si tenemos una región V espa-

cialmente separada de W entonces sabemos que las álgebras A(W ) y A(V ) conmutan

entre śı, entonces si |η〉 es ćıclico para A(W ) entonces es separador para A(V ). Esto

nos lleva a concluir que, como el estado de vaćıo es ćıclico en ambas álgebras, entonces

es ćıclico y separador en ambas álgebras.
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1.6. Purificación y teoŕıa de Tomita-Takesaki

Supongamos el caso de una álgebra de matrices A, que es el álgebra de operadores

de un espacio de HilbertH1. La forma más general de la matriz densidad en este espacio

es

ρ =
∑
i

pi |i〉 〈i| , (1.21)

donde los pi son los autovalores de ρ y |i〉 los correspondientes autovectores. Para pu-

rificar este estado duplicamos nuestro espacio de Hilbert para generar el nuevo espacio

H = H1⊗H2 donde H2 es una copia de H1. En este nuevo espacio definimos el estado

|Ω〉 =
∑
i

√
pi
∣∣i ĩ〉 . (1.22)

Este estado define una matriz densidad pura ρH = |Ω〉 〈Ω|. Reduciendo esta matriz

densidad al espacioH1 obtenemos el estado impuro desde el cual se partió ρ = trH2(ρH).

La purificación no es única, la base ortonormal {
∣∣̃i〉} es una base arbitraria y diferentes

elecciones de esta base dan distintas purificaciones. Un vector |Ω〉 en un espacio dado

por un producto tensorial de espacios H = H1 ⊗ H2 siempre puede ser escrito en la

forma (1.22), esta propiedad se llama descomposición de Schmidt.

Si todos los pi son distintos de 0, entonces podemos definir los siguientes operadores

modulares ∆ y J

∆ =
∑
i,j

pi
pj

∣∣i j̃〉 〈i j̃∣∣ , (1.23)

J =
∑
i,j

∣∣i j̃〉 〈j ĩ∣∣ ∗ . (1.24)

La reflexión modular J es un operador antiunitario que realiza una transposición de

las bases junto con el operador ∗ que realiza la conjugación compleja en la base
∣∣i j̃〉.

Notar que es independiente de los autovalores pi. El operador modular ∆ es positivo

y puede ser escrito como ∆ = ρ ⊗ ρ−1. Se tiene que estos operadores cumplen las

siguientes identidades

∆ |Ω〉 = J |Ω〉 = |Ω〉 , J∆ = ∆−1J , J† = J−1 = J . (1.25)

Definimos el operador S = J∆
1
2 = ∆−

1
2J y este cumple que

Sa |Ω〉 = a† |Ω〉 , a ∈ A (1.26)

También podemos observar que el operador J nos env́ıa un operador actuando en el
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primer factor a otro actuando en el segundo

J(O ⊗ 1)J = (1⊗ Õ) . (1.27)

Estos operadores y relaciones son lo que se conoce como teoŕıa de Tomita-Takesaki. El

interés de esta teoŕıa está en que puede ser extendida a álgebras de dimensión infinita,

como las asociadas a regiones en QFT. Para esto, partimos de un álgebra A con un

estado |Ω〉 ćıclico y separador y definimos el operador S como aquel que cumple la Eq.

(1.26). Por la descomposición polar tenemos que S = J∆
1
2 , por lo que de aqúı quedan

definidos los operadores J y ∆. Se puede demostrar que el operador J nos mapea el

álgebra A en su conmutante

JAJ = A′ , (1.28)

y también se comprueba que

∆itA∆−it = A . (1.29)

Una demostración de estas identidades se ofrece en [12].





Caṕıtulo 2

Un Twist simple

“Tengo una cabeza, un sombrero basta y sobra.”

— Facundo Cabral

Sabemos que las transformaciones de simetŕıa de un grupo continuo se pueden

escribir como la exponencial de su generador, donde el generador viene dado por G =∫
dxd−1J0(x) con J0 la componente temporal de la corriente de Noether generada por

dicha simetŕıa y d la dimensión del espacio-tiempo. Una de las maneras más simples

con las que se puede generar un twist es modificando el generador de la simetŕıa. La

forma más intuitiva de lograrlo es la de multiplicar la corriente de Noether por una

función α(x) tal que dentro de la región donde se quiere que actué el twist valga 1 y

fuera de esta valga 0.

Sea A la región de interés y α(x) una función suave y de soporte compacto en A,

entonces el generador viene dado por

GA =

∫
dxd−1α(x)J0(x) . (2.1)

Luego, exponenciando este generador, obtendremos el operador que aplica la simetŕıa

deseada en la región de interés

τA(s) = e−isG
A

. (2.2)

En este caṕıtulo mostraremos como actua un twist construido a partir del esmereo

del Hamiltoniano de la Eq. (1.12) con una función α(x) con soporte acotado sobre una

región A.

13
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Figura 2.1: Gráfico cualitativo de la función α(x) con A = (a, b) ⊂ R

2.1. Twist de evolución

Vamos a calcular la forma expĺıcita de un twist para el caso de una traslación

temporal del campo fermiónico no masivo. Sabemos que el Hamiltoniano es el generador

de la evolución temporal, este viene dado por

H =
i

2

∫
dx : ψ(x)∂ψ(x) : . (2.3)

Por lo tanto, multiplicando por una función α(x) suave y de soporte compacto en la

región de interés A = (a, b) (Ver ejemplo en la Fig. 2.1), nos queda el generador del

twist

HA =
i

2

∫
dx α(x) : ψ(x)∂ψ(x) : . (2.4)

Entonces, nuestro operador de twist viene dado por

τA(t) = e−iH
At . (2.5)

Sea el operador de campo ψ(x), este transforma ante el twist como

ψ̃(x, t) = τ †A(t)ψ(x)τA(t) . (2.6)

Derivando ψ̃(x, t) con respecto al parámetro t obtenemos una ecuación diferencial que

nos ayudara a encontrar una forma expĺıcita de ψ̃(x, t) en función de los operadores de

campo.

dψ̃(x, t)

dt
= eiH

At
[
iHAψ(x)− iψ(x)HA

]
e−iH

At = i eiH
At
[
HA, ψ(x)

]
e−iH

At , (2.7)
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donde [·, ·] es el conmutador convencional para operadores. Conocemos la forma expĺıci-

ta de HA en función de ψ(x), por lo que podemos calcular expĺıcitamente
[
HA, ψ(x)

]
.

[
HA, ψ(x)

]
=
i

2

∫
dy α(y) [ψ(y)∂ψ(y), ψ(x)] , (2.8)

donde

[ψ(y)∂ψ(y), ψ(x)] = ψ(y) {∂ψ(y), ψ(x)} − {ψ(y), ψ(x)} ∂ψ(y)

= δ′(y − x)ψ(y)− δ(y − x)∂ψ(y) .
(2.9)

Recordando que
∫
dx δ′(x)f(x) = −

∫
dx δ(x)f ′(x) nos queda la siguiente expresión

para el conmutador

[
HA, ψ(x)

]
=
i

2

∫
dy α(y) (δ′(y − x)ψ(y)− δ(y − x)∂ψ(y))

=
i

2

∫
dy (δ′(y − x)α(y)ψ(y)− δ(y − x)α(y)∂ψ(y))

= − i
2

∫
dy δ(x− y) (α′(y)ψ(y) + 2α(y)∂ψ(y))

= −i
(
α(x)∂ψ(x) +

1

2
α′(x)ψ(x)

)
.

(2.10)

Reemplazando el conmutador en la Eq. (2.7) obtenemos

dψ̃(x, t)

dt
= eiH

At

(
α(x)∂ψ(x) +

1

2
α′(x)ψ(x)

)
e−iH

At , (2.11)

y finalmente

dψ̃(x, t)

dt
= α(x)∂xψ̃(x, t) +

1

2
α′(x)ψ̃(x, t) . (2.12)

Resolviendo esta ecuación diferencial con el dato inicial ψ̃(x, 0) = ψ(x) podremos

obtener una expresión expĺıcita de este operador en función de ψ(x).

2.2. Análisis cualitativo del comportamiento de ψ̃(x, t)

A partir de la ecuación diferencial (2.12) ya podemos observar el tipo de compor-

tamiento que tendrá la solución, sin obtener una forma expĺıcita de ella. Supongamos

primero que nos encontramos fuera de la región de interés, es decir x /∈ A. Esto implica

que α(x) = 0, debido a esto, la ecuación diferencial se reduce a dψ̃(x,t)
dt

= 0, lo que nos

da como solución ψ̃(x, t) = ψ̃(x, 0) = ψ(x). Por lo tanto, el twist actúa como es de

esperar fuera de la región A.
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Ahora supongamos que nos encontramos dentro de A, pero lejos de los bordes, de

tal manera que α(x) = 1. Entonces, como α′(x) = 0, nos queda que

∂ψ̃(x, t)

∂t
=
∂ψ̃(x, t)

∂x
. (2.13)

La solución a esta ecuación es ψ̃(x, t) = f(x+ t), y por la condición inicial obtenemos

ψ̃(x, t) = ψ(x + t). Por lo tanto, dentro de la región A, el operador ψ(x) evoluciona

normalmente, como si el operador evolución no hubiese sido modificado.

Cerca de los bordes este operador evolucionará de una manera que dependerá de

la función α(x) escogida. Lo que si podemos dilucidar es que el término α(x)∂xψ̃(x, t)

nos indica que, como α(x) > 0, entonces al aumentar t el operador ψ(x) se trasladará

hacia valores de x más grandes. El término 1
2
α′(x)ψ̃(x, t) no es tan fácil de vislumbrar,

pero igualando este a ∂ψ̃(x,t)
∂t

vemos que afecta en la amplitud de del operador ψ(x).

En consecuencia, observamos que definir un operador como el de la Eq. (2.2) a

partir de una función α(x) suave y de soporte compacto en A nos genera un operador

que aplica la transformación de simetŕıa deseada (en este caso la evolución temporal)

en la región de interés y fuera de ella no realiza ninguna acción. De manera que hemos

definido un twist, uno de los más simples posibles.

2.3. Solución exacta para ψ̃(x, t)

Sea x ∈ A tal que α(x) 6= 0, entonces podemos definir el campo auxiliar φ(x, t) de

tal manera que ψ̃(x, t) = φ(x,t)√
α(x)

. Notamos que

∂ψ̃(x, t)

∂x
=
∂φ(x, t)

∂x

1√
α(x)

− 1

2

φ(x, t)

(α(x))
3
2

α′(x) . (2.14)

Multiplicando por α(x) en ambos lados obtenemos

α(x)
∂ψ̃(x, t)

∂x
=
∂φ(x, t)

∂x

α(x)√
α(x)

− 1

2

φ(x, t)√
α(x)

α′(x)

=
∂φ(x, t)

∂x

α(x)√
α(x)

− 1

2
α′(x)ψ̃(x, t) .

(2.15)

Podemos reconocer el término 1
2
α′(x)ψ̃(x, t) que también aparece en (2.12), por lo

tanto reemplazando (2.15) en (2.12) y también tomando la derivada con respecto a t
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de ψ̃(x, t) = φ(x,t)√
α(x)

nos queda que

∂φ(x, t)

∂t
= α(x)

∂φ(x, t)

∂x
. (2.16)

La solución a esta ecuación viene dada por φ(x, t) = f(t +
∫ x
x0

1
α(s)

ds), donde f(x) es

un operador arbitrario y x0 es un punto arbitrario dentro de A. Llamando

g(x) =

∫ x

x0

1

α(s)
ds , (2.17)

la solución general es

ψ̃(x, t) =
f(t+ g(x))√

α(x)
. (2.18)

Imponiendo la condición inicial ψ̃(x, 0) = ψ(x) nos queda que

ψ̃(x, 0) = ψ(x) =
f(g(x))√
α(x)

⇒ f(g(x)) = ψ(x)
√
α(x) .

(2.19)

Llamando u = g(x) y usando el hecho de que g(x) es una función invertible obtenemos

que 1

f(u) = ψ(g−1(u))
√
α(g−1(u)) . (2.20)

Reemplazando esto en (2.18) nos queda que la solución general que cumple la condición

inicial dada es

ψ̃(x, t) = ψ(g−1(t+ g(x)))

√
α(g−1(t+ g(x)))

α(x)
. (2.21)

Esta solución solo tiene sentido dentro de A donde α(x) 6= 0.

Ya sabemos que la solución para x /∈ A es ψ̃(x, t) = ψ(x), por lo que queremos

observar si esta solución empalma bien en los bordes de A con (2.21). Sea A = (a, b) ⊂
R, si definimos g(x) =

∫ x
a+b
2

1
α(s)

ds, entonces ĺımx→a g(x) = −∞ y ĺımx→b g(x) = ∞.

También tenemos que ĺımx→−∞ g
−1(x) = a y ĺımx→∞ g

−1(x) = b, y esto nos lleva a que

ĺım
x→a, x∈A

ψ̃(x, t) = ψ(a) , ĺım
x→b, x∈A

ψ̃(x, t) = ψ(b) . (2.22)

Por lo tanto tenemos que las soluciones dentro y fuera de A empalman bien en la

frontera de este.

De la ecuación Eq. (2.21) podemos ver que la nueva posición del ψ(x) después de

1Por el teorema de la función inversa, sabemos que g(x) es invertible dentro de A ya que g′(x) =
1

α(x) > 0
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aplicar el twist es

x(x0, t) = g−1(t+ g(x0)) , (2.23)

donde x0 es la posición inicial del operador y t el tiempo transcurrido. Podemos com-

probar que la velocidad del movimiento viene dada

ẋ(x0, t) = α(x(x0, t)) . (2.24)

Esto nos da una mejor intuición de cómo se comporta la evolución del operador cerca

de los bordes. Si nuestro x0 está cerca del borde izquierdo, entonces se verá acelerado

y se moverá hacia la derecha, mientras que los que estén acercándose al borde derecho

se verán frenados hasta que lleguen al borde. De la Eq. (2.23) se puede deducir que el

tiempo t que transcurre al moverse desde la posición x0 hasta una x viene dado por

t =

∫ x

x0

1

α(s)
ds . (2.25)

Es interesante notar que, dependiendo de cómo sea la divergencia de 1
α(x)

en x→ b, el

tiempo que necesita un operador en la posición x0 para alcanzar el borde b puede ser

finito o infinito. Se puede comprobar que, si el tiempo que toma es finito, entonces la

función α(x) no es lo suficientemente buena como para que (2.5) defina un operador.

A partir de un α(x) de prueba dado (ver apéndice B), similar al mostrado en la figura

2.1 especializando para el intervalo (−1, 1), se graficó la evolución de x(x0, t).

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
x0

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

x(
x 0

,t
)

t
t = 2.5
t = 2.0
t = 1.5
t = 1.0
t = 0.5
t = 0.0

Figura 2.2: Gráfico de las posiciones x(x0, t) en función de su posición inicial x0 y para distintos
tiempos t. La ĺınea punteada representa el ĺımite en el que t→∞.

Se puede observar en la figura 2.2 cómo todos los operadores se van acumulando en

el borde derecho del intervalo y que también su evolución se ve desacelerada a medida

que se encuentra más cerca del borde derecho, según como es de esperar por la Eq.

(2.24).
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También se puede calcular el conmutador para t iguales y se verifica que

{ψ̃(x0, t), ψ̃
†(y0, t)} =

√
α(x(x0, t))α(x(y0, t))

α(x(x0))α(x(y0))
δ(x(x0, t)− x(y0, t))

=

√
α(x(x0, t))α(x(y0, t))

α(x(x0))α(x(y0))

α(x0)

α(x(x0, t))
δ(x0 − y0)

= δ(x0 − y0), x0, y0 ∈ A .

(2.26)





Caṕıtulo 3

Twist de Buchholz-Doplicher-Longo

En este caṕıtulo nos enfocaremos en estudiar un twist construido por Detlev Buchholz,

Sergio Doplicher y Roberto Longo en su trabajo [1], el cual presenta ciertas propiedades

de interés.

3.1. Definición

Sean A y B dos regiones diamantes del espacio-tiempo a las cuales les corresponden

las álgebras A y B respectivamente. Supongamos que estas dos regiones están estric-

tamente espacialmente separadas, esto quiere decir que entre cualquier punto de A y

cualquier punto de B siempre existe una distancia positiva, y que existe un estado

ćıclico y separador para A ∨ B. Con estos ingredientes, la propiedad de split nos dice

que existen factores N y N ′ de tipo I tales que A ⊂ N y B ⊂ N ′ . Un factor tipo I es el

álgebra de todos los operadores acotados en un espacio de Hilbert. Sea ha demostrado

que la propiedad de split es valida en teoŕıas cuanticas de campos bajo condiciones

muy generales [13, 14]. Una descripción equivalente de la propiedad de split es que los

factores N y N ′ son el álgebra de operadores actuando en dos espacios de Hilbert HN ,

HN ′ tales que el espacio de Hilbert completo se puede descomponer en

H = HN ⊗HN ′ , (3.1)

por lo tanto, el álgebra A actúa en el factor HN y el álgebra B sobre HN ′ .

El factor N en la propiedad de split no es único. Existe una construcción general

dada por Doplicher y Longo [4] en la que se parte de que se tiene un estado |Ω〉 (en

QFT es natural utilizar el estado de vaćıo) que es ćıclico con respecto a A∨B e induce

la conjugación modular JA∨B con respecto a estas álgebras. Los factores de split se

21
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construyen como

N = A ∨ (JA∨B A JA∨B) , N ′ = B ∨ (JA∨B B JA∨B) . (3.2)

Estos factores de split cumplen que JA∨B N JA∨B = N , JA∨B N ′ JA∨B = N ′ y quedan

totalmente definidos por esta propiedad.

Sea el vector |η〉 = |Ω〉N ⊗ |Ω〉N ′ donde los estados |Ω〉N y |Ω〉N ′ son los estados

de vaćıo de cada factor tales que si calculamos la matriz densidad reducida sobre las

álgebras A o B, según corresponda, nos induce la misma matriz densidad que |Ω〉
restringida a estas álgebras. Otra manera de decirlo es que |η〉 es una purificación del

estado de vaćıo de cada factor. Se puede demostrar que |Ω〉N y |Ω〉N ′ son ćıclicos para

las álgebras A y B, respectivamente, y esto lleva a concluir que |η〉 es ćıclico también.

Se define W : H → H⊗H tal que si a ∈ A y b ∈ B entonces

Wab |η〉 = a |Ω〉 ⊗ b |Ω〉 . (3.3)

Es posible demostrar que W es un isomorfismo, ya que |η〉 es ćıclico en A ∨ B y |Ω〉N
y |Ω〉N ′ lo son para A y B. De esta definición se puede obtener que

WaW † = a⊗ 1, WbW † = 1⊗ b , a ∈ A , b ∈ B

WJA∨BW
† = JA ⊗ JB .

(3.4)

Será útil también ver las propiedades inversas. Partiendo de (3.4) tenemos que se

cumple

W † (a⊗ 1)W = a, W † (1⊗ b)W = b , a ∈ A , b ∈ B

W † (JA ⊗ JB)W = JA∨B .
(3.5)

También se puede deducir una propiedad adicional que será de gran utilidad. Sea un

operador O ∈ A′, notando que JAOJA ∈ A y teniendo en cuenta que J2
A = 1, J2

B = 1,

se llega a

W † (O ⊗ 1)W = W † (JA JA O JA JA ⊗ JB JB)W

= W † (JA ⊗ JB)W W † (JA O JA ⊗ 1)WW † (JA ⊗ JB)W

= JA∨B JA O JAJA∨B.

(3.6)

Con estos ingredientes ya podemos construir nuestro twist. Dado un operador unitario

U(g) que aplica la transformación g definimos el twist que aplica la transformación solo

sobre la región A como

τA(g) = W † (U(g)⊗ 1)W . (3.7)
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Veamos que este twist cumple con lo buscado. Sea a ∈ A, b ∈ B y supongamos que

U(g) a U †(g) ∈ A, usando las propiedades (3.4) y (3.5) se muestra que

τA(g) a τA(g)† = W † (U(g)⊗ 1)WaW † (U †(g)⊗ 1
)
W

= W † (U(g)⊗ 1) (a⊗ 1)
(
U †(g)⊗ 1

)
W

= W † (U(g) a U †(g)⊗ 1
)
W

= U(g) a U †(g) ,

(3.8)

τA(g) b τA(g)† = W † (U(g)⊗ 1)WbW † (U †(g)⊗ 1
)
W

= W † (U(g)⊗ 1) (1⊗ b)
(
U †(g)⊗ 1

)
W

= W † (1⊗ b)W

= b .

(3.9)

Por lo que se comprueba que el twist solo actúa sobre operadores en la región A y deja

invariantes a los de la región B. La definición del twist que actúa sobre B es análoga,

solo hace falta cambiar el factor en donde actúa U(g). La primera pregunta que surge de

esta definición es que sucede si la transformación nos saca afuera del álgebra a nuestro

operador. Trataremos esta pregunta para el caso particular en el que la transformación

me lleva el operador al álgebra conmutante U(g) a U †(g) ∈ A′. Este es el caso de interés

en este trabajo, por ejemplo, si aplicamos un twist de traslación espacial que nos saca

al operador fuera del álgebra significa que este se encuentra separado espacialmente

del álgebra y por lo tanto se encuentra en su conmutante. Como actúa el twist en este

caso se resuelve fácilmente utilizando la Eq. (3.6)

τA(g) a τA(g)† = W † (U(g) a U †(g)⊗ 1
)
W

= JA∨B JA U(g) a U †(g) JAJA∨B .
(3.10)

Lo que nos indica que si la transformación g nos lleva el operador al álgebra conmutante

entonces el twist nos lo lleva a JA∨B A JA∨B ⊂ (A∨B)′, por lo tanto permanece dentro

del factor N .





Caṕıtulo 4

Descifrando el operador J

El entendimiento del operador conjugación modular J y cómo este actúa sobre el

álgebra de operadores fermiónicos es fundamental para poder avanzar en nuestro estu-

dio de los twists. La acción expĺıcita de este operador sobre el álgebra de fermiones no

masivos en 1+1 ya fue calculada y estudiada en [15, 16]. En este caṕıtulo mostraremos

una nueva forma de deducir la acción de este operador sobre el álgebra mencionada y

daremos ejemplos concretos de uso para regiones multi-componentes de 1 y 2 intervalos.

4.1. ¿Cómo actúa el operador J?

Supongamos que tenemos un espacio de Hilbert H, la región A =
⋃N
i=1(ai, bi) ⊂ R

formada por intervalos disjuntos de la recta real y que esta región nos genera el álgebra

local A con un estado de vaćıo |Ω〉 ćıclico y separador. De estos ingredientes emerge el

operador reflexión modular J , como se vio en la sección 1.6.

Sea ψ(x) el operador de campo fermiónico real (Majorana), en [17] se define el

operador signo fermiónico Γ que cumple las siguientes propiedades

Γ2 = 1, Γ† = Γ, Γψ(x)Γ = −ψ(x) , (4.1)

y a partir de este se define el operador Z como

Z =
1− iΓ
1− i

, (4.2)

el cual cumple que

ZZ† = 1, Zψ(x)Z† = −iΓψ(x), Zψ(x)ψ(y)Z† = ψ(x)ψ(y) . (4.3)

25
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También se verifica que

Γ |Ω〉 = Z |Ω〉 = |Ω〉 , ΓJΓ = J , JZ = Z†J . (4.4)

El objetivo de definir estos operadores radica en que el álgebra JAJ es un álgebra

que conmuta con A, pero como estamos en el caso de operadores fermiónicos, nosotros

necesitamos un álgebra que anticonmute para operadores impares y que conmute para

operadores pares en el número fermiónico, a esto se lo suele llamar graded commutati-

vity. Por lo tanto, se define el operador

J̃ = ZJ , (4.5)

el cual es antiunitario y J̃ |Ω〉 = |Ω〉. Este operador es el equivalente al J de la teoŕıa

de Tomita-Takesaki para álgebras fermiónicas. Queremos notar que, en la construcción

del twist de Buchholz-Doplicher-Longo en el caṕıtulo 3 esta modificación puede ser

ignorada, ya que como vemos en la Eq. (3.6) se aplica el operador conjugación modular

dos veces, lo que elimina la necesidad de utilizar el operador Z en su definición. Sin

embargo, por la claridad de la exposición en este caṕıtulo encontramos útil mantener

esta modificación.

Utilizando este operador definimos

ψ̃(y) = J̃ψ(y)J̃† . (4.6)

De esta definición se deduce que el álgebra formada por los operadores ψ(y) y ψ̃(y) con

y ∈ A es un álgebra anti-conmutativa completa en el espacio H. Queremos investigar

la expresión de ψ̃(y) en función de los ψ(y) del espacio completo. Por ser una teoŕıa

gaussiana el operador J̃ transforma linealmente los ψ(y) (como el flujo modular), por

lo tanto ψ̃(y) se puede escribir como

ψ̃(y) =

∫
ds K(s, y)ψ(s) , (4.7)

donde K : R× R→ R. Calculando el anticonmutador {ψ(x), ψ̃(y)} nos queda que

{ψ(x), ψ̃(y)} = K(x, y) . (4.8)

Teniendo en cuenta que {ψ(x), ψ̃(y)} = 〈Ω|{ψ(x), ψ̃(y)}|Ω〉, tenemos que

〈Ω|{ψ(x), ψ̃(y)}|Ω〉 = ( 〈Ω|ψ(x)J̃ψ(y)J̃†|Ω〉+ 〈Ω|J̃ψ(y)J̃†ψ(x)|Ω〉) . (4.9)



4.1 ¿Cómo actúa el operador J? 27

Utilizando que para los operadores antiunitarios se cumple (v, Jw) =
(
J†v, w

)∗
donde

(·, ·) refiere al producto vectorial en el espacio de Hilbert, que “∗” refiere a la conjuga-

ción compleja y que J̃ |Ω〉 = |Ω〉, nos queda

{ψ(x), ψ̃(y)} = 〈Ω|ψ(x)J̃ψ(y)|Ω〉+ 〈Ω|ψ(y)J̃†ψ(x)|Ω〉∗ . (4.10)

Manipulando estas expresiones se obtiene

〈Ω|ψ(x)J̃ψ(y)|Ω〉 = 〈Ω|ψ(x)ZJψ(y)|Ω〉 = 〈Ω|ψ(x)JZ†ψ(y)|Ω〉

= 〈Ω|ψ(x)JZ†ψ(y)ZZ†|Ω〉 = 〈Ω|ψ(x)JiΓψ(y)|Ω〉

= 〈Ω|ψ(x)JiΓψ(y)ΓΓ|Ω〉 = 〈Ω|ψ(x)J(−i)ψ(y)|Ω〉

= i 〈Ω|ψ(x)Jψ(y)|Ω〉

(4.11)

〈Ω|ψ(y)J̃†ψ(x)|Ω〉∗ = 〈Ω|ψ(y)JZ†ψ(x)|Ω〉∗ = 〈Ω|ψ(y)ZJψ(x)|Ω〉∗

= 〈Ω|ZZ†ψ(y)ZJψ(x)|Ω〉∗ = 〈Ω|iΓψ(y)Jψ(x)|Ω〉∗

= (−i) 〈Ω|ψ(y)Jψ(x)|Ω〉∗ = (−i) 〈Ω|ψ(x)Jψ(y)|Ω〉∗ .

(4.12)

Por lo que nos queda que

{ψ(x), ψ̃(y)} = i [ 〈Ω|ψ(x)Jψ(y)|Ω〉 − 〈Ω|ψ(x)Jψ(y)|Ω〉∗]

= −2 Im( 〈Ω|ψ(x)Jψ(y)|Ω〉) = −2 Im( 〈Ω|ψ(x)∆
1
2ψ(y)|Ω〉) ,

(4.13)

donde en la última igualdad se usó que J = ∆
1
2S y la definición de S. Es útil la

siguiente fórmula calculada en [18]

〈Ω|ψ(x)∆itψ(y)|Ω〉 =
1

2πi(x− y)

Πb(x)Πa(y)− Πb(y)Πa(x)

eπtΠb(x)Πa(y)− e−πtΠb(y)Πa(x)
, (4.14)

donde

Πa(x) = ΠN
i=1(x− ai) , Πb(x) = ΠN

i=1(x− bi) , (4.15)

con (ai, bi) los extremos de los intervalos que componen la región A. Si x ∈ A y y /∈ A
entonces se puede extender la analiticidad de la función en la región −1

2
< Im(t) < 1

2
.

Si evaluamos t = − i
2

encontramos que esta función tiene divergencias en los valores de

x e y tales que Πb(x)Πa(y) + Πb(y)Πa(x) = 0. Como t = − i
2

es el borde del dominio

de analiticidad, para ver la naturaleza de la divergencia vamos a tomar t = −i s
2

con

s → 1 y acercarnos a esta desde dentro del dominio de analiticidad. Teniendo esto en

cuenta nos queda que

ei
π
2
s ≈ i− π

2
(s− 1), e−i

π
2
s ≈ −i− π

2
(s− 1) (si s→ 1) . (4.16)
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Reemplazando nos queda

1

eπtΠb(x)Πa(y)− e−πtΠb(y)Πa(x)
=

1

i (Πb(x)Πa(y) + Πb(y)Πa(x))− π
2

(Πb(x)Πa(y)− Πb(y)Πa(x)) (s− 1)

1

i (Πb(x)Πa(y)− Πb(y)Πa(x))

1
(Πb(x)Πa(y)+Πb(y)Πa(x))
(Πb(x)Πa(y)−Πb(y)Πa(x))

− iπ
2
(1− s)

.

(4.17)

Usando el ĺımite

ĺım
y→0+

1

x− iy
=

1

x
+ iπδ(x) , (4.18)

llegamos a que

ĺım
t→− i

2

〈Ω|ψ(x)∆itψ(y)|Ω〉 =

−1

2π(x− y)

[
1

G(x, y)
+ iπδ(G(x, y))

]
,

(4.19)

con

G(x, y) =
Πb(x)Πa(y) + Πb(y)Πa(x)

Πb(x)Πa(y)− Πb(y)Πa(x)
. (4.20)

Vemos que posee una divergencia tipo delta de Dirac en el caso de que G(x, y) = 0 que

se puede demostrar que son los mismos casos que Πb(x)Πa(y) + Πb(y)Πa(x) = 0. Luego

analizaremos cómo son las soluciones a esta ecuación.

Por lo tanto, podemos obtener una expresión expĺıcita para el anticonmutador

{ψ(x), ψ̃(y)} =
1

(x− y)
δ(G(x, y)) (4.21)

Lo que nos revela que ψ̃(x) no posee una distribución continua sobre la recta, sino que

es una combinación lineal de una cierta cantidad finita de operadores ubicados en los

puntos donde, dado un y ∈ A, x cumple que G(x, y) = 0. Analizando las soluciones de

esta igualdad, se puede encontrar que solo existen N soluciones sj(y) tales que

G(sj(y), y) = 0 , (4.22)

con j = 1, ..., N , donde N es el número de intervalos de la región multi-componente A

y que sj(y) /∈ A ∀ j = 1, ..., N .

Entonces, usando que δ(f(x)) =
∑
{xj/f(xj)=0}

1
|f ′ (xj)|

δ(x−xj), se llega a la siguiente

expresión

ψ̃(y) =
N∑
j=1

Cj(y) ψ(sj(y)) , (4.23)
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donde

Cj(y) =
1

(sj(y)− y)|∂xG(x, y)|x=sj(y)|
. (4.24)

Para profundizar más en esta expresión, primero vamos a facilitar la escritura de

G(x, y).

G(x, y) =
Πb(x)Πa(y) + Πb(y)Πa(x)

Πb(x)Πa(y)− Πb(y)Πa(x)
=

Πb(x)
Πa(x)

Πa(y)
Πb(y)

+ 1

Πb(x)
Πa(x)

Πa(y)
Πb(y)

− 1

=

f(y)
f(x)

+ 1

f(y)
f(x)
− 1

=
f(y) + f(x)

f(y)− f(x)
,

(4.25)

donde se definió

f(x) =
Πa(x)

Πb(x)
. (4.26)

Ahora derivamos la expresión

∂xG(x, y) =

[
f ′(x)

f(y)− f(x)
+

f(y) + f(x)

(f(y)− f(x))2
f ′(x)

]
, (4.27)

evaluamos en x = sj(y) y recordamos que G(sj(y), y) = 0 implica la siguiente igualdad

f(sj(y)) + f(y) = 0.

∂xG(sj(y), y) = −1

2

f ′(sj(y))

f(sj(y))

= −1

2
∂x (ln(−f(x))) |sj(y)

= −1

2
ω′(sj(y)) .

(4.28)

Donde ω(x) = ln(−f(x)) = ln
(
−Πa(x)

Πb(x)

)
es una función que aparece repetidamente en

el contexto de la teoŕıa modular. Nótese que el signo menos dentro del logaritmo en

la definición viene de que si se evalúa f(x) en un x que este dentro de los intervalos

de la región A, entonces f(x) < 0 y por lo tanto ω(x) es real. En nuestra deducción

terminamos evaluando ω′(x) en el punto sj(x), que está fuera de la región A y por lo

tanto f(x) > 0. Por lo que para definir bien ω(x) tenemos que tomar una rama del

logaritmo que contenga a los reales negativos. Se puede demostrar que ω′(sj(x)) < 0 si

x ∈ A, por lo tanto |∂xG(sj(y), y)| = ∂xG(sj(y), y). Reemplazando en Eq. (4.24)

Cj(y) =
2

ω′(sj(y))(y − sj(y))
=

2

(y − sj(y))

(
N∑
i=1

1

sj(y)− ai
− 1

sj(y)− bi

)−1

, (4.29)
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y por lo tanto la fórmula para ψ̃(x) nos queda como

ψ̃(x) =
N∑
j=1

2

ω′(sj(x))(x− sj(x))
ψ(sj(x)) . (4.30)

Si comparamos con la expresión obtenida en [15], vemos que obtenemos el mismo

resultado (para comparar con este trabajo hay que tener en cuenta que alĺı se define Z

como si fuera el Z† de este trabajo y también que alĺı se utiliza un fermión complejo y

en este trabajo un fermión real).

Es interesante notar que si nos planteamos el problema de conseguir la conjugación

modular para A′ entonces terminamos obteniendo las mismas expresiones para sj(x) y

Cj(x), ya que el cambiar de A→ A′ implica cambiar f(x)→ − 1
f(x)

y este cambio deja

invariante las expresiones mencionadas.

4.2. Propiedades de las soluciones G(x, y) = 0

De la ecuación G(x, y) = 0 sabemos, por el teorema de la función impĺıcita, que

existe una función sj(x) tal que G(x, sj(x)) = 0 para todo x perteneciente a un dominio

donde ∂xG(x, y) 6= 0. La Eq. (4.25) nos da una condición más simple para encontrar la

función sj(x), esta es

f(x) + f(sj(x)) = 0 . (4.31)

Esta condición es la central para el cálculo de las funciones sj(x) y será utilizada

extensamente en todo el trabajo. De esta igualdad podemos deducir varias propiedades

que poseen las soluciones sj(x). Estudiemos más en detalle la función f(x) = Πa(x)
Πb(x)

, sea

A =
⋃N
i=1(ai, bi) la región multicomponente. Se puede observar que

si x ∈ A⇒ f(x) < 0 ,

si x /∈ A⇒ f(x) > 0 .
(4.32)

Entonces dado x ∈ A⇒ sj(x) /∈ A ya que f(sj(x)) = −f(x). Estos nos indica que los

ψ̃(x) son una combinación lineal de ψ(x) que no pertenecen a la región A. Esto era de

esperarse, ya que ψ̃(x) ∈ A(A)′.

También es posible probar que solo existen N soluciones sj(x) ∈ R, donde N es

el número de intervalos que conforman la región A y que esas son todas las posibles

soluciones. Que existen N soluciones viene de analizar cómo se comporta la función

f(x) en los intervalos (ai, bi). Sea x ∈ (ai, bi), como f(x) < 0, f(ai) = 0, f(bi) = −∞
y f(x) continua, entonces f((ai, bi)) = R− para i = 1, ..., N , es decir, la imagen de
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cada intervalo cubre toda la recta real negativa. Ahora sea x /∈ A, supongamos el caso

en el que x ∈ (bj, aj+1) como f(x) > 0, f(bj) = ∞, f(aj+1) = 0 y f(x) continua,

entonces f((bj, aj+1)) = R+. En el caso de que x ∈ (−∞, a1) ó x ∈ (bN ,∞) tenemos

que f((−∞, a1) ∪ (bN ,∞)) = R+. De aqúı podemos deducir que dado un x ∈ A, por

cada uno de los N − 1 intervalos (bj, aj+1) existe un sj tal que f(sj(x)) + f(x) = 0,

más otra solución del intervalo (−∞, a1) ∪ (bN ,∞). Por lo tanto, demostramos que

existen N soluciones sj(x). Es fácil demostrar que son todas, ya que para un dado x

la expresión Πb(x)Πa(y) + Πb(y)Πa(x) es un polinomio de grado N en y, entonces solo

existen N posibles soluciones, que son las comentadas anteriormente.

4.3. Distribución de los ψ(x)

En las secciones 4.1 y 4.2 vimos que el operador J̃ nos transforma al operador ψ(x)

en una suma discreta de operadores localizados, uno por cada región que compone a AC ,

la región complementaria a A. Ahora es natural preguntarse ¿Cómo están distribuidos

estos operadores? ¿Cuál es más “relevante” en la descomposición? Para esto vamos a

realizar el siguiente análisis.

Calculemos el anticonmutador {ψ̃(x), ψ̃(y)}, recordando que J̃ es un operador an-

tiunitario

{ψ̃(x), ψ̃(y)} = ψ̃(x)ψ̃(y) + ψ̃(y)ψ̃(x)

= J̃ψ(x)ψ(y)J̃ + J̃ψ(y)ψ(x)J̃

= J̃{ψ(x), ψ(y)}J̃

= δ(x− y) .

(4.33)

Pero también sabemos que ψ̃(x) =
∑N

i=1Ci(x) ψ(si(x)), por lo que tenemos que

{ψ̃(x), ψ̃(y)} =
N∑

j,i=1

Ci(x)Cj(y) δ(si(x)− sj(y))

=

(
N∑
i=1

Ci(x)2

|s′i(x)|

)
δ(x− y) +

N∑
j,i=1, i6=j

Ci(x)Cj(y) δ(si(x)− sj(y)) ,

(4.34)

donde s′i(x) es la derivada de la función si(x). Comparando las ecuaciones (4.33) y

(4.34) llegamos a la conclusión de que

N∑
i=1

Ci(x)2

|s′i(x)|
= 1 , (4.35)
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N∑
j,i=1, i6=j

Ci(x)Cj(y) δ(si(x)− sj(y)) = 0 . (4.36)

De la Eq. (4.35) podemos interpretar a los coeficientes

Pi(x) =
|Ci(x)|2

|s′i(x)|
, (4.37)

como la proporción en la que aporta el ψ(si(x)) al campo ψ̃(x).

Las igualdades (4.35) y (4.36) son de mucha utilidad, ya que nos ayuda a entender

cómo se relacionan los coeficientes Ci(x) entre śı y también las soluciones si(x).

4.4. Solución para un intervalo

( )

Figura 4.1: Esquema de un intervalo y cómo actúa el operador J̃ sobre el campo ψ(x).

Para el caso de un intervalo A = (a, b) tenemos

f(x) =
(x− a)

(x− b)
, (4.38)

imponiendo la condición f(x) + f(y) = 0 obtenemos la solución s(x)

s(x) =
(a+b)

2
x− ab

x− (a+b)
2

. (4.39)

Para ganar una mejor intuición de cómo se comporta esta solución podemos ir al caso

simétrico (−a, a) sin pérdida de generalidad y obtenemos que s(x) = a2

x
. De esta forma

se puede observar que s(x) /∈ (−a, a) ya que |x| < a, por lo tanto, |s(x)| > a. Se puede

ver que a medida que x se acerca a los bordes, s(x) también lo hace y que si nos vamos

al centro del intervalo entonces s(x)→∞.

Ahora que obtuvimos s(x) podemos calcular una expresión explicita para la Eq.

(4.30).

ψ̃(x) = J̃ψ(x)J̃ =
b− a

2x− (a+ b)
ψ(s(x)) . (4.40)
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Podemos ver cómo expĺıcitamente el operador J̃ nos env́ıa un operador ψ(x) ∈ A(A)

a uno en ψ(s(x)) ∈ A(A)′ y cómo este se comporta en función de x. Notemos también

que se cumple la relación (4.35).

En [19] se obtuvieron los autovectores uks(x) del correlador para una región multi-

componente A los cuales forman una base ortonormal completa en esta región. Para el

caso de un intervalo los autovectores correspondientes a la región A = (a, b) son

us(x) =

√
ω′(x)

2π
eisω(x) =

1√
2π

√
b− a

(x− a)(b− x)
eisω(x), x ∈ (a, b) , (4.41)

donde ω(x) = log(−f(x)), s es el autovalor correspondiente y se cumple que∫
A

us(x)u∗s′(x) dx = δ(s− s′) . (4.42)

Para la región complementaria AC = (−∞, a) ∪ (b,∞) tenemos que los autovectores

son

vs(x) =

√
ω̃′(x)

2π
eisω̃(x) =

1√
2π

√
b− a

(a− x)(b− x)
eisω̃(x), x ∈ A′ . (4.43)

Donde (4.43) se puede obtener pensando que la región complementaria son dos inter-

valos A′ = (−m, a) ∪ (b,m) y se hace tender m → ∞. De esta manera tenemos que

f̃(x) = −1
f(x)

y por lo tanto ω̃(x) = log
(
−f̃(x)

)
= − log(f(x)). Podemos expandir los

ψ(y) con y ∈ A y los ψ(x) con x ∈ A′ como

ψ(y) =

∫
ds âs us(y), ψ(x) =

∫
ds b̂s vs(x) . (4.44)

Por la ecuación (4.40) entonces tenemos cómo transforman los âs con respecto a J̃ y

cómo están relacionados los autovectores

J̃ âsJ̃
† = J̃

∫
A

dy u∗s(y)ψ(y)J̃†

=

∫
A

dy us(y)J̃ψ(y)J̃†

=

∫
A

dy us(y)C(y)ψ(s(y))

=

∫
A

dy

∫
ds′ C(y) b̂s′ us(y) vs′(s(y)) .

(4.45)

Notemos que ω̃(s(y)) = − log(f(s(y))) = − log(−f(y)) = −ω(y). Por lo que nos queda
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que vs(s(y)) toma la forma

vs(s(y)) =

√
ω̃′(s(y))

2π
eisω̃(s(y))

=

√
− ω′(y)

2πs′(y)
e−isω(y)

=

√
− 1

s′(y)
u∗s(y) ,

(4.46)

donde es importante notar que s′(y) < 0 si y ∈ A, por lo que la raiz es real. Esto nos

conduce a que

J̃asJ̃
† =

∫
A

dy

∫
ds′ C(y) b̂s′ us(y) vs′(s(y))

=

∫
A

dy

∫
ds′

C(y)√
−s′(y)

b̂s′ us(y) u∗s′(y)

=

∫
A

dy

∫
ds′ b̂s′ us(y) u∗s′(y)

= bs ,

(4.47)

donde se utilizó Eq. (4.37) para reconocer el factor C(y)√
−s′(y)

=
√
P (y) = 1. Lo que

nos indica que el operador J̃ nos convierte un modo de autovalor s a otro del mismo

autovalor en la región complementaria en el caso de un intervalo.

4.5. Solución para dos intervalos

( ) ( )

Figura 4.2: Esquema de dos intervalos y cómo actúa el operador J̃ sobre un ψ(x).

Para el caso de dos intervalos A = (−b,−a) ∪ (a, b), tomados de manera simétrica

para simplificar las expresiones, tenemos que

ψ̃(x) = C1(x) ψ(s1(x)) + C2(x) ψ(s2(x)) , (4.48)
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donde tenemos las soluciones

s1(x) =
(b− a)2x+

√
(b− a)4x2 + 4ab(x2 − ab)2

2(x2 − ab)
,

s2(x) =
(b− a)2x−

√
(b− a)4x2 + 4ab(x2 − ab)2

2(x2 − ab)
,

(4.49)

Ci(x) =
2

(si(x)− x)

(
b

si(x)2 − b2
− a

si(x)2 − a2

)−1

. (4.50)

Si x ∈ A entonces s1(x), s2(x) ∈ Z y ambas pertenecen a intervalos distintos de los que

componen a Z, cómo se mostró en la sección 4.2.





Caṕıtulo 5

La simpleza del plano complejo

En este caṕıtulo estudiaremos la aplicación del operador conjugación modular J

para una teoŕıa de operadores fermiónicos en el ćırculo unidad complejo, algo que es

usualmente usado en la literatura para estudiar el flujo modular [18, 20, 21].

5.1. Expresión general para las posiciones en la cir-

cunferencia unidad

Figura 5.1: Ejemplo de como un intervalo I de S1 se mapea a E = 4
√
I

Sea I un intervalo de la circunferencia unidad S1 del plano complejo. Llamamos

E = n
√
I al conjunto que surge de aplicar la ráız n-ésima a los puntos de I. El conjunto

E consta de n intervalos simétricos distribuidos sobre la circunferencia unidad. Un

ejemplo de esto se muestra en la figura 5.1. La transformada de Cayley es una función

que nos mapea la recta real a S1 en el plano complejo.

z = Ca(x) =
1 + ix

1− ix
. (5.1)

Estos son los ingredientes que se utilizan en la Proposición 5 de [20] en donde se

demuestra que si tenemos un conjunto de intervalos
⋃n
j=1(aj, bj) ⊂ R lo cuales si le

aplicamos la transformada de Cayley nos da un conjunto de la forma n
√
I entonces las

37
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funciones f(x) =
∏n

j=1
x−aj
x−bj se pueden escribir como

f(x) =
n∏
j=1

x− aj
x− bj

=
n∏
j=1

1 + vj
1 + uj

z − uj
z − vj

=
V − 1

U − 1

zn − U
zn − V

= f̌(z) , (5.2)

donde z = 1+ix
1−ix , uj =

1+iaj
1−iaj , vj =

1+ibj
1−ibj , U = unj , V = vnj los cuales cumplen (U, V ) =

I ⊂ S1. Ahora plantear la condición f(x) + f(y) = 0 es equivalente a plantear la

condición f̌(z) + f̌(w) = 0 con z, w ∈ S1. Gracias a la Eq. (5.2) vemos que nuestro

problema de n intervalos se redujo al problema de un solo intervalo I donde queremos

resolver para los puntos zn y wn de S1. El problema de la conjugación modular para

un solo intervalo ya fue estudiado en la sección 4.4, las posiciones vienen dadas por

zn =
U+V

2
wn − UV

wn − U+V
2

. (5.3)

Tomando la ráız n-ésima de zn obtenemos las n soluciones esperadas y utilizando la

transformada de Cayley inversa obtenemos las soluciones para la recta real.

5.2. Transformación de los campos

Ahora nos preguntamos como se veŕıa la acción de la conjugación modular para

el álgebra de fermiones en el ćırculo unidad complejo. Para esto transformamos la

recta real R al ćırculo unidad S1 en el plano complejo v́ıa la transformación de Cayley

Ca : R→ S1. En [? ] se trabaja extensamente la expresión de los campos en S1.

Tenemos que ψ(x) es un campo fermiónico real primario, este transforma como

ψ(z) =
1√

−iCa′(x)
ψ(x) , (5.4)

con z = Ca(x). Para aclarar la notación, cuando estemos trabajando con campos en

el ćırculo unidad complejo, estos estarán evaluados en argumentos como z ó w. En el

caso de que sea un campo sobre la recta real este será evaluado con argumentos x ó y.

Cualquier diferencia con esta regla será aclarada. Entonces, el campo conjugado viene

dado por

ψ†(z) =
1√

iCa′(x)∗
ψ(x) = zψ(z), (5.5)

donde Ca′(x)∗ es la derivada de la función de Cayley conjugada compleja. Estos campos
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cumplen la regla de conmutación

{ψ(z), ψ†(w)} =
1√

Ca′(x)Ca′(y)∗
{ψ(x), ψ(y)}

=
1

|Ca′(x)|
δ(x− y) .

(5.6)

Vemos que la expresión final de este anti-conmutador nos tienta a usar propiedades de

la delta de Dirac para escribir la expresión δ(Ca(x) − Ca(y)), pero la delta de Dirac

no está bien definida al ser evaluada en valores complejos. Por esta razón en la última

igualdad definimos para abreviar notación

δ̌(z − w) = δ̌(Ca(x)− Ca(y)) :=
1

|Ca′(x)|
δ(x− y) . (5.7)

Por lo tanto nos queda que

{ψ(z), ψ†(w)} = δ̌(z − w) . (5.8)

Supongamos ahora que tenemos una región A conformada por n intervalos disjuntos

sobre la recta real que se mapean a intervalos en el ćırculo mediante la transformación

de Cayley y el operador conjugación modular J̃ que actúa sobre el álgebra generada por

esta región. Se puede demostrar que los campos ψ̃(x) = J̃ψ(x)J̃† también transforman

como campos primarios

ψ̃(z) = J̃ψ†(z)J̃†

= J̃

(
1√

iCa′(x)∗

)
ψ(x)J̃†

=
1√

−iCa′(x)
J̃ψ(x)J̃†

=
1√

−iCa′(x)
ψ̃(x) .

(5.9)
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Utilizando la expresión obtenida en Eq.(4.30) para ψ̃(x) obtenemos que

ψ̃(x) =
N∑
j=1

Cj(x)ψ(sj(x))

√
−iCa′(x)ψ̃(z) =

N∑
j=1

Cj(x)
√
−iCa′(sj(x))ψ(šj(z))

ψ̃(z) =
N∑
j=1

Cj(x)

√
Ca′(sj(x))

Ca′(x)
ψ(šj(z))

⇒ ψ̃(z) =
N∑
j=1

dj(z)ψ(šj(z)) ,

(5.10)

donde se reemplazó por z = Ca(x) y se renombraron las siguientes expresiones

šj(z) =
(
Ca ◦ sj ◦ Ca−1

)
(z) y dj(z) = Cj(Ca−1(z))

√
Ca′(Ca−1(šj(z)))

Ca′(Ca−1(z))
. (5.11)

Si nos encontramos en el caso tratado en la sección 5.1 entonces las posiciones šj(z)

toman la forma general dada en Eq. (5.3)

šj(z)n = s0(zn) =
U+V

2
zn − UV

zn − U+V
2

, (5.12)

donde

s0(z) =
U+V

2
z − UV

z − U+V
2

, (5.13)

es la solución para un solo intervalo dada en Eq. (4.39). Otra cosa interesante para

calcular son los pesos Pj(x) definidos en la sección 4.3. Para ello, seguimos el mismo

procedimiento aplicado antes, primero calculamos el conmutador de ψ̃(z)

{ψ̃(z), ψ̃(w)} = J̃{ψ(z), ψ(w)}J̃†

= J̃
1

|Ca′(x)|
δ(x− y)J̃†

=
1

|Ca′(x)|
δ(x− y)

= δ̌(z − w) .

(5.14)

Por otro lado tenemos que

{ψ̃(x), ψ̃†(y)} =
N∑

j,i=1

di(z) (dj(w))∗ {ψ(ši(z)), ψ†(šj(w))} . (5.15)
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Analicemos que forma tienen los conmutadores {ψ(ši(z)), ψ†(šj(w))}

{ψ(ši(z)), ψ†(šj(w))} = δ̌(ši(z)− šj(w))

= δ̌(Ca(si(x))− Ca(sj(y)))

=
1

|Ca′(si(x))|
δ(si(x)− sj(y)) ,

(5.16)

donde se utilizaron las Eqs. (5.7) (5.8). Aplicando esto en Eq.(5.15) nos queda

{ψ̃(x), ψ̃†(y)} =
N∑

j,i=1

di(z) (dj(w))∗
1

|Ca′(si(x))|
δ(si(x)− sj(y))

=
N∑
i=1

|di(z)|2

|Ca′(si(x))|
δ(si(x)− si(y)) +

N∑
j,i=1, i6=j

di(z) (dj(w))∗

|Ca′(si(x))|
δ(si(x)− sj(y))

=
N∑
i=1

|di(z)|2

|Ca′(si(x))s′i(x)|
δ(x− y) +

N∑
j,i=1, i6=j

di(z) (dj(w))∗

|Ca′(si(x))|
δ(si(x)− sj(y))

=
N∑
i=1

|di(z)|2

|š′i(Ca(x))Ca′(x)|
δ(x− y) +

N∑
j,i=1, i6=j

di(z) (dj(w))∗

|Ca′(si(x))|
δ(si(x)− sj(y))

=
N∑
i=1

|di(z)|2

|š′i(z)|
δ(z − w) +

N∑
j,i=1, i6=j

di(z) (dj(w))∗

|Ca′(si(x))|
δ(si(x)− sj(y)) ,

(5.17)

donde en la tercera ĺınea se utilizó que Ca(si(x)) = ši(Ca(x)). Comparando con Eq.

(5.14) nos quedan las condiciones

N∑
i=1

|di(z)|2

|š′i(z)|
= 1 y

N∑
j,i=1, i6=j

di(z) (dj(w))∗

|Ca′(si(x))|
δ(si(x)− sj(y)) = 0 . (5.18)

Es fácil demostrar que son las mismas condiciones que se encontraron en 4.3, tan solo

con utilizar que dj(z) =
√

Ca′(sj(x))

Ca′(x)
Cj(x) y š′j(z) =

Ca′(sj(x))

Ca′(x)
s′j(x) se logra llegar al

resultado. Es interesante notar que

P̌j(z) =
|dj(z)|2

|š′j(z)|
=
Cj(x)2

|s′j(x)|
= Pj(x), (5.19)

lo que nos muestra que los pesos transforman como escalares ante transformaciones

conformes, lo cual parece natural según la interpretación dada a estos.

Resulta que si expresamos las funciones dj(z) y P̌j(z) utilizando los parámetros

U y V y las funciones (5.13) y (5.12) se encuentran expresiones bastante sencillas

que pueden ser utiles para hacer cálculos. Para mostrar esto, recordamos la función
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f̌(z) = f(Ca−1(z)) descrita en Eq. (5.2). Se puede ver que

f̌ ′(z) = f ′(Ca−1(z))
(
Ca−1(z)

)′
⇒ f ′(Ca−1(z)) = f̌ ′(z) Ca′(Ca−1(z)) .

(5.20)

Utilizando que Cj(x) = 2
(x−sj(x))

f(sj(x))

f ′(sj(x))
, la identidad

Ca−1(z)− Ca−1(w) =
z − w√

Ca′(Ca−1(z)) Ca′(Ca−1(w))

y la definición de dj(z) dada en Eq.(5.11) se llega a que

dj(z) =
2

z − šj(z)

f̌(šj(z))

f̌ ′(šj(z))
. (5.21)

Podemos ver que dj(z) conserva la misma forma que Cj(x). Si estamos en el caso

simétrico comentado en la sección 5.1 entonces podemos avanzar más sobre estas ex-

presiones. Supongamos que tenemos un intervalo generador I = (U, V ) a través del

cual generamos la región A = n
√
I de n intervalos. Entonces tenemos las siguientes

expresiones

dj(z) =
2

n(U − V )

(s0(zn)− U)(s0(zn)− V )

s0(zn)

šj(z)

z − šj(z)
. (5.22)

De esta expresión y utilizando que

šj(z)n = s0(zn)⇒ š′j(z) =
s′0(zn)

šj(z)n−1
zn−1 , (5.23)

podemos calcular los pesos P̌j(z) como

P̌j(z) =
|dj(z)|2

|š′j(z)|
=

4

n2

∣∣∣∣(s0(zn)− U)2(s0(zn)− V )2

s′0(zn) (U − V )2

1

(z − šj(z))2

∣∣∣∣ . (5.24)

Podemos ver que tanto en dj(z) y P̌j(z) poseen un factor que no depende de la solución

šj(z) y por lo tanto se puede sacar como factor común de ψ̃(z). Este factor es el d0

que apareceŕıa al calcular la acción del J̃ para un solo intervalo, por lo tanto podemos

deducir que la estructura de intervalos solo se ve reflejada en el factor dependiente de

la solución šj(z).



Caṕıtulo 6

Twist para un intervalo y cota

inferior operatorial a la enerǵıa

local

En este capitulo estudiaremos expĺıcitamente el twist de Buchholz-Doplicher-Longo

el cual se quiere que aplique la evolución temporal sobre la región A compuesta por

un solo intervalo y como se comporta el campo ψ(x) al hacerlo evolucionar con este

operador. Luego veremos como obtener el generador del twist y como este nos propor-

cionara una cota a la densidad de enerǵıa local, la cual puede ser comparada en cierta

medida con la encontrada a través de técnicas de teoŕıa de campos conformes en [7].

6.1. Twist en un intervalo

Sea A = (−a, a) la región donde queremos que el twist aplique la evolución tempo-

ral, B = (−∞,−b)∪ (b,∞) la región invariante ante el twist y Z = (−b,−a)∪ (a, b) =

Z− ∪ Z+ es la región de esmereo. Entonces tenemos las álgebras generadas por estas

regiones A = A(A), B = A(B) y AB = A(A ∪ B) = A ∨ B y sus correspondientes

conjugaciones modulares JA, JB y JAB. El operador evolución temporal viene dado por

U(t) = e−iHt con H =
i

2

∫
dx : ψ(x)∂ψ(x) : . (6.1)

Entonces definimos el twist como se hizo en la sección 3.1 suponiendo que A actúa en

el primer factor

τA(t) = W † (U(t)⊗ 1)W . (6.2)

43
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El twist transforma al campo ψ(x) como

τA(t)†ψ(x)τA(t) =

{
ψ(x+ t) x+ t ∈ A
JAB JA ψ(x+ t)JA JAB x+ t /∈ A

. (6.3)

Entonces para calcular la acción explicita del twist tenemos que aplicar la conjugación

modular JA y JAB. La conjugación aplicada por JA es la de un solo intervalo y ya

ha sido estudiada en la sección 4.4. La conjugación aplicada por JAB es en realidad

la misma que la de dos intervalos porque B = (−∞,−b) ∪ (b,∞) es un solo intervalo

unido en el infinito. Por lo tanto para esta conjugación se pueden utilizar los resultados

de 4.5 ya que las soluciones para una región dada son igual que para su complemento.

Entonces aplicando las conjugaciones obtenemos que

τ(t)†ψ(x)τ(t) = c+(x+ t)ψ(q+(x+ t))+c−(x+ t)ψ(q−(x+ t)) con x+ t ∈ A′ , (6.4)

donde tenemos que las posiciones q±(x) vienen de la composición de las funciones (4.39)

y (4.49), especificadas en las regiones A y A∪B respectivamente, y los coeficientes c±(x)

de la multiplicación de los dados en (4.40) y (4.50). Más expĺıcitamente

q±(x) =

x

(
−a2(b− a)2 ± x

√
4ab(ab− a4

x2
)2 + (b− a)4 a4

x2

)
2(abx2 − a4)

, (6.5)

c±(x) =
a

x

1

q±(x)− a2

x

(
b

b2 − q±(x)2
+

a

q±(x)2 − a2

)−1

, (6.6)

donde se cumple que q±(x) ∈ Z±. A partir de estas expresiones podemos analizar que

sucede con las posiciones y con los pesos

pi(x) =
c±(x)2

|s′±(x)|
, p+(x+ t) + p−(x+ t) = 1 . (6.7)

En la figura 6.1 se pueden observar como evoluciona la posición del fermión cuando

x+ t ∈ A y luego como se descompone y evolucionan las partes cuando x+ t /∈ A. En

la figura 6.2 se puede observar como evolucionan los pesos de la descomposición del

fermión cuando x+ t /∈ A.
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2 1 1 2
x + t

2
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q i
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+
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x + t
q+(x + t)
q (x + t)

Figura 6.1: Gráfico de las soluciones q±(x+ t) en función de x+ t para el caso A = (−1, 1) y
B = (−∞,−2)∪(2,∞). Se observa que el twist traslada al fermión normalmente cuando x+t ∈ A
(curva solida verde). Cuando x + t /∈ A vemos que el campo se divide en dos componentes con
posiciones q+(x+ t) (curva solida azul) y q−(x+ t) (curva solida roja).
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Figura 6.2: Gráfico de las probabilidades p±(x+ t) en función de x+ t para el caso A = (−1, 1)
y B = (−∞,−2) ∪ (2,∞). p+(x + t) se corresponde con el fermión ubicado en q+(x + t) (curva
solida azul) y p−(x+ t) con el fermión ubicado en q−(x+ t) (curva solida roja).
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Analicemos estos resultados. Podemos ver que se cumple que si x+t→ ±a entonces

q±(±a) = ±a, q′±(±a) = 1 y p±(±a) = 1. Esto nos esta diciendo por ejemplo que

cuando el operador esta recién saliendo del intervalo A por la derecha, osea x+ t ≈ a y

x+t ∈ Z+, tenemos que el operador ubicado en q+(x+t) en la descomposición se “pega”

bien con este, ya que q±(x+ t) ≈ x+ t, y también que los pesos cumplen p+(x+ t) ≈ 1

y p−(x+ t) ≈ 0 lo que nos indica que el q+(x+ t) es el más relevante en la suma. Por lo

tanto podemos ver que existe una especie de identificación entre el fermión que “sale”

de A y un fermión de la descomposición cuando el fermión transformado todav́ıa no esta

muy “alejado” del álgebra. Esto nos da la idea de una especie de transición suave entre

tener un único fermión a tener una mezcla de ellos. Luego vemos que esta identificación

se va perdiendo a medida que avanza la evolución ya que cuando x + t→∞ tenemos

que q±(x + t) = ±
√
ab y p±(x + t) = 1

2
, por lo cual podemos decir que el operador se

mezcló totalmente.

Es interesante analizar la función de dos puntos cuando uno de los campos es

transformado por el twist

〈Ω|τ †A(t)ψ(x)τA(t)ψ(y)|Ω〉 =
1

2πi(x+ t− y − iε)
si x+ t ∈ A , (6.8)

〈Ω|τ †A(t)ψ(x)τA(t)ψ(y)|Ω〉 =
∑

i∈{+,−}

ci(x+ t)

2πi(qi(x+ t)− y − iε)
si x+ t /∈ A . (6.9)

En la figura 6.3 se puede observar un gráfico de 2πi 〈Ω|τ †A(t)ψ(x)τA(t)ψ(y)|Ω〉 con x = 0

e y = 3. A simple vista se nota que esta función es continua pero no posee primera

derivada continua en los bordes de la región A. Esto es semejante a lo observado en

[17] donde se demuestra una discontinuidad en la segunda derivada de la densidad del

factor N tipo I.

3 2 1 0 1 2 3
t

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0
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(t,

 0
, 3

)

AZ Z+B B

Figura 6.3: Gráfico de 2πi 〈Ω|τ †A(t)ψ(x)τA(t)ψ(y)|Ω〉 = CT(t, x, y) en función de t para x = 0
e y = 3 para el caso de regiones A = (−1, 1) y B = (−∞,−2) ∪ (2,∞). Se puede observar como
esta función es continua pero no diferenciable en los puntos t = ±1.
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Vamos a analizar ahora que sucede cuando se modifican los espesores de las zonas

de esmereo y nuestra transformación nos saca al operador fuera de la región A, por

lo que el campo se ve descompuesto según Eq. (6.4). Supongamos que A = (−1, 1)

y B = (−∞,−1 − ε) ∪ (2,∞), vamos a ver que ocurre con los pesos a medida que

hagamos tender ε → 0, osea cuando la zona de esmereo Z− = (−1 − ε,−1) colapsa a

−1. Tenemos que pε−(x) el peso del fermión ubicado en Z− y pε+(x) el fermión ubicado

en Z+ = (1, 2). Se verifica que

ĺım
ε→0

pε−(x) = 0, ĺım
ε→0

pε+(x) = 1 . (6.10)

Lo que nos dice que toda la relevancia en la suma la pasa a tener el fermión en Z+.

Las posiciones terminan siendo

ĺım
ε→0

qε−(x) = −1, ĺım
ε→0

qε+(x) =
4x− 3

3x− 2
. (6.11)

De esto podemos concluir que si hacemos colapsar una de las zonas de esmereo, el

twist actúa solo trasladándome los campo haćıa Z+ a medida que aumentamos el t y

haciéndolos colapsar al punto 4
3
, que es un comportamiento similar al que se observó

para el twist simple en el capitulo 2.

6.2. Generador del twist

Se sabe que los twist asociados a un grupo de simetŕıa forman una representación

de este grupo [1]. Como esta representación esta conectada con la identidad, pode-

mos obtener el generador de la transformación simplemente tomando la derivada con

respecto al parámetro continuo y evaluando en la identidad. Sea A una región del

espacio-tiempo que nos genera el álgebra A(A) donde queremos que el twist actué y

sea U(s) = eGs una representación de un elemento del grupo de simetŕıas con G el

generador perteneciente al álgebra de Lie del grupo, entonces el twist correspondiente

a esta transformación es

τA(s) = W † (U(s)⊗ 1)W . (6.12)

Diferenciando con respecto al parámetro s y evaluando en s = 0 tenemos

G̃ =
∂

∂s
τA(s)|s=0

= W †
(
∂

∂s
U(s)|s=0 ⊗ 1

)
W

= W † (G⊗ 1)W ,

(6.13)

lo que nos da la expresión del generador G̃ del twist.
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En esta sección obtendremos el generador del twist τA(t) definido en Eq. (6.2).

Recordamos que

H =

∫
R
dx : T (x) :=

i

2

∫
R
dx : ψ(x)∂ψ(x) : . (6.14)

El orden normal de un operador define un operador con valor de expectación 0 ante el

estado de vaćıo. Para operadores singulares como lo son los operadores ψ(x)∂ψ(x) se

lo define de la siguiente manera

: ψ(x)∂ψ(x) := ĺım
y→x

(ψ(x)∂ψ(y)− 〈Ω|ψ(x)∂ψ(y)|Ω〉) . (6.15)

Para ahorrar notación y ser mas claros en la exposición definimos

T̃ (x, y) =
i

2
ψ(x)∂ψ(y) , (6.16)

con la propiedad de que T̃ (x, x) = T (x). Por lo tanto el orden normal de la densidad

de enerǵıa T (x) viene dado por

: T (x) := ĺım
y→x

T̃ (x, y)− 〈Ω|T̃ (x, y)|Ω〉 , (6.17)

y con valor de expectación

〈Ω|T̃ (x, y)|Ω〉 =
1

4π(x− y)2
. (6.18)

El generador del twist se escribe según (6.13) como

H̃ =

∫
R
dx W † (: T (x) : ⊗1)W . (6.19)

Recordando la definición (6.17) nos queda que

H̃ =

∫
R
dx ĺım

y→x
W †

((
T̃ (x, y)− 〈Ω|T̃ (x, y)|Ω〉

)
⊗ 1
)
W

=

∫
R
dx ĺım

y→x
W †

(
T̃ (x, y)⊗ 1

)
W − 〈Ω|T̃ (x, y)|Ω〉 ,

(6.20)

de esta expresión podemos ver que tenemos varios casos posibles. El primer caso es

cuando x, y ∈ A, en este caso el operador T̃ (x, y) pertenece al álgebra A(A), por lo

tanto el operadorW lo transforma trivialmente según las propiedades (3.5) y obtenemos

W †
(
T̃ (x, y)⊗ 1

)
W = T̃ (x, y) si x, y ∈ A . (6.21)
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Cuando x, y /∈ A usamos la propiedad (3.6)

W †
(
T̃ (x, y)⊗ 1

)
W = JAB JA T̃ (x, y) JA JAB Si x, y /∈ A . (6.22)

Un ultimo caso es cuando x ∈ A pero y /∈ A o viceversa, en este caso tenemos que expre-

sar el operador T̃ (x, y) en su expresión según operadores fermiónicos. Para simplificar

solo miremos el término ψ(x)∂ψ(y) y supongamos que x ∈ A pero y /∈ A.

W † (ψ(x)∂ψ(y)⊗ 1)W = W † (ψ(x)⊗ 1)W W † (∂ψ(y)⊗ 1)W

= ψ(x) JAB JA ∂ψ(y) JA JAB .
(6.23)

En caso de que x /∈ A pero y ∈ A la solución es similar, solo que los operadores JAB JA

actúan sobre ψ(x). Entonces vamos a notar esto como

W †
(
T̃ (x, y)⊗ 1

)
W = T̃1,J(x, y) si x ∈ A y y /∈ A , (6.24)

W †
(
T̃ (x, y)⊗ 1

)
W = T̃J,1(x, y) si x /∈ A y y ∈ A , (6.25)

donde (1, J) refiere a solo transformar el fermión evaluado en la segunda variable y

(J, 1) el de la primera. Entonces para realizar la integral tenemos que tener en cuenta

estos tres casos. Para esto primero expresamos los puntos x e y de una manera mas

convencional para tomar el limite. Tomamos x → x − h/2 y y → x + h/2 y el ĺımite

pasa a ser h → 0. Entonces tenemos que separar la integral en las distintas regiones

donde se cumplen estas condiciones.

H̃ = ĺım
h→0

∫ a−h
2

−a+h
2

(
T̃ (x− h

2
, x+

h

2
)− 〈Ω|T̃ (x− h

2
, x+

h

2
)|Ω〉

)
dx

+

∫ ∞
a+h

2

(
JAB JA T̃ (x− h

2
, x+

h

2
) JA JAB − 〈Ω|T̃ (x− h

2
, x+

h

2
)|Ω〉

)
dx

+

∫ −a−h
2

−∞

(
JAB JA T̃ (x− h

2
, x+

h

2
) JA JAB − 〈Ω|T̃ (x− h

2
, x+

h

2
)|Ω〉

)
dx

+

∫ a+h
2

a−h
2

(
T̃1,J(x− h

2
, x+

h

2
)− 〈Ω|T̃ (x− h

2
, x+

h

2
)|Ω〉

)
dx

+

∫ −a+h
2

−a−h
2

(
T̃J,1(x− h

2
, x+

h

2
)− 〈Ω|T̃ (x− h

2
, x+

h

2
)|Ω〉

)
dx .

(6.26)

El limite del primer término es fácil de hacer ya que no hay ninguna transformación
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de por medio, entonces nos queda

ĺım
h→0

∫ a−h
2

−a+h
2

(
T̃ (x+

h

2
, x− h

2
)− 〈Ω|T̃ (x+

h

2
, x− h

2
)|Ω〉

)
dx =

∫
A

: T (x) : dx . (6.27)

En el segundo y tercer término encontramos la transformación del operador completo,

pero ya que los operadores JAB y JA dejan invariante el vaćıo |Ω〉 tenemos que

〈Ω|T̃ (x+
h

2
, x− h

2
)|Ω〉 = 〈Ω|JAB JA T̃ (x+

h

2
, x− h

2
) JA JAB|Ω〉 , (6.28)

por lo tanto el segundo término nos queda

ĺım
h→0

[∫ ∞
a+h

2

(
JAB JA T̃ (x+

h

2
, x− h

2
) JA JAB − 〈Ω|T̃ (x+

h

2
, x− h

2
)|Ω〉

)
dx

+

∫ −a−h
2

−∞

(
JAB JA T̃ (x+

h

2
, x− h

2
) JA JAB − 〈Ω|T̃ (x+

h

2
, x− h

2
)|Ω〉

)
dx

]
=

∫
A′

: JAB JA T (x) JA JAB : dx ,

(6.29)

por lo tanto podremos trabajar con la expresión de T (x) y luego tomar el ordenamiento

normal. Recordando que

JAB JAψ(x)JA JAB = c+(x)ψ(q+(x)) + c−(x)ψ(q−(x)) , (6.30)

donde q±(x) viene dado por Eq. (6.5) y c±(x) dado por Eq. (6.6). Con esto y recordando

la (6.16) se llega a que

: J̃AB J̃AT (x)J̃A J̃AB :=
∑

i={+,−}

ci(x)2q′i(x) : T (qi(x)) :

+
i

2

∑
i,j∈{+,−}, i 6=j

: ci(x)ψ(qi(x)) (cj(x)ψ(qj(x)))′ : .
(6.31)

El desarrollo completo de esta igualdad se puede encontrar en el apendice C. Recor-

dando que si x /∈ A entonces q±(x) ∈ Z±, por lo tanto podemos extender la integral

sobre el : T (x) : de la Eq. (6.27) hasta la zona de esmereo con el primero término de

(6.31). Mostramos esto mas expĺıcitamente haciendo el cambio de variables q = qi(x),

lo que nos deja que

∑
i∈{+,−}

∫
A′

dx c2
i (x)q′i(x) : T (qi(x)) :=

∑
i∈{+,−}

∫
Zi

dq c2
i (q
−1
i (q)) : T (q) : . (6.32)
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Esto lo podemos sumar con (6.27) para obtener∫
A

: T (x) : dx+
∑

i∈{+,−}

∫
Zi

dq c2
i (q
−1
i (q)) : T (q) :=

∫
A∪Z

α(x) : T (x) : dx , (6.33)

donde

α(x) =

 1 x ∈ A

g±(x)2 x ∈ Z±
, (6.34)

g±(x) = c±(q−1
± (x)) =

2a2b2 − (a2 + b2)x2 ± x
√

(b− a)4x2 + 4ab(x2 − ab)2

2a(b− a)(ab+ x2)
. (6.35)

En la figura 6.4 se puede ver un ejemplo de la función α(x) para una distribución de

intervalos dada. Es de esperarse que esta función sea de soporte acotado en A ∪ Z ya

que el generador debeŕıa tener una forma similar al generador del twist simple que

estudiamos en el caṕıtulo 2.

2 1 1 2
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(x
)

AZ Z+B B

Figura 6.4: Gráfico de la función α(x) descrita en (6.34) para una distribución de intervalos
dada por A = (−1, 1), Z− = (−2,−1), Z+ = (1, 2) y B = (−∞,−2) ∪ (2,∞).

Para simplificar el término no local (segundo término de Eq. (6.31)) podemos inte-

grar por partes uno de los sumandos, utilizar la anticonmutación de los fermiones para

obtener un único término y luego realizar un cambio de variables

i

2

∑
i,j∈{+,−}, i6=j

∫
A′
dx : ci(x)ψ(qi(x)) (cj(x)ψ(qj(x)))′ :

=
i

2

∫
A′
dx : c−(x)ψ(q−(x)) (c+(x)ψ(q+(x)))′ + c+(x)ψ(q+(x)) (c−(x)ψ(q−(x)))′ :

= i

∫
A′
dx : c−(x)ψ(q−(x)) (c+(x)ψ(q+(x)))′ :

= i

∫
Z+

dx : c−(q−1
+ (x))ψ(q−(q−1

+ (x)))
(
c+(q−1

+ (x))ψ(x)
)′

:

= i

∫
Z+

dx : g−(x̃)ψ(x̃) (g+(x)ψ(x))′ := −i
∫
Z−

dx : (g−(x)ψ(x))′ g+(x̃)ψ(x̃) : .

(6.36)
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En la última ecuación se definió

x̃ = q−(q−1
+ (x)) = −ab/x = q+(q−1

− (x)) , ˜̃x = x . (6.37)

La función x̃ mapea Z+ ↔ Z−. Entonces se aprecia que el término no local es un

bi-lineal con un fermión en Z+ y otro en Z−.

Solo nos quedan por ver los términos en los bordes de los intervalos, veamos como

transforma el T̃ (x, y) en este caso. Primero miremos el caso en el que nos encontramos

en el borde −a, se puede obtener que

T̃J,1(x− h

2
, x+

h

2
) =

∑
i∈{+,−}

ci(x−
h

2
)T̃ (qi(x−

h

2
), x+

h

2
) . (6.38)

Por lo que la integral nos queda

∫ −a+h
2

−a−h
2

 ∑
i∈{+,−}

ci(x−
h

2
)T̃ (qi(x−

h

2
), x+

h

2
)− 〈Ω|T̃ (x− h

2
, x+

h

2
)|Ω〉

 dx .

(6.39)

Este termino hay que analizarlo con cuidado ya que, aunque el intervalo de la integral

se haga nulo, podŕıa haber una contribución divergente dentro del operador tal que en

el limite de h → 0 de una contribución distinta de 0. Para ordenar normalmente este

operador necesitamos extraer su valor de expectación, este viene dado por

〈Ω|T̃J,1(x− h

2
, x+

h

2
)|Ω〉 =

∑
i∈{+,−}

ci(x− h
2
)

4π(qi(x− h
2
)− (x+ h

2
))2

. (6.40)

Restando y sumando este término en (6.39) y tomando el limite nos deja el operador

normalmente ordenado y una constante. Tomando el ĺımite h→ 0 la parte operatorial

se anula y solo nos queda

ĺım
h→0

∫ −a+h
2

−a−h
2

− 1

4πh2
+

∑
i∈{+,−}

ci(x− h
2
)

4π(qi(x− h
2
)− (x+ h

2
))2

 dx , (6.41)

donde se utilizó que 〈Ω|T (x− h
2
, x+ h

2
)|Ω〉 = 1

4πh2
. Para que este término nos de una

contribución a la integral deberá poseer una divergencia en el limite h→ 0, que vemos

que en principio la posee por el término 1
h2

. Para lo que sigue, es importante reconocer

las siguientes propiedades que serán de mucha utilidad, estas se encuentran demostradas
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en el apéndice D.

q±(±a) = ±a, q′±(±a) = 1,

c±(±a) = 1, c∓(±a) = 0, c′±(±a) =
q′′±(±a)

2
.

(6.42)

Para reconocer cuales términos son divergentes podemos realizar el siguiente análisis.

La integral es sobre un entorno de −a, por lo tanto podemos tomar x = −a + ε con

|ε| ≤ h
2
. Entonces, como h→ 0 podemos aproximar como q−(x− h

2
) = q−(−a+ε− h

2
) ≈

−a + (ε − h
2
) + O((ε − h

2
)2) por lo que 1

(x+h
2
−q−(x−h

2
))2
≈ 1

h2
. El término con q+(x) no

posee divergencia ya que su imagen pertenece a Z+, por lo tanto el denominador no

se anula, entonces este se anula en el ĺımite h→ 0. En consecuencia nos queda que el

término divergente es

f−(x, h) =
−1

4πh2
+

c−(x− h
2
)

4π((qi(x− h
2
)− (x+ h

2
)))2

, (6.43)

Entonces tenemos que el término constante viene dado por

∫ −a+h
2

−a−h
2

f−(x, h)dx =

∫ h
2

−h
2

f−(−a+ u, h) du . (6.44)

Como |u| ≤ h
2

y h → 0 entonces podemos realizar una expansión en u por lo que nos

queda

∫ h
2

−h
2

f−(−a+ u, h)du =

∫ h
2

−h
2

[
f−(−a, h) + f ′−(−a, h)u+ f ′′−(−a, h)

u2

2!
+O(u3)

]
du

= f−(−a, h)h+ f ′′−(−a, h)
h3

24
+O(h5) .

(6.45)

Sabemos que cuando h → 0 la función f−(−a, h) tiene singularidades, por lo que

debemos calcular el limite para esta función. Teniendo en cuenta las propiedades men-

cionadas en (6.42) calculamos los limites de cada término. Solo hace falta calcular los

primeros dos términos, se puede demostrar que los términos de mayor orden se anulan

en el ĺımite (Ver apéndice E).

ĺım
h→0

f−(−a, h)h = 0 ,

ĺım
h→0

f ′′−(−a, h)
h3

24
=
q′′−(−a)

48π
=

b

6π(b2 − a2)
.

(6.46)
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Por lo tanto nos queda que

ĺım
h→0

∫ −a+h
2

−a−h
2

f−(x, h)dx =
b

6π(b2 − a2)
. (6.47)

Ahora tenemos que realizar un procedimiento similar pero en el borde a, en este caso

el término que queda fuera de la región A es el de la derivada y teniendo en cuenta que

el único termino divergente es el que posee en el denominador a q+(x) nos queda que

f+(x, h) = − 1

4πh2
+

c′+(x+ h
2
)

4π(x− h
2
− q+(x+ h

2
))

+
c+(x+ h

2
)q′+(x+ h

2
)

4π(x− h
2
− q+(x+ h

2
))2

. (6.48)

Entonces, siguiendo el mismo procedimiento que en (6.45) obtenemos que

∫ h
2

−h
2

f+(a+ u, h)du = f+(a, h)h+ f ′′+(a, h)
h3

24
+O(h5) . (6.49)

y en el ĺımite

ĺım
h→0

f+(a, h)h = 0 ,

ĺım
h→0

f ′′+(a, h)
h3

24
= −

q′′+(a)

48π
=

b

6π(b2 − a2)
,

(6.50)

lo que nos da que

ĺım
h→0

∫ a+h
2

a−h
2

f+(x, h)dx =
b

6π(b2 − a2)
. (6.51)

Por lo tanto la contribución de los bordes es∫ −a+h
2

−a−h
2

f−(x, h)dx+

∫ a+h
2

a−h
2

f+(x, h)dx =
1

3π

b

b2 − a2
. (6.52)

En conclusión, el generador queda como

H̃ =
1

3π

b

b2 − a2
+

∫
A∪Z

dx α(x) : T (x) : + i

∫
Z+

dx : g−(x̃)ψ(x̃) (g+(x)ψ(x))′ : , (6.53)

Por el ordenamiento normal de los otros operadores podemos deducir que el término

constante que queda es el valor de expectación del generador.

〈Ω|H̃|Ω〉 =
1

3π

b

b2 − a2
. (6.54)

Es interesante notar que usando Eq. (6.34), (6.42), (6.46) y (6.50) se llega a una ex-

presión del valor de expectación del generador en el vaćıo relacionada con la función
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de soporte acotado α(x)

〈Ω|H̃|Ω〉 =
α′−(−a)− α′+(a)

48π
, (6.55)

donde α′+(a) significa el ĺımite hacia a yendo por Z+ y α′−(−a) el limite hacia −a yendo

por Z−.

6.3. Cota a la enerǵıa local y comparación con la

cota de Fewster-Hollands

Se sabe que para cualquier teoŕıa de campos cuántica el esmereo de la densidad de

enerǵıa con una función positivo de soporte compacto sobre una región acotada como

Tα =

∫
dx α(x) : T00(x) : , (6.56)

produce un operador que no es positivo, por lo tanto podemos deducir que existen

estados para los cuales su enerǵıa sobre esa región acotada del espacio es negativa. La

deducción de este resultado es sencilla, ya que el valor de expectación con respecto al

vaćıo de la densidad de enerǵıa tiene que ser 〈Ω|: T00(x) :|Ω〉 = 0, entonces 〈Ω|Tα|Ω〉 =

0. Si Tα fuera definido positivo, entonces si o si Tα |Ω〉 = 0, pero por el Teorema de

Reeh-Schlieder el vaćıo es un estado separador para cualquier álgebra de una región

acotada y por lo tanto no puede ser aniquilado por un operador dentro de ella. Entonces

se deduce que Tα es no definido positivo [22].

De este hecho se desprende una pregunta ¿cuanta enerǵıa localizada negativa puede

tener un estado? Esto dio lugar a lo que se conoce como las quantum energy inequalities

que consiste en una cota inferior a la enerǵıa local en términos de la función de esmereo

α(x) (Para más información ver [23]). La mas general de estas cotas para una teoŕıa

CFT en 2 dimensiones fue obtenida por Fewster y Hollands en [7]. Esta es

∫
dxα(x) 〈Φ|T (x)|Φ〉 ≥ − c

12π

∫
dx

(
d
√
α(x)

dx

)2

, (6.57)

para cualquier estado |Φ〉, donde c es la carga central. Para el caso de este trabajo, un

fermión de Majorana libre no masivo en 1+1, c = 1
2
. Esta cota es producida utilizando

transformaciones conformes, el término constante a la derecha de la desigualdad es

producido por la anomaĺıa y la desigualdad viene de la positividad del Hamiltoniano

ante transformaciones unitarias. Esta cota decimos que es sharp en el sentido de que
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satura para algún estado, en este caso satura para el estado de vaćıo transformado ante

la transformación conforme usada.

Diferentes tipos de cotas para la densidad de enerǵıa, incluyendo cantidades entrópi-

cas, han sido exploradas en la literatura. Para estados globales impuros, cotas sharp

que involucran cantidades entrópicas han sido derivadas [24]. Otro tipo de cota es la

quantum null energy condition, que da una cota a la densidad de enerǵıa en un punto

en términos de la segunda derivada de la entroṕıa de entrelazamiento [25].

Del twist de Buchholz-Doplicher-Longo estudiado en este caṕıtulo se puede obtener

un tipo diferente de cota para la enerǵıa local, un tipo de cota operatorial. Esta cota

se deriva utilizando que el generador del twist preserva el espectro del Hamiltoniano

ya que los relaciona una transformación unitaria. De esto podemos deducir que el

generador del twist es definido positivo y que su valor de expectación ante cualquier

estado tiene que ser positivo. En particular en (6.54) se comprobó que el vaćıo cumple

esta propiedad. Entonces, usando la Eq. (6.53) y la positividad nos queda que∫
A∪Z

dx α(x) 〈Φ|: T (x) :|Φ〉 ≥

− 1

3π

b

b2 − a2
− i

∫
Z+

dx 〈Φ|: g−(x̃)ψ(x̃) (g+(x)ψ(x))′ :|Φ〉 ,
(6.58)

donde α(x) viene dada en Eq. (6.34) y g±(x) en Eq. (6.35). Por lo tanto se obtiene

una cota inferior para la enerǵıa local en la región A ∪ Z. Una propiedad de esta cota

es que es sharp ya que los estados de la forma (6.59), donde |Ω〉 es el vaćıo y |Ψ〉 es

cualquier otro estado, saturan la desigualdad

W † (|Ω〉 ⊗ |Ψ〉) = |Ω〉N ⊗ |Ψ〉N ′ . (6.59)

Estos tipos de estados tienen la propiedad de que no poseen entrelazamiento entre las

álgebras A(A) ⊂ N y A(B) ⊂ N ′. Dicho de otra manera, no hay correlaciones entre

las regiones A y B. En este sentido, la cota de Fewster-Hollands no es comparable

con la nuestra cuando es aplicada a la misma función α(x) ya que para un estado sin

entrelazamiento, como es el nuestro, la cota de Fewster-Hollands no satura mientras

que la cota encontrada en este trabajo si.

Para la función α(x) encontrada en Eq. (6.34) se puede calcular cual es el valor

de la cota de Fewster-Hollands utilizando la Eq. (6.57). Es importante remarcar que

un requisito para esta cota es que la función α(x) sea suave, lo cual no lo cumple

nuestra función, pero de igual manera procederemos ya que la integral si converge y da

un numero. Podemos comparar el valor dado por esta cota con el término constante

obtenido en el generador del twist 〈Ω|H̃|Ω〉. Para esto, vamos a adimensionalizar las
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cotas. Sea a = k b con 0 < k < 1, entonces podemos expresar

fFH(k) =
b

24π

∫
dx

(
d
√
α(x)

dx

)2

. (6.60)

Para la cota de este trabajo tenemos que

fCM(k) = b 〈Ω|H̃|Ω〉 =
1

3π

1

1− k2
. (6.61)

En la figura 6.5 podemos ver estas dos funciones. En el limite en el que k → 1 ambas

funciones divergen de la misma manera, mientras que la diferencia entre ellas converge

a una constante

fFH(k) ∼ 1

6π (1− k)
+

1

8π
− 1

48
, fCM(k) ∼ 1

6π (1− k)
+

1

12π
. (6.62)

Cuando k → 0 tenemos que

fFH(k) ∼ 1√
24k

, fCM(k) ∼ 1

3π
. (6.63)

Notamos que aunque en el ĺımite k → 0 la constante 〈Ω|H̃|Ω〉 = 1
3πb

no diverge el

término bi-lineal si podŕıa aportar una divergencia ya que las regiones Z− y Z+ entran

en contacto en x = 0, por lo que la cota puede divergir en este ĺımite.

Seŕıa interesante ver que cotas se pueden llegar a obtener combinando las técnicas

de transformaciones conformes utilizadas por Fewster y Hollands y las herramientas de

teoŕıa modular utilizadas en este trabajo para encontrar nuevos tipos de cotas. No se

profundizó por este lado en este trabajo.
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Figura 6.5: Gráfico de las funciones fFH(k) (rojo) y fCM (k) (azul). La diferencia de las
funciones cambia de signo alrededor de k ≈ 0,47. En el limite k → 1 ambas cotas divergen con el
mismo polo, pero con diferente término constante.





Caṕıtulo 7

Twist en dos intervalos y como se

“teletransporta” un fermión

En este caṕıtulo vamos a estudiar el twist aplicado a una región A = A1 ∪ A2 =

(−c,−b) ∪ (b, c) compuesta por dos intervalos y una región B = (−∞,−d) ∪ (−a, a) ∪
(d,∞) la cual el twist deja invariante. En esta distribución de intervalos se cumple que

0 < a < b < c < d. Observaremos que este twist tiene un efecto interesante sobre

los operadores fermiónicos. Si tomamos un operador fermiónico ψ(x) con x ∈ A1 y

aplicamos el twist τA(t) definido en 3 con un parámetro t tal que x+ t ∈ A2, entonces

veremos que el operador fermiónico pasa de estar ubicado en x a estar ubicado en x+ t

sin nunca haber pasado por la región B. En particular este nunca habrá pasado por

el intervalo intermedio (−a, a) que está entre A1 y A2. Esto es lo que llamamos una

especie de “teletransportación” o que el fermión salta de un intervalo a otro. Este efecto

no puede ser logrado con un twist como el construido en el caṕıtulo 2.

El interés de este caṕıtulo va a ser entender bien como ocurre este fenómeno a me-

dida que hacemos un cambio continuo del parámetro t desde 0 hasta el valor necesario

para que se produzca el salto. Observaremos que, como el twist deja el álgebra de la

región B invariante, entonces el operador ψ(x) será repartido en la zona de esmereo

Z = (A∪B)′ cuando lo saquemos de la región A1 al aumentar el parámetro t. Veremos

como los pesos definidos en Eq. (4.37) van mezclándose, pero al acercarnos a A2 estos

se vuelven a desenredar para dar un operador único localizado en A2.

Realizar este problema sobre la recta real posee una complejidad extra debido a que

para obtener las posiciones al aplicar la conjugación modular JAB necesitamos resolver

la condición (4.31), la cual al contener A ∪ B 4 intervalos se convierte en resolver

un polinomio de grado 4. Para simplificar este problema decidió trasladarlo al ćırculo

unidad complejo de tal manera que se puedan utilizar las herramientas desarrolladas
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en el caṕıtulo 5.

Sea IAB = (−π, π) un intervalo sobre el ćırculo unidad complejo, por claridad solo

indicaremos el argumento del número complejo en cuestión, ya que |z| = 1. Entonces
4
√
IAB = A ∪ B donde tomamos A = A1 ∪ A2 = (3π

8
, 5π

8
) ∪ (11π

8
, 13π

8
) y B = B2 ∪ B1 =

(−π
8
, π

8
) ∪ (7π

8
, 9π

8
). Con el intervalo generador IAB ya tenemos resuelto el como aplicar

el operador JAB. Para aplicar el operador JA notamos que IA = (3π
4
, 5π

4
) genera A ya

que
√
IA = A. Para finalizar, tenemos la zona de esmereo Z = (A∪B)′ compuesta por

4 intervalos. Estas regiones se esquematizan en la figura 7.1.

Figura 7.1: Esquema de la distribución de las regiones A, B y Z sobre el ćırculo unidad
complejo.

La transformación que aplicaremos en este problema será

U(θ)†ψ(z)U(θ) = ψ(zeiθ) . (7.1)

Entonces definiendo el twist como

τA(θ) = W † (U(θ)⊗ 1)W , (7.2)

nos queda que el twist transforma al fermión ψ(eiφ) como

τA(θ)†ψ(eiφ)(τA(θ)) =

{
ψ(ei(φ+θ)) si φ+ θ ∈ A
JA∨B JA ψ(ei(φ+θ))JA JA∨B si φ+ θ /∈ A

. (7.3)

Vamos a profundizar más en la expresión para cuando φ + θ /∈ A. Al aplicar JA

utilizamos la Eq. 5.3 para encontrar las soluciones a las posiciones y estas son

gAj (z) = (−1)j−1 i

√
z2 +

√
2√

2z2 + 1
, (7.4)
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Para aplicar J̃A sobre ψ(z) hay que tener en cuenta que es el conjugado del fermión

transformado en Eq. (5.9) y luego utilizar Eq. (5.10). Entonces se obtiene

J̃A ψ(z) J̃†A =
2∑
j=1

cAj (z)∗ ψ†(gj(z)) , (7.5)

donde los coeficientes cAj (z) son los dados por la Eq. (5.22) según la distribución de

intervalos A. Ahora tenemos que aplicar J̃AB, este nos dará fermiones ubicados en las

posiciones sABk (gAj (z)) pero por la Eq. (5.3) la dependencia en j dada por gAj (z) es

borrada debido a que tenemos que elevar a una potencia cuarta y luego tomar la ráız

cuarta para encontrar las soluciones. Entonces las posiciones solo dependen del ı́ndice

k. Por lo tanto

τA(θ)†ψ(eiφ)τA(θ) =
4∑

k=1

ck(e
i(φ+θ)) ψ(s̃k(e

i(φ+θ))) si φ+ θ /∈ A , (7.6)

donde

s̃k(z) = sABk (gAj (z)) = ei(2k−1)π
4

√√
2z2 + 1

z2 +
√

2
, (7.7)

ck(z) = dABk (gA1 (z))cA1 (z)∗ + dABk (gA2 (z))cA2 (z)∗ , (7.8)

con k = 1, 2, 3, 4 y los coeficientes dABk (z) son los dados según Eq. (5.22) para la

distribución de intervalos A∪B. Todas las ráıces son tomadas sobre la rama principal,

osea con argumento en el intervalo [0, 2π). También tenemos los pesos

Pk(z) =

∣∣dABk (gA1 (z))cA1 (z)∗ + dABk (gA2 (z))cA2 (z)∗
∣∣2

|s̃′k(z)|
. (7.9)

Es interesante notar que los pesos no son la multiplicación de los pesos que ob-

tendŕıamos de calcular el JA y el JAB por separado, lo que si suced́ıa en el caso para 1

intervalo. Esto es debido a que se borra la degeneración de las posiciones gj(z).

En la figura 7.2 se puede observar la trayectoria del fermion en el caso en que

φ + θ ∈ A y la de los fermiones de la descomposición cuando φ + θ /∈ A. En la

figura 7.3 se puede ver el gráfico de los pesos correspondiente a cada fermión de la

descomposición.
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Figura 7.2: Gráfico del argumento de las funciones s̃k(ei(φ+θ)) en función de φ+θ en el intervalo
( 3π

8 ,
13π
8 ) variando el parámetro θ de la transformación. Sobre el eje horizontal se marcaron en

color los valores en donde se encuentran los intervalos de A (rojo), B (azul) y Z (transparente).
Las franjas horizontales de colores marcan las ubicaciones de los intervalos sobre el eje vertical
con el mismo código de colores. La ĺınea punteada corresponde al caso φ + θ ∈ A, por lo tanto
tenemos un único fermión ubicado en φ+ θ.
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Figura 7.3: Gráfico de las probabilidades Pk(ei(φ+θ)) en función de φ + θ en el intervalo
( 3π

8 ,
13π
8 ) variando el parámetro θ de la transformación. Sobre el eje horizontal se marcaron en

color los valores en donde se encuentran los intervalos de A (rojo), B (azul) y Z (transparente).
Las franjas horizontales de colores marcan las ubicaciones de los intervalos sobre el eje vertical
con el mismo código de colores. La probabilidad Pk(z) es la correspondiente a la del fermión
ubicado en s̃k(z). La ĺınea punteada negra representa el caso donde φ + θ ∈ A, para el cual
tenemos un único fermión y por lo tanto el peso es trivialmente 1.
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De estos gráficos podemos observar el siguiente comportamiento. Supongamos que

inicialmente nuestro fermión esta ubicado en A1 = (3π
8
, 5π

8
). Si le aplicamos el twist

τA(θ) y el parámetro θ es lo suficientemente chico para no sacarlo de A1, entonces

su movimiento corresponderá a la ĺınea punteada negra marcada en el gráfico 7.2.

Aumentando el parámetro θ el twist nos sacará al fermión de la región A1, entonces

el twist nos lo transformará en 4 fermiónes ubicados en las posiciones s̃k(e
i(φ+θ)). Se

puede notar que la transición de ser un fermión único a ser una combinación lineal

de estos se da “suavemente”, ya que la posición s1(ei(φ+θ)) ∈ Z1 se pega bien con el

fermión saliente de A1 y la probabilidad P1(ei(φ+θ)) tiende a 1 en el borde del intervalo.

A medida que se aumenta el parámetro θ las posiciones de los fermiones y sus pesos

van variando, lo que nos dice que se produce una “mezcla”. Cuando el parámetro θ

es lo suficientemente grande como para que φ + θ ∈ A2 = (11π
8
, 13π

8
) volvemos a tener

la solución como ĺınea punteada negra que se muestra en el gráfico. También en este

caso vemos que la transición de ser una combinación lineal a ser un fermión único se

da “suavemente”, ya que la posición s2(ei(φ+θ)) ∈ Z2 se pega bien con la posición del

fermión dentro de A2 y el peso P2(ei(φ+θ)) tiende a 1 en el borde de A2.

Todo este análisis nos lleva a interpretar que cuando el twist nos saca el fermión de

la región A, nos da una mezcla de operadores, cada uno con su peso correspondiente

Pk. Pero, a medida que nos volvemos a acercar a otro intervalo de la región A, la mezcla

se empieza a deshacer y volvemos a recuperar un operador único ubicado en A. Por lo

tanto el operador de twist logró transportar un operador fermiónico de un intervalo de

A a otro sin que nunca esté dentro de la región B que separa los intervalos de A. En

pocas palabras, se logró hacer que el fermión se “teletransportará” o que saltara de un

intervalo a otro sin que nunca pase por el espacio intermedio.





Caṕıtulo 8

Conclusiones

“De tanto vagar por ah́ı, no sé por dónde empecé. Pero, de

cualquier manera vengo de donde viene usted.”

— Facundo Cabral

En este trabajo se logró calcular la acción explicita de dos tipos de twist sobre

el álgebra local de operadores fermiónicos de Majorana libres y no masivos en 1+1

dimensiones. Para el primer twist estudiado, construido a partir de la integración de la

densidad de enerǵıa sobre una región acotada A (Eq. (2.3)), se obtuvo una expresión

general que nos permite calcular como este transforma a todo operador ψ(x) con x ∈ R.

Esto nos permitió estudiar la dinámica de los operadores bajo esta evolución, el cómo

cambia la distribución de operadores en el intervalo y cómo estos se acumulan en el

borde.

Luego se estudió el twist construido por D. Buchholz, S. Doplicher y R. Longo

en [1] el cual fue especificado para aplicar la evolución temporal sobre una región

multi-componente A. Para lograr obtener una expresión explicita de esto, se tuvo que

estudiar cómo actúa el operador reflexión modular J de la teoŕıa de Tomita-Takesaki

sobre un álgebra local de operadores fermiónicos. De este estudio se derivó, de una

forma alternativa a la realizada en [15], como el operador Jψ(x)J consiste de una

combinación lineal finita de operadores fermiónicos ubicados en A′. Se estudió como

vaŕıan las posiciones de los operadores fermiónicos que aparecen en la combinación

lineal y se obtuvo una función escalar Pk(x) que representa el “peso” o “importancia”

que lleva cada fermión de la suma. Luego se estudió este operador sobre una teoŕıa de

campos fermiónicos sobre el ćırculo unidad complejo y se encontró que las expresiones

para las funciones de las posiciones y los pesos se ven simplificadas enormemente. Esto

es de gran utilidad para poder realizar cálculos en regiones multi-componentes, ya que
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realizarlos en la recta real implica resolver polinomios de grado n donde n es la cantidad

de intervalos que posea la región.

Utilizando estos resultados, se calculó la acción del twist en el caso que se tiene

una región A = (−a, a), donde se quiere que el twist aplique la evolución temporal,

la región B = (−∞,−b) ∪ (b,∞), donde queremos que no realice ninguna acción, y

la región Z = (A ∪ B)′, la región de esmereo. Para este caso se obtuvo que si la

transformación aplicada por el twist nos lleva el operador a la región Z, este resulta

en una combinación lineal entre un operador ubicado en la región Z− = (−b, a) y otro

ubicado en Z+ = (a, b). Se calculó la forma expĺıcita de esta combinación lineal y cómo

cambia a medida que se vaŕıa el parámetro continuo de la transformación aplicada.

De este twist también se dedujo su generador, para el cual se obtuvo que consiste en

una parte local dada por una integral de la densidad de enerǵıa sobre A ∪ Z y una

parte no local dada por la integral de la multiplicación de dos campos fermiónicos, uno

ubicado en Z− y otro ubicado en Z+. A partir de la positividad del Hamiltoniano y de

la expresión del generador del twist se dedujo una cota inferior operatorial a la enerǵıa

local en la región A ∪ Z. Esta fue comparada con la cota encontrada por Fewster y

Hollands en [7].

También para este twist se calculó el caso donde cada región A y B está compuesta

por dos intervalos disjuntos. Este caso se realizó en la teoŕıa del fermión sobre el

ćırculo unidad complejo para simplificar los cálculos. En el estudio de este ejemplo

se observó como el twist nos transportó un fermión de un intervalo A1 ⊂ A a otro

A2 ⊂ A sin nunca haber pasado por el intervalo intermedio B1. En otras palabras,

el fermión fue transportado de una región del espacio a otra sin nunca haber pasado

por el espacio intermedio entre ellas. Esto es lo que nombramos como una especie de

“teletransportación” o salto que realiza el twist al fermión.



Apéndice A

Hamiltoniano y función de dos

puntos

En este apéndice mostraremos que el Hamiltoniano descrito en Eq. (1.12) es hermı́ti-

co y definido positivo. Luego demostraremos la forma de la función de dos puntos Eq.

(1.13).

Por la ecuación (1.8) sabemos que podemos escribir al campo fermiónico como un

campo de una sola variable real ψ(x) y también mostramos que se puede conseguir

una solución real a la ecuación de Dirac, es decir ψ(x)† = ψ(x). Entonces su serie de

Fourier es

ψ(x) =
1√
2π

∫ ∞
0

dp
(
ape
−ipx + a†pe

ipx
)

, (A.1)

donde ap son operadores y la integral empieza desde p = 0 ya que podemos identificar

a†p = a−p. Esto se debe a que si integráramos sobre p negativos entonces podŕıamos

definir cp = ap + a†−p y c†p = a†p + a−p = c−p y por lo tanto empezar la integral desde 0.

Ahora calculamos que relaciones de anti-conmutación que se derivan para los ap

según las dadas para ψ(x) en Eq. (1.9). Primero, para p > 0, tenemos que

ap =
1√
2π

∫
dx eipxψ(x), a†p =

1√
2π

∫
dx e−ipxψ(x) . (A.2)

Por lo tanto tenemos que

{ap, a†p′} =
1

2π

∫
dxdy eipxe−ip

′y{ψ(x), ψ(y)}

=
1

2π

∫
dx ei(p−p

′)x = δ(p− p′).
(A.3)

Utilizando las relaciones de anti-conmutación de los operadores ap podemos escribir el
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Hamiltoniano (1.12) en función de estos operadores de una manera más sencilla

H =
i

2

∫ ∞
−∞

dx : ψ(x)∂ψ(x) :

=
i

4π

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

∫ ∞
0

dx dp dp′ ip′ : (ape
−ipx + a†pe

ipx)(−ap′e−ip
′x + a†p′e

ip′x) :

= −1

2

∫ ∞
0

dp p : (apa
†
p − a†pap) : =

∫ ∞
0

dp p a†pap .

(A.4)

De esta expresión podemos deducir que el Hamiltoniano es hermı́tico y definido posi-

tivo, ya que para cualquier estado v ∈ H tenemos que

〈v|H|v〉 =

∫ ∞
0

dp p 〈v|a†pap|v〉 =

∫ ∞
0

dp p ‖ap |v〉 ‖2 ≥ 0 . (A.5)

Utilizando esta desigualdad se desprende que el estado de vaćıo |Ω〉, es decir el estado

tal que H |Ω〉 = 0, es aniquilado por el operador ap

〈Ω|H|Ω〉 =

∫ ∞
0

dp p ‖ap |Ω〉 ‖2 = 0⇒ ‖ap |Ω〉 ‖2 = 0⇒ ap |Ω〉 = 0 . (A.6)

Ahora podemos calcular la función de dos puntos 〈Ω|ψ(x)ψ(y)|Ω〉. Como ap |Ω〉 = 0

y 〈Ω| a†p = 0 tenemos las siguientes identidades

〈Ω|apap′|Ω〉 = 0, 〈Ω|a†pa
†
p′|Ω〉 = 0, 〈Ω|a†pap′|Ω〉 = 0,

〈Ω|apa†p′|Ω〉 = 〈Ω|−a†p′ap + δ(p− p′)|Ω〉 = δ(p− p′) .
(A.7)

Utilizando estas identidades al expandir los campos en Fourier en la función de dos pun-

tos se nos eliminan todos los términos que no tengan un buen orden en los operadores

ap. Entonces tenemos que

〈Ω|ψ(x)ψ(y)|Ω〉 =
1

2π

∫ ∞
0

∫ ∞
0

dp dp′ 〈Ω|apa†p′|Ω〉 e
−ipxeip

′y

=
1

2π

∫ ∞
0

dp e−ip(x−y) =
1

2π
ĺım
ε→0+

∫ ∞
0

dp e−ip(x−y−iε)

=
1

2π
ĺım
ε→0+

1

−i(x− y − iε)
e−ip(x−y−iε)|∞0

= ĺım
ε→0+

1

2πi(x− y − iε)
,

(A.8)

donde 0+ indica el ĺımite yendo por los reales positivos.



Apéndice B

Función de prueba α(x)

Para realizar los gráficos de las figuras 2.1 y 2.2 se utilizó la función

α(x) =
tanh(r(x+ l))− tanh(r(x− l))

2
, (B.1)

donde r es un parámetro que regula qué tan abrupto es la pendiente en los bordes y

l el parámetro que nos da el ancho del escalón. Si tenemos un intervalo (−a, a) donde

queremos que nuestra función sea distinta de 0 y 0 fuera de este, entonces l = a− 2,5
r

es un parámetro óptimo para que α(a) ≈ 0. Notemos que α(x) 6= 0 siempre, por lo

que por más que estemos fuera del intervalo, el twist nos sigue haciendo evolucionar a

nuestro operador, pero con una velocidad despreciable. En la figura B.1 se observa en

particular el α(x) usado para realizar los cálculos de la figura 2.2.
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)

Figura B.1: Gráfico de α(x) dado por la Eq. (B.1) con r = 20 y l = 0,875.
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Apéndice C

Cálculo de : JAB JAT (x)JA JAB :

En este apéndice calcularemos la forma expĺıcita de : JAB JAT (x)JA JAB : para el

caso estudiado en el caṕıtulo 6. Es conveniente para esta derivación utilizar una forma

simétrica del T (x) la cual no cambia el resultado final. Esta es

T (x) =
i

4
[ψ(x)∂xψ(x)− ∂xψ(x) ψ(x)] . (C.1)

Recordamos como transforma un fermión bajo la acción de JA JAB

JAB JAψ(x)JA JAB =
∑

j={+,−}

cj(x)ψ(qj(x)) . (C.2)

La acción de J = JAB JA sobre ψ(x)∂xψ(x) es

Jψ(x)∂xψ(x)J† = Jψ(x)J† ∂x(Jψ(x)J†) =
∑

j,i∈{+,−}

cj(x)ψ(qj(x)) (ci(x)ψ(qi(x)))′ .

(C.3)

Entonces

JT (x)J† =
i

4

∑
j,i∈{+,−}

[
cj(x)ψ(qj(x)) (ci(x)ψ(qi(x)))′ − (ci(x)ψ(qi(x)))′ cj(x)ψ(qj(x))

]
=

∑
i∈{+,−}

ci(x)2q′i(x)
i

4
[ψ(qi(x))∂ψ(qi(x))− ∂ψ(qi(x))ψ(qi(x))]

+
i

4

∑
j,i∈{+,−}, j 6=i

[
cj(x)ψ(qj(x)) (ci(x)ψ(qi(x)))′ − (ci(x)ψ(qi(x)))′ cj(x)ψ(qj(x))

]
=

∑
i∈{+,−}

ci(x)2q′i(x)T (qi(x)) +
i

2

∑
j,i∈{+,−}, j 6=i

cj(x)ψ(qj(x)) (ci(x)ψ(qi(x)))′ .

(C.4)
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72 Cálculo de : JAB JAT (x)JA JAB :

En la última ecuación se usó que q±(x) ∈ Z±, y q+(x) 6= q−(x)∀x ∈ R. Luego se utilizó

ψ(q+(x))ψ(q−(x)) = −ψ(q−(x))ψ(q+(x)). En resumen, tenemos que

: JAB JAT (x)JA JAB :=
∑

i∈{+,−}

ci(x)2q′i(x) : T (qi(x)) :

+
i

2

∑
i,j∈{+,−}, i 6=j

: ci(x)ψ(qi(x)) (cj(x)ψ(qj(x)))′ : .
(C.5)



Apéndice D

Propiedades q±(x) y c±(x)

Tenemos A = (−a, a), B = (−∞,−b)∪ (b,∞) y Z− = (−b,−a) y Z+ = (a, b). Para

este caso se puede calcular expĺıcitamente las funciones q±(x) y estas son

q±(x) =

x

(
−a2(a− b)2 ± x

√
4ab(ab− a4

x2
)2 + (a− b)4 a4

x2

)
2(abx2 − a4)

. (D.1)

De esta expresión se pueden comprobar las propiedades

q±(±a) = ±a, q±(∓a) = ±b, q′±(±a) = 1 . (D.2)

La expresión de los c±(x) es

c±(x) =
a

x

1
a2

x
− q±(x)

(
b

q±(x)2 − b2
− a

q±(x)2 − a2

)−1

. (D.3)

Se puede comprobar que

c±(±a) = 1, c±(∓a) = 0 . (D.4)

De estos resultados se desprende que los pesos P±(x) =
c2±(x)

q′±(x)
cumplen

P±(±a) = 1, P±(∓a) = 0 . (D.5)

Dadas las funciones f(x) definidas en (4.26), podemos deducir que f ′(x) < 0 ∀x ∈ R.

Recordamos las funciones si(x) que vienen de resolver f(x) + f(y) = 0, sobre estas se

puede deducir que

f(x) + f(si(x)) = 0⇒ s′i(x) = − f ′(x)

f ′(si(x))
< 0 ∀x ∈ R . (D.6)
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74 Propiedades q±(x) y c±(x)

Y como los q±(x) = si(s(x)) por ser el resultado de la composición JABJA entonces

q′±(x) = s′i(s0(x))s′(x) > 0 ∀x ∈ R . (D.7)

Por lo tanto tenemos que los pesos

P±(x) =
c2
±(x)

q′±(x)
> 0 ∀x ∈ R . (D.8)

Por ejemplo sabemos que P+(−a) = 0 por lo tanto si o si P ′+(−a) = 0, sino moviéndonos

en algún entorno de ese punto obtendŕıamos P+(x) < 0 que no es posible. También

sabemos que P+(x) +P−(x) = 1, por lo tanto P ′−(−a) = 0. Expandiendo esta igualdad

con la definición de P−(x) llegamos a que

P ′−(x) =
2c−(x)c′−(x)

q′−(x)
−
c2
−(x)q′′−(x)

q′−(x)2
. (D.9)

Lo mismo se puede realizar para P+(x). Entonces se comprueba que

P ′±(±a) = 2c′±(±a)− q′′±(±a) = 0⇒ c′±(±a) =
q′′±(±a)

2
, (D.10)

donde se usó que c±(±a) = 1 y q′±(±a) = 1. Por lo tanto hemos deducido todas las

propiedades mencionadas en 6.42.



Apéndice E

Ĺımites ĺımh→0 f
n
±h

n+1 = 0

En la Eq. (6.46) dijimos que los términos derivadas mayores que la tercera se anulan

en el ĺımite, en este apartado vamos a dar un argumento de esto. Tanto f+ como f−

tienen la misma estructura en cuanto a la divergencia. En este caso nos enfocaremos

en f+(x, h) que diverge cuando x = a y h→ 0

f+(x, h) =
1

g(x, h)2
, g(a, h) ∝ h, g′(a, h) ∝ h, gn(a, 0) 6= 0 si n ≥ 2 , (E.1)

donde las derivadas son con respecto al primer parámetro. Por lo tanto, si realizamos

derivadas con respecto al primer parámetro, en todos los términos de f
(n)
+ (a, h) nos

queda un factor que posee la forma

g′(a, h)k−m

g(a, h)2+k
∝ 1

h2+m
con 0 ≤ k, 0 ≤ m ≤ k, k +m ≤ n , (E.2)

donde k y m son números naturales que dan cuenta de cuanto se derivó el denominador

y el numerador respectivamente. Se puede encontrar un factor por cada combinación

posible de k y m que respete las restricciones. Supongamos que n es par, que en

realidad son los únicos términos que aparecen en Eq. (??), entonces se puede mostrar

que mmax = n
2

es el mayor valor que puede tomar m para alguno de estos factores.

Para comprobar esto tomemos un par arbitrario (k,m) donde se cumple la condición

k + m = n y necesariamente m ≤ k. Entonces, si m 6= k podemos obtener un nuevo

par con un m mayor aumentando el valor de m a expensas de reducir el de k la misma

cantidad para mantener k+m = n. Este proceso lo podemos realizar k−m
2

veces, hasta

alcanzar un par que cumple que m = k y esto implica que mmax = n
2
. Por lo tanto

fn±(a, h)hn+1 ∝ hn−1−mmax = h
n−2
2 . (E.3)
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76 Ĺımites ĺımh→0 f
n
±h

n+1 = 0

Por lo que si n > 2, entonces todos los ĺımites van a ser 0. Se obtiene el mismo resultado

para f−(x, h).
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