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Resumen

Se obtuvo la accién explicita de dos tipos twists sobre el dlgebra local de operadores
fermiénicos no masivos en 141 dimensiones. El primero de estos twists fue construido
a partir de la integracién de la densidad de energia pesada por una funcién «a(x) de
soporte compacto en la regiéon A. El segundo es un twist construido en [I] utilizando
herramientas de la teoria algebraica. En el estudio de este 1ltimo twist se obtuvo como
actia el operador reflexién modular J de la teoria de Tomita-Takesaki sobre las algebras
locales mencionadas y se encontré que su accién se simplifica enormemente llevando
la teoria de la recta real al circulo unidad complejo. Este twist fue estudiado para el
caso de que la regiéon A, donde queremos que el twist aplique la transformacion, esté
compuesta por 1 y 2 intervalos. Para el caso de un intervalo se estudio la evolucién
del campo fermiénico dada por el twist, se obtuvo el generador de este y se derivé una
cota a la energia local en esa region. Para el caso de dos intervalos se observo y estudio
como el twist puede tomar un operador fermidnico localizado en un intervalo y llevarlo
a otro intervalo, totalmente desconectado del anterior, sin nunca haber pasado por el

espacio intermedio a estos.

Este trabajo se encuentra sintetizado en la publicacién arXiv:2310.06961.

Palabras clave: TWIST, ALGEBRAS LOCALES, ENERGIA LOCAL, CONJUGA-
CION MODULAR, TEORIA MODULAR, SIMETRIAS LOCALES.
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Capitulo 1
Introducciéon

“E'stos bichos son demasiado extranos como para no investi-
garlos.”

— Horacio Casini

1.1. ;Que es un Twist?

R

Figura 1.1: Esquema de ejemplo de las regiones R, Ry Z.

Supongamos que tenemos una region R del espacio a tiempo constante, como la
mostrada en la figura 1.1. En el contexto de la Teoria Algebraica de Campos tenemos
regiones del espacio como lo es la region R, tenemos algebras asociadas a estas regiones
y tenemos operadores localizados ¢(z) los cuales podemos decir que pertenecen al
algebra de la region R si z € R. En estas teorias también tenemos operadores que
aplican transformaciones de simetria sobre los operadores de las algebras. Por ejemplo,
algunos campos pueden transformar ante la simetria interna U(1) o también tenemos
transformaciones como la traslacion espacial, la evolucién temporal, los “boost” y las

rotaciones, las cuales se las agrupa en lo que se conoce como grupo de Poincare. Estas
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transformaciones son globales en el sentido de que transforman por igual a todos los
puntos del espacio, es decir si aplicamos la traslacién T'(a), entonces T'(a) ¢(z) TT(a) =

¢(z + a) para cualquier x que tomemos.

Un twist, en cambio, es un operador unitario que aplica una transformacion de
simetria, ya sea interna o no, sobre una regién del espacio acotada, por ejemplo solo en
R. Por ejemplo, sea 7%(a) el twist que aplica la traslacién T'(a) solo a los operadores

que pertenezcan a la regién R, entonces tenemos que

o)l o(x) ia) = § YT S rel (L)
o(x) si t¢R

En realidad, uno no puede pedir que un twist actué idénticamente como la transfor-
macién en la regién R y fuera de esta no realice ninguna accion, ya que cerca de los
bordes tendria un comportamiento muy singular y no seria un operador. Por esta razén
se introduce la zona de “esmereo” Z, una zona intermedia donde el twist sigue trans-
formando a los operadores, pero de tal manera que nos suaviza la transicion entre las
regiones R y la regién R = (RU Z)% donde el twist no realiza ninguna transformacion.
Esta region Z puede ser tan pequena como se requiera, pero al hacer tender ¢ — 0
(€ es el espesor de Z) el twist se vuelve muy singular como para ser un operador. En
los ejemplos dados se hablo siempre de simetrias continuas pero también se pueden

construir twist para simetrias discretas.

El interés de estos operadores viene de estudiar el teorema de Noether en teoria
cudntica de campos. Se sabe que si se tiene una corriente local conservada J*(z) en-
tonces se puede construir una carga conservada que es la generadora de la simetria.
La pregunta inversa es un poco mas complicada, dada una carga conservada ;Siempre
podemos conseguir una corriente conservada?. En el desarrollo de herramientas para
atacar esta pregunta fueron introducidos los twists que son una prueba a lo que se
nombré como del Teorema “débil” de Noether [I—1]. Este teorema asegura que dada
una carga conservada global @) y una regiéon R acotada del espacio, entonces existe una
carga local Qg la cual aplica la transformacién de simetria solo en la regién R. Este
teorema es evidente si es que se tiene una corriente conservada, integrandola solo sobre
la regién de interés R se consigue QQr. Los twists aparecen como una solucién a este
teorema para cuando no se tiene una corriente para una dada carga global, por ejemplo
en una simetria discreta. En [5, (] se muestra que no siempre que se tenga una carga

global conservada se puede conseguir una corriente local conservada que la genere.

El twist descrito por Buchholz-Doplicher-Longo en [1] es una construccién estandar
de uno de estos operadores donde se usan herramientas de la teoria algebraica. Hasta

el dia de hoy no se ha construido ningtin ejemplo de cémo actiian estos twists de forma
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explicita sobre una teoria, por lo que el objetivo principal de este trabajo sera entender
mejor este punto. Una de las propiedades de este twist es que conserva el espectro
de la transformacién original. Esto lo aplicaremos para el caso del operador evolucion
temporal, ya que nos permitira obtener un Hamiltoniano de la evolucién temporal
local con el mismo espectro que el Hamiltoniano original y podremos calcular una cota
inferior operatorial a la energia local. Otra aplicacion de este twist es para estudiar la
traslacion de operadores de una region a otra sin atravesar el espacio intermedio entre

estas, algo asi como una “teleportacion”.

En este trabajo estudiaremos como actiian los twists sobre los operadores fermioni-
cos no masivos de Majorana ¢ (z) en 1+1 dimensiones. Se estudiaron dos twists cons-
truidos de forma distinta, uno mas simple construido a partir de la corriente de Noether
en el capitulo 2 y otro con una construccién mas abstracta hecha por D. Buchholz, S.
Doplicher y R. Longo en [1] en los restantes capitulos. En el camino del estudio del twist
de Buchholz-Doplicher-Longo, definido en el capitulo 3, es central el entendimiento del
operador conjugacion modular J de la teoria de Tomita-Takesaki, por lo que se dedica
el capitulo 4 a descifrar como este actiia sobre los operadores fermionicos en regiones
multi-componentes. Luego en el capitulo 5 se mostrara como la accién de este operador
se simplifica enormemente cuando se lo mira en una teoria en el circulo unidad com-
plejo para una distribucién simétrica de intervalos, lo cual nos ayudara para realizar
calculos en ciertos ejemplos. En el capitulo 6 veremos la accién explicita del twist de
Buchholz-Doplicher-Longo al aplicar la evolucién temporal sobre un intervalo centrado
en el origen. Analizaremos como transforma al campo fermiénico y como este twist lo
hace evolucionar. Luego mostraremos que forma tiene el generador del twist en este
caso particular y de ella deduciremos una cota inferior operatorial a la energia local,
la cual compararemos con la obtenida por Fewster y Hollands en [7]. En el capitulo
7 estudiaremos el mismo twist pero aplicado a dos intervalos y observaremos detalla-
damente como se da el proceso de que un fermion pase de un intervalo a otro sin que

nunca pase por el espacio intermedio.
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1.2. Fermiones de Majorana no masivos en 1+1 di-

mensiones

Todo el trabajo se ha realizado en la teoria de campos de un fermiéon de Majorana
sin masa en 141 dimensiones. Por esta razon, en esta seccion haremos un repaso de

esta teoria. Partimos de la ecuacion de Dirac en 141 no masiva

i O (z,t) = i(Y°0;, + 7' 0,)(z,t) =0 . (1.2)

Podemos obtener la densidad Hamiltoniana para esta teoria. Definiendo el operador

quiralidad 7 = 7%y! llegamos a que

100 (z,t) = —i*Opb(x,t) = Hap(z,t)

(1.3)
=H = —w?’@r )

De aqui podemos ver explicitamente que la quiralidad es una cantidad conservada, ya

que [H,~3] = 0. Utilizaremos la representacién quiral

0 -1 0 1 10
7 Z(1 0) 7 Z(1 o) R (14)

Definimos el operador proyector de quiralidad Py = %, a partir de este podemos ver

que las soluciones con quiralidad positiva y negativas son

Piy(x,t) =4 (a,t) = <w1(§’t>> )

Py(x,t) =¢_(2,t) = <w2((; t)) :

Ahora, volviendo a la ecuacién de Dirac y reemplazando por la representacion quiral,

nos quedan las siguientes ecuaciones diferenciales
o1 (w,t) + Ophi(z,t) =0, Oha(w, 1) — Opiha(w,t) =0, (1.6)
las cuales tienen como soluciones a
Uiz t) = flx—1), tofz,t) =glz+1), (1.7)

con [y g operadores arbitrarios. Entonces, definiendo las coordenadas nulas uy+ = xFt,

podemos decir que toda solucién de la ecuacion de Dirac se puede escribir como la suma
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de una soluciéon de quiralidad positiva que solo depende de la coordenada nula u, y
otra de quiralidad negativa que solo depende de la coordenada nula u_ y estas dos

soluciones evolucionan independientemente una de la otra.

Bl t) = by () + () (18)

Para estas soluciones se cumple que

{aul) L)} = 0(ul —ud) . {Yulub), v (u3)} =0. (1.9)

Debido a la forma de ¥4 (u+) y a que cada quiralidad evoluciona independientemente de
la otra podemos elegir una solucién de quiralidad definida y olvidarnos de la estructura
espinorial para trabajar pensando que tenemos un campo ¥ (z) con x € R que cumple
relaciones de anticonmutacion dadas. La representacion elegida también cumple la

propiedad de que las matrices gamma son imaginarias

(") =", (1.10)

por lo tanto esta representacion también es la de Majorana. En esta representacion en
particular, el fermién v (z,t)* cumple la misma ecuaciéon de movimiento que el fermién
¥(x,t), por lo tanto sumando ambas soluciones nos podemos construir una solucién

real a la ecuacién de Dirac (para un desarrollo mas profundo consultar [3]).

En resumen, vamos a estar trabajando con un campo fermiénico ¢(x) que cumple

las siguientes propiedades !

PH(z) = (@), {d(@),¢(y)} = —y) conzyeR, (1.11)
su Hamiltoniano es 2 ‘
H= %/ dr ()W () : | (1.12)
y la funcién de dos puntos con respecto al vacio es
1
Qo () (y)Q2) = i —y—id) (1.13)

En el apéndice A se muestra que el Hamiltoniano es hermitico y definido positivo y

luego se deduce la forma de la funcién de dos puntos.

!Como estamos trabajando con un campo fermiénico sin indices espinoriales 1(x)* = 9 (z)T.
2En al expresién del Hamiltoniano aparece un factor % debido al Jacobiano del cambio de variables
a las coordenadas nulas.
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1.3. Algebra

Vamos a llamar algebra de operadores a un conjunto A de operadores (transfor-
maciones lineales sobre un espacio de Hilbert) en el cual se cumplen las siguientes

propiedades:

nlc A

Sia,be A= aa+ be Acona, eC

Sia,be A=abe A

SiacA=ac A

Donde a' es el adjunto de a. En este trabajo nos encontraremos utilizando un espa-
cio de Hilbert H y en este espacio nos podemos formar B(H), el algebra de todos los
operadores acotados que van de H en si mismo. Las algebras definidas con operadores
acotados sobre un espacio de Hilbert, que cumplen las condiciones mencionadas ante-
riormente y considerando que son cerradas bajo la topologia débil, son conocidas como

algebras de Von Neumann.

En general si nos formamos una sub-algebra A de B(H), los operadores de esta no
conmutaran entre si, es decir [a,b] = ab — ba # 0 con a,b € A. El conmutante del
algebra A se define como el conjunto de los operadores de B(H) que conmutan con

todos los operadores de A y se denota A’
A ={aeB(H)/[a,b]=0,Vbe A} . (1.14)

Existe un teorema demostrado por Von Neumann que nos dice que, si A es un conjunto
de operadores (no necesariamente un algebra), entonces A’ es un dlgebra. También

enuncia que A es un algebra de Von Neumann si y solo si
A=A". (1.15)

Por lo tanto, el dlgebra generada por los operadores {ay, as, ...} es {ai,as,...}", y esta
es el dlgebra de Von Neumann mads chica que contiene a {ay,as,...}. A partir de esto,
podemos deducir que B(H) = {1}.
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1.4. Algebras Locales

Sea W una region del espacio-tiempo de Minkoswki. Si nos encontramos en una
teorfa de campos uno estaria tentado a formarse el dlgebra A(W) asociada a la regién
W sumando y multiplicando los operadores ¢(z) que cumplen x € W. El problema es
que estos ¢(z) son demasiado singulares para poder ser llamados operadores, por lo

que se definen los operadores

Oo = /dx a(x)o(z) , (1.16)

donde «(z) pertenece a la clase de funciones que son infinitamente diferenciables y
de soporte compacto en W. El conjunto de todos estos operadores, dado por todas
las posibles funciones «(z), es el conjunto que generara nuestra dlgebra. Para el caso
de fermiones con esta definicién es suficiente, en otros casos esta definicién contiene
un problema técnico y es que los operadores ¢, en general pueden no ser acotados,
aunque sean operadores. Esto significa que contienen un espectro no acotado y, por
lo tanto, hay algunos vectores del espacio de Hilbert que no pertenecen a su dominio.
Esto lleva a que, en la multiplicacion de operadores, haya problemas con el dominio de
estos y no permitan formar un algebra. Este problema se logra sortear tomando, por
ejemplo, la exponencial de estos operadores e’ para ¢, Hermiticos, lo que permite
tener operadores unitarios y acotados. Otra opcion es tomar los proyectores de estos

en la descomposicion espectral.

La descripciéon Haag-Kastler de la QFT [9] toma como objeto principal las dlgebras
A(W) en vez de los campos. Estas dlgebras cumplen dos propiedades bésicas para el
desarrollo de la teoria, que en el trabajo de Haag y Kastler son dadas como axiomas.

Una de estas propiedades es la Isotonia
SiVCW= AV)C AW). (1.17)

La segunda propiedad pide que dos operadores que estén espacialmente separados con-
muten entre si. Si esto no ocurriera, entonces podriamos enviar informacion a velo-
cidades superluminicas. Para definir esta propiedad definimos la region complemento

causal de V' como
V' = {x | x espacialmente separado de y, Vy € V} . (1.18)
Por lo tanto podemos escribir esta propiedad como

WSV = AW) C (AV)) . (1.19)
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W=v"=—w"

: w' =’

.

Figura 1.2: Esquema de la regién V', su regién complementaria V' y su regién causal V"

Para que estos argumentos sean validos para un campo fermiénico tenemos que reem-
plazar los conmutadores por anti-conmutadores para operadores compuestos con un

nimero impar de operadores fermionicos. Profundizaremos en este punto en la seccion
4.1.

Puede suceder que, si tenemos una region V' del espacio y miramos el dlgebra ge-
nerada A(V), en esta édlgebra haya operadores que no estan generadores localmente
en V. Un ejemplo intuitivo se muestra en la figura 1.2, supongamos que tenemos un
operador O que se encuentra en la region V', si nuestra teoria posee el operador evo-
lucién temporal U(t) entonces podremos hacer evolucionar el operador O a través del
tiempo, por lo que podriamos sacarlo de la regiéon V. Se puede notar que el operador
evolucionado O(t) también pertenecerd al algebra siempre y cuando se mantenga en la
region causalmente conectada de V., W = V", ya que su evolucién solo pudo haber sido
afectada por operadores que estan dentro de V. Por esta razén, solo nos interesaran las
regiones causalmente conectadas a la hora de hablar del dlgebra de una region. Estas
regiones poseen forma de diamante, como se esquematiza en la figura 1.2 y se definen
por ser las regiones que cumplen que W = W”. Por lo tanto, por la Eq. 1.19, tenemos
que A(V) C A(W), pero también podemos obtener cualquier operador de A(W) evo-
lucionando los de A(V'), por lo que concluimos que A(V) = A(W). Esta idea de que el
algebra de V' puede ser generada por el dlgebra de su regién causal V” recuerda a que
el dlgebra generada por un conjunto de operadores A es A”. Es preciso notar también

que las regiones causales cumplen W = W” como las algebras cumplen A = A”.
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1.5. Estados ciclicos y separadores: Teorema de Reeh-
Schlieder

Consideremos que tenemos una teoria cuantica de campos en un espacio de Min-
koswki d dimensional, un estado de vacio |Q2) y el algebra de todos los operadores
hermiticos localizados ¢, en el espacio-tiempo, donde ¢, = [dx a(z) ¢(x) con a(z)
una funcién suave. Llamaremos el sector del vacio Hgy al sub-espacio de H generado
por aplicar todos los operadores localizados al vacio, es decir, todos los vectores de la

forma

|[®) = Py -+ Pay Q) (1.20)

Cabe aclarar que el sector del vacio Hg esta siempre en el dominio de un operador ¢,,.
Sea un volumen del espacio-tiempo W, definimos entonces que un estado |n) € Hy es
ciclico en el dlgebra A(WW) si a partir de actuar con los operadores de esta algebra sobre
el estado generamos todo H,. Definimos también que |n) € Hy es un estado separador
en A(W) si no existe a € A(W) tal que a #0 y a|n) = 0.

El teorema de Reeh-Schlieder [10] nos dice que, dado un volumen acotado W del
espacio-tiempo, el dlgebra local A(W) es suficiente para poder generar Hg a partir del
estado de vacio |2). Una demostraciéon amigable de este resultado se da en [11]. Esto
nos dice entonces que, para cualquier algebra local generada por un volumen W del

espacio-tiempo, el estado de vacio es ciclico para esta dlgebra.

Un corolario interesante que se desprende es que si tenemos una regién V' espa-
cialmente separada de W entonces sabemos que las dlgebras A(W) y A(V) conmutan
entre si, entonces si |n) es ciclico para A(W) entonces es separador para A(V'). Esto
nos lleva a concluir que, como el estado de vacio es ciclico en ambas algebras, entonces

es ciclico y separador en ambas algebras.
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1.6. Purificacién y teoria de Tomita-Takesaki

Supongamos el caso de una algebra de matrices A, que es el algebra de operadores
de un espacio de Hilbert H;. La forma més general de la matriz densidad en este espacio

es

p= Zpi i) (i] (1.21)

donde los p; son los autovalores de p y |i) los correspondientes autovectores. Para pu-
rificar este estado duplicamos nuestro espacio de Hilbert para generar el nuevo espacio

H = H; ® Hs donde H, es una copia de H;. En este nuevo espacio definimos el estado
Q) =) Vpilii) . (1.22)

Este estado define una matriz densidad pura py = |Q2) (©2|. Reduciendo esta matriz
densidad al espacio H; obtenemos el estado impuro desde el cual se partié p = try, (pz)-
La purificacién no es unica, la base ortonormal {@} es una base arbitraria y diferentes
elecciones de esta base dan distintas purificaciones. Un vector |2) en un espacio dado
por un producto tensorial de espacios H = H; ® Ho siempre puede ser escrito en la

forma (1.22), esta propiedad se llama descomposicién de Schmidt.

Si todos los p; son distintos de 0, entonces podemos definir los siguientes operadores

modulares A y J
A=Yl (1.2
75 Di

J=Z|z‘j><j i * (1.24)

La reflexién modular J es un operador antiunitario que realiza una transposicion de
las bases junto con el operador * que realiza la conjugacion compleja en la base ‘Z §>
Notar que es independiente de los autovalores p;. El operador modular A es positivo
y puede ser escrito como A = p ® p~!. Se tiene que estos operadores cumplen las

siguientes identidades

AQy=JQ) =1, JA=ATJ, Ji=J'=J. (1.25)

Definimos el operador S = J Az =A"3J y este cumple que
Sa|Q) =a'|Q) ,ac A (1.26)

También podemos observar que el operador .JJ nos envia un operador actuando en el
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primer factor a otro actuando en el segundo

JO®1)J=(120). (1.27)

Estos operadores y relaciones son lo que se conoce como teoria de Tomita-Takesaki. El
interés de esta teoria estd en que puede ser extendida a algebras de dimensién infinita,
como las asociadas a regiones en QFT. Para esto, partimos de un édlgebra A con un
estado |Q2) ciclico y separador y definimos el operador S como aquel que cumple la Eq.
(1.26). Por la descomposicién polar tenemos que S = J A%, por lo que de aqui quedan
definidos los operadores J y A. Se puede demostrar que el operador J nos mapea el

algebra A en su conmutante
JAT =A", (1.28)

y también se comprueba que

ATANTT = A . (1.29)

Una demostracién de estas identidades se ofrece en [12].






Capitulo 2
Un Twist simple

“Tengo una cabeza, un sombrero basta y sobra.”
— Facundo Cabral

Sabemos que las transformaciones de simetria de un grupo continuo se pueden
escribir como la exponencial de su generador, donde el generador viene dado por G =
/ dx?1Jy(x) con Jy la componente temporal de la corriente de Noether generada por
dicha simetria y d la dimension del espacio-tiempo. Una de las maneras méas simples
con las que se puede generar un twist es modificando el generador de la simetria. La
forma mas intuitiva de lograrlo es la de multiplicar la corriente de Noether por una
funcién a(z) tal que dentro de la regién donde se quiere que actué el twist valga 1y

fuera de esta valga 0.

Sea A la regién de interés y «(z) una funcién suave y de soporte compacto en A,

entonces el generador viene dado por

G4 = /dxdla(:c)Jo(x) : (2.1)

Luego, exponenciando este generador, obtendremos el operador que aplica la simetria

deseada en la region de interés

Ta(s) = e 0" (2.2)

En este capitulo mostraremos como actua un twist construido a partir del esmereo
del Hamiltoniano de la Eq. (1.12) con una funcién «(z) con soporte acotado sobre una

region A.

13



14 Un Twist simple

a b

Figura 2.1: Grafico cualitativo de la funcién a(z) con A = (a,b) C R

2.1. Twist de evolucion

Vamos a calcular la forma explicita de un twist para el caso de una traslacion
temporal del campo fermionico no masivo. Sabemos que el Hamiltoniano es el generador
de la evolucion temporal, este viene dado por

?
H = é/dx s (z)oY(z) - . (2.3)
Por lo tanto, multiplicando por una funcién a(x) suave y de soporte compacto en la
regién de interés A = (a,b) (Ver ejemplo en la Fig. 2.1), nos queda el generador del
twist '
i

HA = 5 /d:z: a(z) :P(x)oY(z) : . (2.4)

Entonces, nuestro operador de twist viene dado por
Ta(t) = e H (2.5)
Sea el operador de campo ¥ (z), este transforma ante el twist como

O(w,t) = Th(B)$(x)Talt) - (2.6)

Derivando J(x, t) con respecto al parametro ¢ obtenemos una ecuacién diferencial que
nos ayudara a encontrar una forma explicita de {Z; (x,t) en funcién de los operadores de
campo.

di(x, t)

— o = e i) — () HY] T =0 S A g(a)] e (2)
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donde [-, -] es el conmutador convencional para operadores. Conocemos la forma explici-

ta de H* en funcién de 1(z), por lo que podemos calcular explicitamente [H 4 ¢($ﬂ

(14 0()] = 5 [ dy o) W)2e(w). o) 2.
donde
[W(y)0v(y), v ()] = P (y) {0v(y), ¥(2)} — {¥(y), v (x)} O(y) 2.9)
=0y —2)P(y) — oy — 2)9Y(y) -
Recordando que [ dr §'(x)f(x) = — [ dz 8(2)f'(x) nos queda la siguiente expresin
para el conmutador
(14, 6(a)] = 5 [ dy a(u) (g ~ 2)0(0) - 8y - 2)00(y))
=5 [ Ay (= Dal)v) - 5y - 2)a)ovw)
= —% / dy o(z —y) (¢ (y)¥(y) + 2a(y) 0¥ (y)) e
- (a(x)a¢(x) + %o/(x)@b(x)) |
Reemplazando el conmutador en la Eq. (2.7) obtenemos
d‘zz’t) = ettt (a<x>a¢(:p) + %o/(x)gb(x)) e~ (2.11)
v finalmente )
dw((;’ D _ a@)dndla ) + %a'@)&(x, t) . (2.12)
Resolviendo esta ecuacién diferencial con el dato inicial ¥ (z,0) = () podremos

obtener una expresién explicita de este operador en funcién de ¥ (z).

2.2. Andélisis cualitativo del comportamiento de (z, t)

A partir de la ecuacién diferencial (2.12) ya podemos observar el tipo de compor-
tamiento que tendrd la solucion, sin obtener una forma explicita de ella. Supongamos
primero que nos encontramos fuera de la regién de interés, es decir ¢ A. Esto implica
que a(z) = 0, debido a esto, la ecuacién diferencial se reduce a % =0, lo que nos
da como solucién ¢ (z,t) = 1 (z,0) = ¢(z). Por lo tanto, el twist actia como es de

esperar fuera de la region A.
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Ahora supongamos que nos encontramos dentro de A, pero lejos de los bordes, de

tal manera que a(x) = 1. Entonces, como o/(z) = 0, nos queda que

OP(x,t) (1)
ot Ox

. (2.13)

La solucién a esta ecuacion es QZ (xz,t) = f(x +t), y por la condicién inicial obtenemos

Y(x,t) = Y(x + t). Por lo tanto, dentro de la regién A, el operador 1(z) evoluciona

normalmente, como si el operador evolucién no hubiese sido modificado.

Cerca de los bordes este operador evolucionara de una manera que dependera de
la funcién a(x) escogida. Lo que si podemos dilucidar es que el término a(x)@z{/;(x, t)

nos indica que, como a(x) > 0, entonces al aumentar ¢ el operador 1(z) se trasladara

hacia valores de z més grandes. El término 3o/(z)¢(x, t) no es tan facil de vislumbrar,
% vemos que afecta en la amplitud de del operador ().

pero igualando este a

En consecuencia, observamos que definir un operador como el de la Eq. (2.2) a
partir de una funcién «(z) suave y de soporte compacto en A nos genera un operador
que aplica la transformacién de simetria deseada (en este caso la evolucién temporal)
en la region de interés y fuera de ella no realiza ninguna accion. De manera que hemos

definido un twist, uno de los mas simples posibles.

2.3. Solucién exacta para zZ(x, t)

Sea x € A tal que a(z) # 0, entonces podemos definir el campo auxiliar ¢(z,t) de
B(,t)

()

tal manera que zZ(x, t) = . Notamos que

O(x,t) _ dp(x,t) 1 1 ¢(,t)

t
— = s () . 2.14
O Or  \Ja(z)  2(a(z)): @ .
Multiplicando por «(z) en ambos lados obtenemos

o) 2@t _ 08@t) al) 1) 0
ox ox A /a(g‘;) 2 A /a(m) (215)

_99zt) ol@) 10/(91;)1}(55 t) .

(93(: A /@(Q;) 2 ’

Podemos reconocer el término 1o/(z)¢(z,t) que también aparece en (2.12), por lo

tanto reemplazando (2.15) en (2.12) y también tomando la derivada con respecto a t
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de J(:v, t) = js/(%(—';)) nos queda que

(2.16)

La solucién a esta ecuacién viene dada por ¢(z,t) = f(t + f:i) ﬁ ds), donde f(x) es

un operador arbitrario y zy es un punto arbitrario dentro de A. Llamando

g(x) = /I OCL ds (2.17)

P(x,t) = St ng)) (2.18)
Imponiendo la condicién inicial J(m, 0) = ¢(x) nos queda que
Oa.0) = v(x) = 19
(@) (2.19)

= f9(x)) = @)V a(z) .

Llamando u = g(x) y usando el hecho de que g(x) es una funcién invertible obtenemos
1
que

flu) =v(g (w)Velg™ (u) - (2.20)

Reemplazando esto en (2.18) nos queda que la solucién general que cumple la condicién

inicial dada es

Blant) = o(g (¢ + g<x>>>\/ g+ 9(z) (2.21)

a(z)
Esta solucién solo tiene sentido dentro de A donde a(x) # 0.

Ya sabemos que la solucién para = ¢ A es zz(x,t) = 1(x), por lo que queremos
observar si esta solucién empalma bien en los bordes de A con (2.21). Sea A = (a,b) C
R, si definimos g(z) = f% ﬁ ds, entonces lim,_,, g(z) = —oo y lim,_, g(z) = oc.
También tenemos que lim,_, o, ¢~ (x) = a y lim,_,oo g~ 1(z) = b, y esto nos lleva a que

lim  ¢(x,t) =¥(a),  lm  §(z,t) =) . (2.22)

z—a, rEA z—b, x€A

Por lo tanto tenemos que las soluciones dentro y fuera de A empalman bien en la

frontera de este.

De la ecuacién Eq. (2.21) podemos ver que la nueva posicién del ¢(z) después de

1Por el teorema de la funcién inversa, sabemos que g(z) es invertible dentro de A ya que ¢'(x) =

1
m>0
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aplicar el twist es
w(xo,t) = g7 (t + g(20)) , (2.23)

donde xq es la posicién inicial del operador y t el tiempo transcurrido. Podemos com-

probar que la velocidad del movimiento viene dada
t(zo,t) = az(xo,t)) . (2.24)

Esto nos da una mejor intuicion de como se comporta la evolucion del operador cerca
de los bordes. Si nuestro xy esta cerca del borde izquierdo, entonces se vera acelerado
y se movera hacia la derecha, mientras que los que estén acercandose al borde derecho
se veran frenados hasta que lleguen al borde. De la Eq. (2.23) se puede deducir que el

tiempo t que transcurre al moverse desde la posicion xg hasta una x viene dado por

v
t:/ro mals. (2.25)

Es interesante notar que, dependiendo de cémo sea la divergencia de ﬁ enx — b, el

tiempo que necesita un operador en la posicién zy para alcanzar el borde b puede ser
finito o infinito. Se puede comprobar que, si el tiempo que toma es finito, entonces la
funcién a(z) no es lo suficientemente buena como para que (2.5) defina un operador.
A partir de un a(z) de prueba dado (ver apéndice B), similar al mostrado en la figura

2.1 especializando para el intervalo (—1, 1), se graficé la evolucién de x(zo,t).

X(xo, t)

-1.0 —05 0.0 0.5 1.0
Xo

Figura 2.2: Gréfico de las posiciones x(zg, t) en funcién de su posicién inicial zy y para distintos
tiempos t. La linea punteada representa el limite en el que ¢t — oo.

Se puede observar en la figura 2.2 como todos los operadores se van acumulando en
el borde derecho del intervalo y que también su evolucion se ve desacelerada a medida
que se encuentra mas cerca del borde derecho, segiin como es de esperar por la Eq.
(2.24).
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También se puede calcular el conmutador para t iguales y se verifica que
00, )90, 0} = \/ (st et = 2(.0)
_ JaGle el ) o) (226)
- \/ alalzo)alelu) alww,0) "0 Y






Capitulo 3
Twist de Buchholz-Doplicher-Longo

En este capitulo nos enfocaremos en estudiar un twist construido por Detlev Buchholz,
Sergio Doplicher y Roberto Longo en su trabajo [1], el cual presenta ciertas propiedades

de interés.

3.1. Definicion

Sean A y B dos regiones diamantes del espacio-tiempo a las cuales les corresponden
las dlgebras A y B respectivamente. Supongamos que estas dos regiones estan estric-
tamente espacialmente separadas, esto quiere decir que entre cualquier punto de A y
cualquier punto de B siempre existe una distancia positiva, y que existe un estado
ciclico y separador para A V B. Con estos ingredientes, la propiedad de split nos dice
que existen factores Ny N de tipo I tales que A C Ny B C A. Un factor tipo I es el
algebra de todos los operadores acotados en un espacio de Hilbert. Sea ha demostrado
que la propiedad de split es valida en teorias cuanticas de campos bajo condiciones
muy generales [13, 14]. Una descripcién equivalente de la propiedad de split es que los
factores A y A son el dlgebra de operadores actuando en dos espacios de Hilbert H,

H ,~ tales que el espacio de Hilbert completo se puede descomponer en
H=HnyQ@H,\ , (3.1)

por lo tanto, el dlgebra A actia en el factor Hyr y el dlgebra B sobre H - .

El factor A en la propiedad de split no es tinico. Existe una construccion general
dada por Doplicher y Longo [1] en la que se parte de que se tiene un estado [€2) (en
QFT es natural utilizar el estado de vacio) que es ciclico con respecto a AV B e induce

la conjugacién modular J4y5 con respecto a estas dlgebras. Los factores de split se

21



22 Twist de Buchholz-Doplicher-Longo

construyen como
N:A\/(J_A\/BAJ_A\/B), N/:B\/(J_A\/BBJA\/B). (32)

Estos factores de split cumplen que Javg N Javg =N, Javs N Javs = N’ v quedan

totalmente definidos por esta propiedad.

Sea el vector |n) = |Q2),, ® |Q2),, donde los estados |2), v |2),, son los estados
de vacio de cada factor tales que si calculamos la matriz densidad reducida sobre las
algebras A o B, segin corresponda, nos induce la misma matriz densidad que |Q2)
restringida a estas algebras. Otra manera de decirlo es que |1) es una purificacién del
estado de vacio de cada factor. Se puede demostrar que |Q2) . y |£2) - son ciclicos para
las dlgebras A y B, respectivamente, y esto lleva a concluir que |n) es ciclico también.
Se define W : H — H ® H tal que sia € Ay b € B entonces

Wab|n) =a|Q) @0[Q) . (3.3)

Es posible demostrar que W es un isomorfismo, ya que |n) es ciclico en AV By [Q),,

y |2) \» lo son para A y B. De esta definicién se puede obtener que

WaWl=a®1l, WW'=1®b, acA,beB

(3.4)
WIasWi=J4® Jg .

Sera tutil también ver las propiedades inversas. Partiendo de (3.4) tenemos que se

cumple

Wi 1)W=a, WI(1lbW=>b, ac A,bcB

(3.5)
WH(Ja®@ Jg) W = Jaus -

También se puede deducir una propiedad adicional que sera de gran utilidad. Sea un
operador O € A’, notando que J4OJ4 € Ay teniendo en cuenta que J3 =1, J3 =1,

se llega a

WHORDW =W (Jg Ja O Jg Ja® Jg Jg) W
=W (Ja@Jg) W W (J4 O Ja@ D)WW (Ja® Jg) W (3.6)
= Javs J4 O Jadavs.

Con estos ingredientes ya podemos construir nuestro twist. Dado un operador unitario
U(g) que aplica la transformacién g definimos el twist que aplica la transformacién solo
sobre la region A como

Talg) =WH{U(g @) W. (3.7)
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Veamos que este twist cumple con lo buscado. Sea a € A, b € B y supongamos que

U(g) a U'(g) € A, usando las propiedades (3.4) y (3.5) se muestra que

74(9) a Ta(g)

(3.8)

(3.9)

Por lo que se comprueba que el twist solo actia sobre operadores en la region A y deja
invariantes a los de la region B. La definicién del twist que actia sobre B es andloga,
solo hace falta cambiar el factor en donde actiia U(g). La primera pregunta que surge de
esta definicion es que sucede si la transformacion nos saca afuera del algebra a nuestro
operador. Trataremos esta pregunta para el caso particular en el que la transformacion
me lleva el operador al dlgebra conmutante U(g) a UT(g) € A’. Este es el caso de interés
en este trabajo, por ejemplo, si aplicamos un twist de traslacién espacial que nos saca
al operador fuera del algebra significa que este se encuentra separado espacialmente
del dlgebra y por lo tanto se encuentra en su conmutante. Como actia el twist en este

caso se resuelve facilmente utilizando la Eq. (3.6)

Ta(g) a Ta(g)t = W' (U(g) aUl(g)® 1) W

(3.10)
= Javs Ja U(g) a U'(g) JaJavs -

Lo que nos indica que si la transformacién g nos lleva el operador al dlgebra conmutante
entonces el twist nos lo lleva a J4yg A Javs C (AV B)', por lo tanto permanece dentro
del factor N.






Capitulo 4
Descifrando el operador J

El entendimiento del operador conjugacion modular J y cémo este actia sobre el
algebra de operadores fermionicos es fundamental para poder avanzar en nuestro estu-
dio de los twists. La accion explicita de este operador sobre el dlgebra de fermiones no
masivos en 141 ya fue calculada y estudiada en [15, 16]. En este capitulo mostraremos
una nueva forma de deducir la accién de este operador sobre el dlgebra mencionada y

daremos ejemplos concretos de uso para regiones multi-componentes de 1 y 2 intervalos.

4.1. ;Coémo actua el operador J?

Supongamos que tenemos un espacio de Hilbert H, la regién A = vazl(ai, b;)) CR
formada por intervalos disjuntos de la recta real y que esta region nos genera el algebra
local A con un estado de vacio |Q2) ciclico y separador. De estos ingredientes emerge el

operador reflexién modular .J, como se vio en la seccién 1.6.

Sea 1(x) el operador de campo fermiénico real (Majorana), en [17] se define el

operador signo fermiénico I' que cumple las siguientes propiedades
=1 T=T, Tl =), (4.1)

y a partir de este se define el operador Z como

1 —ql
Z = T (4.2)
el cual cumple que
228 =1, Zy()Z" = —ily(x), Zp@)y) 2" = p)e(y) . (4.3)

25
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También se verifica que

LY =Z|Q)y=1|Q), TJI'=J, JZ=2"J. (4.4)

El objetivo de definir estos operadores radica en que el dlgebra JAJ es un algebra
que conmuta con A, pero como estamos en el caso de operadores fermiénicos, nosotros
necesitamos un algebra que anticonmute para operadores impares y que conmute para
operadores pares en el nimero fermionico, a esto se lo suele llamar graded commutati-

vity. Por lo tanto, se define el operador
J=2J, (4.5)

el cual es antiunitario y J|Q) = |Q). Este operador es el equivalente al J de la teorfa
de Tomita-Takesaki para algebras fermiénicas. Queremos notar que, en la construccion
del twist de Buchholz-Doplicher-Longo en el capitulo 3 esta modificaciéon puede ser
ignorada, ya que como vemos en la Eq. (3.6) se aplica el operador conjugacién modular
dos veces, lo que elimina la necesidad de utilizar el operador Z en su definicién. Sin
embargo, por la claridad de la exposicion en este capitulo encontramos 1til mantener

esta modificacion.

Utilizando este operador definimos

Dly) = Tp(y)J" . (4.6)

De esta definicién se deduce que el dlgebra formada por los operadores 1(y) y " (y) con
y € A es un dlgebra anti-conmutativa completa en el espacio H. Queremos investigar
la expresién de {Dv(y) en funcién de los 1 (y) del espacio completo. Por ser una teoria
gaussiana el operador J transforma linealmente los ¢(y) (como el flujo modular), por

lo tanto ¥ (y) se puede escribir como
0) = [ ds Ks.pputs). (4.7)
donde K : R x R — R. Calculando el anticonmutador {¢(z), % (y)} nos queda que
{t(2),d(y)} = K(2,y) - (4.8)
Teniendo en cuenta que {t(z), ¥(y)} = (Q{w(z), ¥(y)}|Q), tenemos que

Q@) D) HR) = ((QUe(2) T (y)TT|Q) + (QT(y) T ()[2) . (4.9)
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Utilizando que para los operadores antiunitarios se cumple (v, Jw) = (J fu, w)* donde
(+,-) refiere al producto vectorial en el espacio de Hilbert, que “«” refiere a la conjuga-

cién compleja y que J ) = |©2), nos queda

{$(@), o)} = Q) Jv()Q) + (Qvy) T (@)Q)" . (4.10)
Manipulando estas expresiones se obtiene

(Q (@) J(y)|Q) = (Q(@)Z2TP(y)|Q) = ()T ZT(y)|0)
(QU()JZ(y) 2ZT10Q) = (Qfi(2) JiTe(y)|Q)
(Qf(2) JiTY (y)IT]2) = (Q () (=) (y)[<2)
=1 (Qp(2) JY(y)|2)

(4.11)

(Qb(y) T (@) = (Q(y) TZH(2)|Q)" = ( QL (y) ZTv(x)|Q)"
= (QAUZZ"(y)Z T (2)|Q)" = (QiTY(y) Sy (2)|Q2)" (4.12)
= (=) (QP(y) JP(@)|2)" = (=) (Q(x) JL )| -

Por lo que nos queda que

{(@),d(y)} = i [( Q@) T (y)|2) — (Q (@) T (y)]Q)]

1 (4.13)
= =2 Im((Q[¢(2) JY(y)|2) = =2 Im({Qy(2) Az (y)[2)) ,

donde en la ultima igualdad se usé que J = A3S y la definicion de S. Es 1til la

siguiente férmula calculada en [15]

Q) A ()] = 27rz'(371 —) etlib(f))r?(g/y))—_ err%)bl(T;%i(x) 1
donde
M (2) =10 (z —a;), y(z) =T, (v —b), (4.15)

con (a;, b;) los extremos de los intervalos que componen la regién A. Siz € Ayy ¢ A
entonces se puede extender la analiticidad de la funcién en la regién —% < Im(t) < % .
Si evaluamos t = —% encontramos que esta funcién tiene divergencias en los valores de

x e y tales que ITy(2)I,(y) + Hy(y)Ila(2) = 0. Como t = —3 es el borde del dominio
de analiticidad, para ver la naturaleza de la divergencia vamos a tomar ¢ = —i3 con
s — 1 y acercarnos a esta desde dentro del dominio de analiticidad. Teniendo esto en

cuenta nos queda que

655 i — g(s —1), e A —i— g(s 1) (sis—1). (4.16)
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Reemplazando nos queda

1
eIl (2)a(y) — e ™1y (y)a ()

(I, (y) + () (2) — 3 (Do) L (y) — L)L) (s —1)  &17)
1 1
i (Mp{) o) = Ty (y)Ta(w)) st e —ig(1—s)
Usando el limite ) .
ylir(r]l+ P = +imo(z) , (4.18)
llegamos a que
tEIElz (Qp(x) A"y (y)|2) =
il . | (4.19)
o3 |Gy TCE)|
con
G(a,y) = 22 aly) & L) () (4.20)

- T(2)Ta(y) — p(y)a(z)
Vemos que posee una divergencia tipo delta de Dirac en el caso de que G(x,y) = 0 que
se puede demostrar que son los mismos casos que I, (z)I1,(y) + 11, (y) I, (z) = 0. Luego

analizaremos como son las soluciones a esta ecuacién.

Por lo tanto, podemos obtener una expresion explicita para el anticonmutador

~ 1
{(2),¥(y)} = = y)5(G(I, Y)) (4.21)

Lo que nos revela que {bv (x) no posee una distribucién continua sobre la recta, sino que
es una combinacion lineal de una cierta cantidad finita de operadores ubicados en los
puntos donde, dado un y € A, x cumple que G(z,y) = 0. Analizando las soluciones de

esta igualdad, se puede encontrar que solo existen N soluciones s;(y) tales que

G(sj(y),y) =0, (4.22)

con j =1,..., N, donde N es el nimero de intervalos de la regién multi-componente A
y que s;(y) ¢ AV j=1,..,N.

Entonces, usando que 0(f(2)) =21, /()=o) md(x —x;), se llega a la siguiente
expresion
N

Dy) =D Cily) v(s;(y)) | (4.23)

j=1
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donde
1

(55 (y) = I0G (2, Y)|o=s, )]

Para profundizar mas en esta expresién, primero vamos a facilitar la escritura de

G(z,y).

Cily) = (4.24)

G(z,y) = 11 ()14 (y) + 11 (y) e (2) _ Ta(2) Th(y)
T () (y) — y(y)a(z) el Tal) g
Mo () Ty (v) (4.25)
4

donde se definid

flz) = Ebg)) : (4.26)
Ahora derivamos la expresion
0,G(x.y) — fll) . _f)+f(=) £ (4.27)

fly) = (@) (fly) = f(2))?

evaluamos en x = s,(y) y recordamos que G(s;(y),y) = 0 implica la siguiente igualdad

f(si(y)) + f(y) = 0.

= —= 3, (In(—f(@)) s, (4.28)

Donde w(z) = In(—f(z)) = ln(—gZ—&:’:))) es una funcién que aparece repetidamente en
el contexto de la teoria modular. Notese que el signo menos dentro del logaritmo en
la definicién viene de que si se evalia f(z) en un x que este dentro de los intervalos
de la regién A, entonces f(z) < 0 y por lo tanto w(x) es real. En nuestra deduccién
terminamos evaluando w’(z) en el punto s;(z), que estd fuera de la regiéon A y por lo
tanto f(z) > 0. Por lo que para definir bien w(x) tenemos que tomar una rama del
logaritmo que contenga a los reales negativos. Se puede demostrar que w'(s;(z)) < 0 si

x € A, por lo tanto |0,G(s;(y),y)| = 0.G(sj(y),y). Reemplazando en Eq. (4.24)

2 2 N 1 1 B
G = =) b5 (Z S —a sj<y>—bi>  (429)
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y por lo tanto la férmula para J(x) nos queda como

N
~ 2
Y(x) = Y(s;(x)) - (4.30)
; W'(sj(x))(x = s5(x))
Si comparamos con la expresién obtenida en [15], vemos que obtenemos el mismo

resultado (para comparar con este trabajo hay que tener en cuenta que alli se define Z
como si fuera el Z' de este trabajo y también que alli se utiliza un fermién complejo y

en este trabajo un fermion real).

Es interesante notar que si nos planteamos el problema de conseguir la conjugacion
modular para A’ entonces terminamos obteniendo las mismas expresiones para s;(z) y
1

Cj(x), ya que el cambiar de A — A’ implica cambiar f(z) — — 7777 ¥ este cambio deja

invariante las expresiones mencionadas.

4.2. Propiedades de las soluciones G(z,y) =0

De la ecuacién G(z,y) = 0 sabemos, por el teorema de la funcién implicita, que
existe una funcién s;(x) tal que G(z, sj(x)) = 0 para todo x perteneciente a un dominio
donde 0,G(x,y) # 0. La Eq. (4.25) nos da una condicién mas simple para encontrar la
funcién s;(x), esta es

f(@) + f(s5(x)) = 0. (4.31)

Esta condicién es la central para el cdlculo de las funciones s;(z) y serd utilizada

extensamente en todo el trabajo. De esta igualdad podemos deducir varias propiedades
11, (z)

que poseen las soluciones s;(x). Estudiemos mas en detalle la funcién f(x) = T, (o) 52
A= Uf;l(ai, b;) la regién multicomponente. Se puede observar que
sire A= f(x) <0,
(@) (4.32)

siz¢g A= f(x)>0.

Entonces dado z € A = s;(z) ¢ A ya que f(s;(z)) = —f(z). Estos nos indica que los
J(a:) son una combinacién lineal de () que no pertenecen a la region A. Esto era de

esperarse, ya que ¥(z) € A(A)".

También es posible probar que solo existen N soluciones s;(z) € R, donde N es
el nimero de intervalos que conforman la region A y que esas son todas las posibles
soluciones. Que existen N soluciones viene de analizar como se comporta la funcion
f(z) en los intervalos (a;, b;). Sea = € (a;,b;), como f(x) <0, f(a;) =0, f(b;) = —oc0

y f(z) continua, entonces f((a;,b;)) = R~ para i = 1,..., N, es decir, la imagen de
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cada intervalo cubre toda la recta real negativa. Ahora sea x ¢ A, supongamos el caso
en el que z € (bj,aj11) como f(xz) > 0, f(b;) = oo, f(aj41) = 0y f(x) continua,
entonces f((b;,a;4+1)) = R*. En el caso de que x € (—00,a;1) 6 © € (by,00) tenemos
que f((—o00,a1) U (by,00)) = R*. De aqui podemos deducir que dado un z € A, por
cada uno de los N — 1 intervalos (b;, a;41) existe un s; tal que f(s;(x)) + f(z) = 0,
mds otra solucién del intervalo (—oo,a;) U (by,00). Por lo tanto, demostramos que
existen N soluciones s;(z). Es facil demostrar que son todas, ya que para un dado z
la expresion I, (2)11,(y) + I1,(y)I1,(x) es un polinomio de grado N en y, entonces solo

existen NN posibles soluciones, que son las comentadas anteriormente.

4.3. Distribucién de los ¢(x)

En las secciones 4.1 y 4.2 vimos que el operador J nos transforma al operador ¥ (x)
en una suma discreta de operadores localizados, uno por cada regién que compone a A,
la regién complementaria a A. Ahora es natural preguntarse ;Cémo estan distribuidos
estos operadores? ;Cual es méas “relevante” en la descomposicion? Para esto vamos a

realizar el siguiente analisis.

Calculemos el anticonmutador {@Z(:B), @Z(y)}, recordando que J es un operador an-

tiunitario

{0(2), ¥(y)} = V()P(y) + () ()
= Jo(@)v(y)J + Ty ()]
= J{y(x), ¥ ()}
=d(x—y) .

(4.33)

Pero también sabemos que 1(z) = Z]\il Ci(x) ¥(s;(x)), por lo que tenemos que

{(@), d(n)} = D Cula)Cy(y) 8(silw) = 55(y)

jii=1

=<Z‘ii<f)>6<w—y>+ > G@C) sia) = 51)

i=1 z)] Jii=1, i#£j

(4.34)

donde s}(z) es la derivada de la funcién s;(z). Comparando las ecuaciones (4.33) y

(4.34) llegamos a la conclusién de que

3 Ci(x)T ~1, (4.35)

|si(x)
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Y. Gil@)Cily) d(si(x) = s5(y)) =0 . (4.36)

Ji=1, i#j

De la Eq. (4.35) podemos interpretar a los coeficientes

_ |G

Bl =Tamr

(4.37)

como la proporcion en la que aporta el 1(s;(z)) al campo @Z(x)

Las igualdades (4.35) y (4.36) son de mucha utilidad, ya que nos ayuda a entender

c6mo se relacionan los coeficientes C;(x) entre si y también las soluciones s;(z).

4.4. Solucién para un intervalo

\ J

A
A

Figura 4.1: Esquema de un intervalo y cémo actta el operador J sobre el campo t(z).

Para el caso de un intervalo A = (a,b) tenemos

f(z) = (4.38)

imponiendo la condicién f(z) + f(y) = 0 obtenemos la solucién s(x)

—(a;b) x —ab
(a+d)

==

s(z) = (4.39)
Para ganar una mejor intuicién de cémo se comporta esta solucién podemos ir al caso
simétrico (—a, a) sin pérdida de generalidad y obtenemos que s(x) = “72 De esta forma
se puede observar que s(z) ¢ (—a,a) ya que |z| < a, por lo tanto, |s(x)| > a. Se puede
ver que a medida que x se acerca a los bordes, s(x) también lo hace y que si nos vamos

al centro del intervalo entonces s(z) — oo.

Ahora que obtuvimos s(x) podemos calcular una expresién explicita para la Eq.
(4.30).

s v(s(@) . (4.40)
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Podemos ver cémo explicitamente el operador J nos envia un operador Y(x) € A(A)
a uno en ¥ (s(z)) € A(A)" y cdmo este se comporta en funcién de z. Notemos también

que se cumple la relacién (4.35).

En [19] se obtuvieron los autovectores u*(x) del correlador para una regién multi-
componente A los cuales forman una base ortonormal completa en esta region. Para el

caso de un intervalo los autovectores correspondientes a la region A = (a,b) son

us(z) = ;31““\[_¢ b—a wwﬂ z € (a,b) , (4.41)

(x —a)(b— 1)
donde w(x) = log(—f(x)), s es el autovalor correspondiente y se cumple que
/ us(z)ul(z) de =6(s — ') . (4.42)
A

Para la regién complementaria A = (—o0,a) U (b, 0) tenemos que los autovectores

son

vg(x) = eise(@) — e re Al 4.43)

277 (a —x)(b— 1)

Donde (4.43) se puede obtener pensando que la regién complementaria son dos inter-
valos A = (—m,a) U (b,m) y se hace tender m — oco. De esta manera tenemos que
flz) = #11) y por lo tanto w(x) = log<—f(x)> = —log(f(z)). Podemos expandir los
¥(y) cony € Ay los i(x) con x € A’ como

mw:/@@%@,¢@:/@@%m. (4.44)

Por la ecuacién (4.40) entonces tenemos cémo transforman los as con respecto a J y

como estan relacionados los autovectores

mﬁ:;A@@@mw*
- [ a7
~ [ v et
- /A dy / ds' C(y) by us(y) ve(s(y)) .

(4.45)

Notemos que w(s(y)) = —log(f(s(y))) = —log(—f(y)) = —w(y). Por lo que nos queda
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que vs(s(y)) toma la forma

=\ "o )e*”“’(y) (4.46)

donde es importante notar que s'(y) < 0 si y € A, por lo que la raiz es real. Esto nos

conduce a que

Ja,J' =

—5'(y) (4.47)

Il
&
<

donde se utilizé Eq. (4.37) para reconocer el factor \/% = +/P(y) = 1. Lo que

nos indica que el operador J nos convierte un modo de autovalor s a otro del mismo

autovalor en la regiéon complementaria en el caso de un intervalo.

4.5. Solucién para dos intervalos

A J A J
oy o NN
- \ ] \ ] -

(sa(x)  W(@)  P(si(x))

Figura 4.2: Esquema de dos intervalos y cémo actiia el operador J sobre un Y(x).

Para el caso de dos intervalos A = (—b, —a) U (a, b), tomados de manera simétrica

para simplificar las expresiones, tenemos que

U(x) = Ci(x) Y(s1(2)) + Co(x) P(s2(2)) (4.48)
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donde tenemos las soluciones

(b—a)*x + /(b — a)*a? + dab(x? — ab)?

Sl(x) - 2 )
S 4.49
s (Z‘) _ (b — CI,)2$ — \/(b — Cl)4l'2 + 4(1[)(1‘2 _ ab)Q ( )
i B 2(1}2 — ab) ’
2 b a -1
C'z(x) N (Sz(x) - x) (Si($)2 2 Si(x)g _ a2) . (4'50)

Six € A entonces s1(x), se(x) € Z y ambas pertenecen a intervalos distintos de los que

componen a Z, como se mostrd en la seccion 4.2.






Capitulo 5
La simpleza del plano complejo

En este capitulo estudiaremos la aplicacién del operador conjugacién modular J
para una teoria de operadores fermiénicos en el circulo unidad complejo, algo que es

usualmente usado en la literatura para estudiar el flujo modular [15, 20, 21].

5.1. Expresion general para las posiciones en la cir-

cunferencia unidad

BRe!

Figura 5.1: Ejemplo de como un intervalo I de S' se mapea a E = v/T

Sea I un intervalo de la circunferencia unidad S* del plano complejo. Llamamos
E = {/T al conjunto que surge de aplicar la raiz n-ésima a los puntos de I. El conjunto
E consta de n intervalos simétricos distribuidos sobre la circunferencia unidad. Un
ejemplo de esto se muestra en la figura 5.1. La transformada de Cayley es una funcién

que nos mapea la recta real a S! en el plano complejo.

1+
=C = ) 5.1
2= Cafa) = 1 (51)
Estos son los ingredientes que se utilizan en la Proposicién 5 de [20] en donde se

demuestra que si tenemos un conjunto de intervalos (J;_,(a;,b;) C R lo cuales si le

aplicamos la transformada de Cayley nos da un conjunto de la forma /T entonces las

37
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funciones f(x) =[]}, ;= se pueden escribir como
- -

T —ay St z—u; V-12"-U
fo=117= jHlHujz_vj oy =/®. 62

Jj=1

_ 14z o 1+ia; o 1+ib]’ _n _n o
donde z = {57, u; = e Vi T T U = u}, V = v} los cuales cumplen (U,V) =

I c S'. Ahora plantear la condicién f(z) + f(y) = 0 es equivalente a plantear la

condicién f(z) + f(w) = 0 con z,w € S*. Gracias a la Eq. (5.2) vemos que nuestro
problema de n intervalos se redujo al problema de un solo intervalo I donde queremos
resolver para los puntos 2" y w™ de S!. El problema de la conjugacién modular para
un solo intervalo ya fue estudiado en la seccion 4.4, las posiciones vienen dadas por
G-y y
Tomando la raiz n-ésima de z" obtenemos las n soluciones esperadas y utilizando la

transformada de Cayley inversa obtenemos las soluciones para la recta real.

5.2. Transformacion de los campos

Ahora nos preguntamos como se veria la accién de la conjugacion modular para
el algebra de fermiones en el circulo unidad complejo. Para esto transformamos la
recta real R al circulo unidad S* en el plano complejo via la transformacién de Cayley

Ca:R — S'. En [? | se trabaja extensamente la expresion de los campos en S

Tenemos que 1(z) es un campo fermidnico real primario, este transforma como

O — (5.4)

—iCa'(z)
con z = Ca(z). Para aclarar la notacién, cuando estemos trabajando con campos en
el circulo unidad complejo, estos estardn evaluados en argumentos como z 6 w. En el
caso de que sea un campo sobre la recta real este sera evaluado con argumentos x 6 .
Cualquier diferencia con esta regla serd aclarada. Entonces, el campo conjugado viene

dado por .
1(2) = ————=1() = 29(2), 5.5
P'(2) ra,(x)*w ) = 2¢(2) (5.5)

donde Ca’(z)* es la derivada de la funcién de Cayley conjugada compleja. Estos campos
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cumplen la regla de conmutacion

2), ¢t (w)} = 1 o
{0(2), ¥t (w)} ca/@)c&«y)*{“ hew)) (5.6)
= ;(5(:10 —y) |
|Cal ()] '

Vemos que la expresién final de este anti-conmutador nos tienta a usar propiedades de
la delta de Dirac para escribir la expresion §(Ca(xz) — Ca(y)), pero la delta de Dirac
no esta bien definida al ser evaluada en valores complejos. Por esta razon en la tltima

igualdad definimos para abreviar notacion

5(> — w) = §(Ca(x) — Ca(y)) = mé(x ). (5.7)

Por lo tanto nos queda que

{v(2), ¥f(w)} = (2 —w) . (5.8)

Supongamos ahora que tenemos una regién A conformada por n intervalos disjuntos
sobre la recta real que se mapean a intervalos en el circulo mediante la transformacion
de Cayley y el operador conjugacion modular J que actia sobre el algebra generada por
esta region. Se puede demostrar que los campos ¢(z) = Ji(x)J! también transforman

cOmo campos primarios

(=) = Tyl (2) ]!
~ 1
=J | —— | ()]
()
1 ~

= J(z)J'
Ve oM
1 ~
=i
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Utilizando la expresién obtenida en Eq.(4.30) para J(:v) obtenemos que

D) = 3 Oy (s (x)

S (@) = 3 o)y O a2
o / (5.10)
e =20 s )
= 1(z) = ﬁ;dj(Z)w(é](Z)) :
donde se reemplazé por z = Ca(z) y se renombraron las siguientes expresiones
5;(2) = (CaosjoCa™) (2) vy dj(z) = Cj(Cal(Z))\/ CZE%C(%:‘(TES?D (5.11)

Si nos encontramos en el caso tratado en la seccién 5.1 entonces las posiciones §;(z)

toman la forma general dada en Eq. (5.3)
(5.12)

donde .

%z A%

— U+vV
2

so(z) = (5.13)

z

es la solucién para un solo intervalo dada en Eq. (4.39). Otra cosa interesante para
calcular son los pesos Pj(z) definidos en la seccién 4.3. Para ello, seguimos el mismo

procedimiento aplicado antes, primero calculamos el conmutador de J(z)

{0(z), d(w)} = T{W (=), (w)} T

A S

1
=d(z—w) .

(5.14)

Por otro lado tenemos que

{(@), 91 (y)} = D di(z) (d;(w))™ {$(5:(2)), 07 (3;(w))} - (5.15)

jii=1
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Analicemos que forma tienen los conmutadores {1(3;(2)),¥1(5;(w))}

0(5:(2) — 5j(w))
= §(Ca(si(z)) — Cafs;(y))) (5.16)

1
- m6<3i<x> = 55(y))

donde se utilizaron las Eqs. (5.7) (5.8). Aplicando esto en Eq.(5.15) nos queda

{0(5:(2)), ¥'(35(w))}

z), - i\ 2 w))” ! si(x) — s
{¥(2),¢'(y)} ledz( ) (dj(w)) |Ca/(si(x))|6( i(x) = si(y))
IR G L) @)
_; ’Ca,(sl(x))‘d( i(2) z(y))+ﬂ_127i# o)) S(si(x) — 5;(y))

_ N |dz(z |2 . N dl(Z (d](w))* o
"L G 2 TG 0 )

donde en la tercera linea se utilizé que Ca(s;(x)) = $;(Ca(z)). Comparando con Eq.

(5.14) nos quedan las condiciones

N N x
|di(2)[? di(2) (d;(w))
S El oy S SO ) ) =0 (5.8)
v/ ]
2 [5i(2) 2 1G]
Es facil demostrar que son las mismas condiciones que se encontraron en 4.3, tan solo
con utilizar que d;(z) = C%;JS )C' (z) v 85(2) = Caégfj('g))sg(x) se logra llegar al
resultado. Es interesante notar que

By - WP _ Gl

= (z 5.19
EIBTIFIETIE 1)
lo que nos muestra que los pesos transforman como escalares ante transformaciones

conformes, lo cual parece natural segin la interpretacion dada a estos.

Resulta que si expresamos las funciones d;(2) y P;(z) utilizando los pardmetros
Uy V y las funciones (5.13) y (5.12) se encuentran expresiones bastante sencillas

que pueden ser utiles para hacer cédlculos. Para mostrar esto, recordamos la funcién
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f(2) = f(Ca~'(2)) descrita en Eq. (5.2). Se puede ver que

f'(z) = f'(Ca™}(2)) (Ca™'(2))’

g (5.20)
= f'(Ca™'(2)) = f'(z) Ca'(Ca™'(2)) .
Utilizando que Cj(z) = = fjm) f,((sf )))7 la identidad
C Ca™! S
27() — G (w) = /Cal(Ca 1(2)) Cal (Ca "(w))

y la definicién de d;(z) dada en Eq.(5.11) se llega a que

2 f(5(2)
d; = = . 5.21
06 e) 20

Podemos ver que d;(z) conserva la misma forma que Cj(x). Si estamos en el caso
simétrico comentado en la seccién 5.1 entonces podemos avanzar mas sobre estas ex-
presiones. Supongamos que tenemos un intervalo generador I = (U, V) a través del
cual generamos la regién A = /I de n intervalos. Entonces tenemos las siguientes

expresiones

2 (s0(z") = U)(s0(z") = V) 5(2)

4(2) = n(U—V) s0(z") 2= 35(2) (5:22)
De esta expresion y utilizando que
5j(2)" = s0(2") = 85(2) = %z”_l : (5.23)
podemos calcular los pesos P;(z) como
5oy = |GG _ 4 | (s0(z") = U)(s ( ") -V)? 1
P]( ) ’53(2” 77,2 6 Zn) ( )2 (Z . éj(Z))z (524)

Podemos ver que tanto en d;(z) y Pj(z) poseen un factor que no depende de la solucién
5;(z) y por lo tanto se puede sacar como factor comin de U(z). Este factor es el d
que apareceria al calcular la accién del J para un solo intervalo, por lo tanto podemos
deducir que la estructura de intervalos solo se ve reflejada en el factor dependiente de

la solucién §;(z).



Capitulo 6

Twist para un intervalo y cota
inferior operatorial a la energia

local

En este capitulo estudiaremos explicitamente el twist de Buchholz-Doplicher-Longo
el cual se quiere que aplique la evolucién temporal sobre la region A compuesta por
un solo intervalo y como se comporta el campo ¥ (x) al hacerlo evolucionar con este
operador. Luego veremos como obtener el generador del twist y como este nos propor-
cionara una cota a la densidad de energia local, la cual puede ser comparada en cierta

medida con la encontrada a través de técnicas de teorfa de campos conformes en [7].

6.1. Twist en un intervalo

Sea A = (—a,a) la regiéon donde queremos que el twist aplique la evolucién tempo-
ral, B = (—o0, —b) U (b, 00) la region invariante ante el twist y Z = (—=b, —a) U (a,b) =
Z_ U Z, es la region de esmereo. Entonces tenemos las algebras generadas por estas
regiones A = A(A), B = A(B) y AB = A(AU B) = AV By sus correspondientes

conjugaciones modulares J 4, Jg y Jas. El operador evolucion temporal viene dado por
U(t)=e ™ con H= %/dm s (z)0Y(z) . (6.1)

Entonces definimos el twist como se hizo en la seccién 3.1 suponiendo que A actia en

el primer factor
TAa(t) =WH U @)W . (6.2)

43
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El twist transforma al campo 1 (z) como

Pz +t) r4+teA

(6.3)
Ja Ja 1/J<I+t)JA Jan $+t¢A

Ta(t) " (x)Ta(t) = {
Entonces para calcular la accién explicita del twist tenemos que aplicar la conjugacién
modular J4 y Jas. La conjugacion aplicada por J4 es la de un solo intervalo y ya
ha sido estudiada en la seccion 4.4. La conjugacion aplicada por Juz es en realidad
la misma que la de dos intervalos porque B = (—o00, —b) U (b, o0) es un solo intervalo
unido en el infinito. Por lo tanto para esta conjugacion se pueden utilizar los resultados
de 4.5 ya que las soluciones para una regién dada son igual que para su complemento.

Entonces aplicando las conjugaciones obtenemos que
() (2)7(t) = ey (x+)b(qy (x+1) Fe_(z+ (g (z+t)) con z+tc A, (6.4)

donde tenemos que las posiciones g4 (z) vienen de la composicién de las funciones (4.39)
y (4.49), especificadas en las regiones A y AU B respectivamente, y los coeficientes c ()

de la multiplicacién de los dados en (4.40) y (4.50). Més explicitamente

x (—az(b —a)? £\ /4ab(ab — %)? + (b - a)4;_3)

qx(x) = 2 (aba? —a) : (6.5)

a 1 b a -1
)= w2 (62 EPRESRPN ) ’ (6:6)

donde se cumple que ¢ (z) € Z1. A partir de estas expresiones podemos analizar que

sucede con las posiciones y con los pesos

ce(z)?

)= S e ) fp (et =1 (6.7)
5, (@)]

En la figura 6.1 se pueden observar como evoluciona la posicién del fermién cuando
x+1t € Ay luego como se descompone y evolucionan las partes cuando = +t ¢ A. En
la figura 6.2 se puede observar como evolucionan los pesos de la descomposicion del

fermién cuando = +t ¢ A.
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T
B — X+t
— g+(x+1t)
” — g-(x+1) ]
Z,
+
\>S A
<
7
Z_
o
I
B A
-2 -1 1 2
X+t

Figura 6.1: Grafico de las soluciones g4 (z +t) en funcién de = + ¢ para el caso A = (—1,1) y
B = (—00, —2)U(2, 00). Se observa que el twist traslada al fermién normalmente cuando z+t € A
(curva solida verde). Cuando x +t ¢ A vemos que el campo se divide en dos componentes con
posiciones ¢4+ (z 4 t) (curva solida azul) y g_(x +t) (curva solida roja).

— P+
1.00
— p_
— P+ +p-
0.75
=
+
X
=, 0.50
Q
0.25 1
0.00 A
-2 -1 1 2
X+t

Figura 6.2: Gréfico de las probabilidades p4 (z+1¢) en funcién de z+t para el caso A = (—1,1)
y B = (—00,—2) U (2,00). p4(z + t) se corresponde con el fermién ubicado en g4 (x + t) (curva
solida azul) y p_(x + t) con el fermién ubicado en q_(z + t) (curva solida roja).
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Analicemos estos resultados. Podemos ver que se cumple que si x4+t — 4a entonces
q+(£a) = +a, ¢.(+a) = 1 y pr(£a) = 1. Esto nos esta diciendo por ejemplo que
cuando el operador esta recién saliendo del intervalo A por la derecha, osea x+t ~ a 'y
x+t € Z,, tenemos que el operador ubicado en ¢ (x+t) en la descomposicién se “pega”
bien con este, ya que qi(z +t) =~ x +t, y también que los pesos cumplen p, (x +t) ~ 1
y p—(z+1t) ~ 0 lo que nos indica que el g4 (x +1) es el més relevante en la suma. Por lo
tanto podemos ver que existe una especie de identificacion entre el fermién que “sale”
de A y un fermion de la descomposicion cuando el fermién transformado todavia no esta
muy “alejado” del algebra. Esto nos da la idea de una especie de transicion suave entre
tener un unico fermién a tener una mezcla de ellos. Luego vemos que esta identificacion
se va perdiendo a medida que avanza la evoluciéon ya que cuando = + t — oo tenemos
que q(z +t) = £Vaby pi(x + 1) = %, por lo cual podemos decir que el operador se

mezcld totalmente.

Es interesante analizar la funcion de dos puntos cuando uno de los campos es

transformado por el twist

1
C 2mi(z -t —y — de)

QT ()v(2)Ta (b)Y (y)]Q) siz+teA,  (6.8)

ci(z+1)
2mi(gi(z +t) — y — ie)

@ Oe @) = Y

e{+,—}

siz+tg¢ A. (6.9)

En la figura 6.3 se puede observar un gréfico de 2mi (Q7}(£)1(2)74(t)h(y)|Q) con z = 0
e y = 3. A simple vista se nota que esta funcién es continua pero no posee primera
derivada continua en los bordes de la regién A. Esto es semejante a lo observado en
[17] donde se demuestra una discontinuidad en la segunda derivada de la densidad del
factor N tipo I.

CT(t, 0, 3)

Figura 6.3: Grafico de 27 <Q|TL(t)’L/J("L’)TA(t)’L/J(y)|Q> = CT(t,z,y) en funcién de ¢ para x =0
e y = 3 para el caso de regiones A = (—1,1) y B = (—00, —2) U (2, 00). Se puede observar como
esta funcién es continua pero no diferenciable en los puntos t = +1.
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Vamos a analizar ahora que sucede cuando se modifican los espesores de las zonas
de esmereo y nuestra transformacién nos saca al operador fuera de la region A, por
lo que el campo se ve descompuesto segin Eq. (6.4). Supongamos que A = (—1,1)
y B = (—00,—1 —€) U (2,00), vamos a ver que ocurre con los pesos a medida que
hagamos tender ¢ — 0, osea cuando la zona de esmereo Z_ = (—1 — ¢, —1) colapsa a
—1. Tenemos que p° (z) el peso del fermién ubicado en Z_ y p () el fermién ubicado
en Z, = (1,2). Se verifica que

i p° (2) =0, limpf ) = 1. (6.10)
Lo que nos dice que toda la relevancia en la suma la pasa a tener el fermién en 7.

Las posiciones terminan siendo

.. B .. _4x—3
limg® (z) = =1, lmgi(z) = o-— .

(6.11)

De esto podemos concluir que si hacemos colapsar una de las zonas de esmereo, el
twist actia solo trasladandome los campo hacia Z, a medida que aumentamos el ¢t y
4

haciéndolos colapsar al punto 3, que es un comportamiento similar al que se observo

para el twist simple en el capitulo 2.

6.2. Generador del twist

Se sabe que los twist asociados a un grupo de simetria forman una representacién
de este grupo [I]. Como esta representacién esta conectada con la identidad, pode-
mos obtener el generador de la transformacién simplemente tomando la derivada con
respecto al parametro continuo y evaluando en la identidad. Sea A una regién del
espacio-tiempo que nos genera el algebra A(A) donde queremos que el twist actué y

Gs

sea U(s) = €“° una representaciéon de un elemento del grupo de simetrias con G el

generador perteneciente al algebra de Lie del grupo, entonces el twist correspondiente

a esta transformacion es

) =W UGB )W . (6.12)
Diferenciando con respecto al parametro s y evaluando en s = 0 tenemos
G = 27(s)]uco
(9 (6.13)
=W =—U(s)|s=o® 1 | W :

Js
=W Ge1)W,

lo que nos da la expresion del generador G del twist.
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En esta seccién obtendremos el generador del twist 74(¢) definido en Eq. (6.2).

Recordamos que

l

H:/Rdx :T(x) 2/Rdﬂv c(x)o0Y(x) : . (6.14)

El orden normal de un operador define un operador con valor de expectacion 0 ante el
estado de vacio. Para operadores singulares como lo son los operadores ¢ (z)0y(x) se

lo define de la siguiente manera

L (2)0¢(x) == Hm (¢ (2)0¢(y) — (Q(2)0(y)[Q2)) - (6.15)

y—x
Para ahorrar notacién y ser mas claros en la exposicion definimos

~ 1

T(a,) = 56()00() (6.16)

con la propiedad de que f(:l:, x) = T'(z). Por lo tanto el orden normal de la densidad

de energia T'(x) viene dado por

:T(x) = Um T(x,y) — (QT(z,9)|Q) , (6.17)

y—x
y con valor de expectacion

1

T (z,y)|Q) = —— . 6.18
AT @I = s (6.18)

El generador del twist se escribe segin (6.13) como
H :/dx Wi T(z): @)W . (6.19)

R
Recordando la definicién (6.17) nos queda que
ﬁ-/dm tim W ((T(e.) — (QIT . )|2) © 1) W

RO (6.20)

= [datim W (T @ 1) W= @F)i2) |

Yy—x

de esta expresion podemos ver que tenemos varios casos posibles. El primer caso es
cuando z,y € A, en este caso el operador Tv(x,y) pertenece al algebra A(A), por lo

tanto el operador W lo transforma trivialmente segin las propiedades (3.5) y obtenemos

Wt (T(m,y) ® 1) W =T(z,y) siz,ycA. (6.21)
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Cuando z,y ¢ A usamos la propiedad (3.6)
wi (T(a;,y) ® 1) W= Jas Ja T(x,y) Ja Jas Siz,yd A (6.22)

Un ultimo caso es cuando x € A pero y ¢ A o viceversa, en este caso tenemos que expre-
sar el operador T'(x,y) en su expresion segin operadores fermiénicos. Para simplificar

solo miremos el término ¢ (z)0Y(y) y supongamos que x € A pero y ¢ A.

W (p(2)0v(y) @ HW =W (¢(z) @ YW W (9¢(y) @ 1) W

(6.23)
=(x) Jas Ja 0U(y) Ja Jas -

En caso de que x ¢ A pero y € A la solucion es similar, solo que los operadores Ju5 J 4

actian sobre 1 (z). Entonces vamos a notar esto como

wi (T(m,y) ® 1) W =T (z,y) siccAyydA, (6.24)

wi (f(x,y) ® 1> W = f;,l(a:,y) sir¢g Ayye A, (6.25)

donde (1, ) refiere a solo transformar el fermién evaluado en la segunda variable y
(J,1) el de la primera. Entonces para realizar la integral tenemos que tener en cuenta
estos tres casos. Para esto primero expresamos los puntos x e y de una manera mas
convencional para tomar el limite. Tomamos © — = — h/2 y y — = + h/2 y el limite
pasa a ser h — (. Entonces tenemos que separar la integral en las distintas regiones

donde se cumplen estas condiciones.

h
2

~ a— ~

, h h ~ h h
H =1lim (T(:p—i,x—f—g)— <Q|T(m—§,x—|—§)|9>) dx

h—0 7a+%

o ~ h h ~ h h
+/ (JAB Ja T(Z‘—E,JI+§) Ja Jag — <Q|T(ZE—§,J}+§)|Q>> dx

2

—a—y h h ho h

o0

a+% _ h h N h h

—i—/_g (T1,J(ZL“—§,$+§)_ <Q|T(l‘—§,gc—|—§)|9>) dx
(g ho h ~hh

+/_a_g (TJ,1(17—§7$+§>_ (QIT(x—i,x+§)|Q>) dr .

(6.26)

El limite del primer término es facil de hacer ya que no hay ninguna transformacién
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de por medio, entonces nos queda

h
a=3

lfm (f(x + gm - ﬁ) — QT (z + g:c - g)m)) dz = /A T(z):de . (6.27)

h—0 —ath 2

En el segundo y tercer término encontramos la transformacién del operador completo,

pero ya que los operadores Jy5 y J4 dejan invariante el vacio |©2) tenemos que

h ~ h h
§)|Q> = <Q‘JAB Ja T($—|— -, T — 5) Ja JAB’Q> , (628)

~ h
QT (z+ -, 5

2

por lo tanto el segundo término nos queda

o ~ h h ~ h h
lim [/ (JAB J_A T(ZL’+—,$—§) JA J_AB_ <Q|T<$+§,$—§)‘Q>> dx

h—0 at+h 2

a3 ~ h _h ~ h _h (6.29)
+ JABJ_AT<$+§,ZE—§) JAJAB—<Q|T(I+§,$—§)|Q> dx ’

_/ 2JA3JAT(£L')JAJABId.%’,

por lo tanto podremos trabajar con la expresién de T'(x) y luego tomar el ordenamiento

normal. Recordando que

Jag Jap(x)Ja Jas = e (2)9 (g4 (x)) + e ()¢ (q- () , (6.30)

donde ¢4 (x) viene dado por Eq. (6.5) y ¢4 (z) dado por Eq. (6.6). Con esto y recordando
la (6.16) se llega a que

: jAB jAT(x)jA jAB = Z ci(r)?ql(z) : T(qi(x)) :
=)
+ % Z s ci(@)(g() (¢j(x)(g;(2))) +

i.je{+—} i#j

(6.31)

El desarrollo completo de esta igualdad se puede encontrar en el apendice C. Recor-
dando que si z ¢ A entonces qi(z) € Zy, por lo tanto podemos extender la integral
sobre el : T'(x) : de la Eq. (6.27) hasta la zona de esmereo con el primero término de
(6.31). Mostramos esto mas explicitamente haciendo el cambio de variables ¢ = ¢;(z),

lo que nos deja que

Z / dx ¢ (z)qi(z) : T Z / dg (g (q): T(q): . (6.32)

e{+,—} ie{+,~}
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Esto lo podemos sumar con (6.27) para obtener

/A rdr+ Yy / dq A7 (q) : Tlq) := / a(z): T(x):dx, (6.33)

i AUZ
donde
1 rze A
g+ ()3 =

2a%0* — (a* + b*)a? £ 2/(b — a)'2? + 4ab(z® — ab)?
2a(b—a)(ab + x2)

g+(2) = cx(qi'(2)) = (6.35)

En la figura 6.4 se puede ver un ejemplo de la funcién a(x) para una distribucién de
intervalos dada. Es de esperarse que esta funcién sea de soporte acotado en AU Z ya
que el generador deberia tener una forma similar al generador del twist simple que

estudiamos en el capitulo 2.

1.0

0.8+

0.6

a(x)

0.4

0.2+

0.0

B -2 Z_ -1 A 1 Zy2 B
X

Figura 6.4: Gréfico de la funcién a(z) descrita en (6.34) para una distribucién de intervalos
dada por A=(-1,1), Z_ =(-2,-1), Zy = (1,2) y B = (—00,—2) U (2, 00).
Para simplificar el término no local (segundo término de Eq. (6.31)) podemos inte-

grar por partes uno de los sumandos, utilizar la anticonmutacién de los fermiones para

obtener un Unico término y luego realizar un cambio de variables

P> /dx $(ai() (cs (@) ()

ije{+,—} i#j

= % /A s e ()0 (g- () (e ()8(g4 () + e (2)1(g4 (2) (e (2)(g- ()"
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En la dltima ecuacién se definid

(6.37)

8
|
S

¥ =q-(q; () = —ab/z = q1(¢"'(x)).

La funciéon = mapea Z, <> Z_. Entonces se aprecia que el término no local es un

bi-lineal con un fermién en Z, y otro en Z_.

Solo nos quedan por ver los términos en los bordes de los intervalos, veamos como
transforma el T'(z,y) en este caso. Primero miremos el caso en el que nos encontramos
en el borde —a, se puede obtener que

Tle-Ja+3) = Y alo-gfal—ghe+y) . (639

Por lo que la integral nos queda

—aty h ~ h h ~  h h
(x— =)T(q;(x — = =) — QT (x — = —)|Q .
[ X a5+ 5) - @@ =G+ i) | ds
2 Z€{+7_}

(6.39)
Este termino hay que analizarlo con cuidado ya que, aunque el intervalo de la integral
se haga nulo, podria haber una contribuciéon divergente dentro del operador tal que en
el limite de h — 0 de una contribucién distinta de 0. Para ordenar normalmente este

operador necesitamos extraer su valor de expectacion, este viene dado por

8

~ h h Ci( —E)
Q-+ 3= > T

ie{+,—} (qi(z — 5) —(z+ %))2 : (6.40)

Restando y sumando este término en (6.39) y tomando el limite nos deja el operador
normalmente ordenado y una constante. Tomando el limite A — 0 la parte operatorial

se anula y solo nos queda

0 —atg 1 N iz — %) p (6.41)
fm - E T, :
= Sy \ TR (e =)~ (D))

donde se utilizé que (Q|T(z — 2,z + %)|Q) = ;1. Para que este término nos de una

contribucion a la integral debera poseer una divergencia en el limite A — 0, que vemos
que en principio la posee por el término h—12 Para lo que sigue, es importante reconocer

las siguientes propiedades que seran de mucha utilidad, estas se encuentran demostradas
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en el apéndice D.

q+(£a) = +a, ¢ (xa) =1,

7 6.42
ce(ta) =1, cx(+a) =0, . (Fa)= 4z (£a) . (0:42)

Para reconocer cuales términos son divergentes podemos realizar el siguiente andlisis.
La integral es sobre un entorno de —a, por lo tanto podemos tomar xr = —a + € con
el < 2. Entonces, como h — 0 podemos aproximar como ¢_(z—2) = ¢_(—a+e—2) ~
—a+ (e — %)+ O((e — %)?) por lo que m ~ 75. El término con ¢ (z) no
posee divergencia ya que su imagen pertenece a Z,, por lo tanto el denominador no
se anula, entonces este se anula en el limite A — 0. En consecuencia nos queda que el

término divergente es

-1 c_(x — ﬁ)
f-(z,h) = 2 : (6.43)
12 ar((qi(a — 5) = (z+5)))?
Entonces tenemos que el término constante viene dado por
/ f-(x,h)dx = f (—a+u,h) du . (6.44)

Como |u| < 2 5 ¥ h — 0 entonces podemos realizar una expansion en u por lo que nos

queda

2

f( a+uhdu—/ [ —a,h) + (= a,h)u+fﬁ(—a,h)%+0(u3) du

_h
2

w\t

3

= o (~a Wb+ (k) O()
(6.45)

Sabemos que cuando h — 0 la funcién f_(—a,h) tiene singularidades, por lo que
debemos calcular el limite para esta funcién. Teniendo en cuenta las propiedades men-
cionadas en (6.42) calculamos los limites de cada término. Solo hace falta calcular los
primeros dos términos, se puede demostrar que los términos de mayor orden se anulan

en el limite (Ver apéndice E).

lim f_(—a,h)h =0,

h—0
lim f”( )h3 = qZ(_a) = ’ (6.46)
h—0 24 487 6m(b? —a?)’

(Biblioteca Leo Falicov  CAB-IB)
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Por lo tanto nos queda que

—ath b

lim f-(z,h)dx =

h0 J_q 6m(b? —a?)

(6.47)

Ahora tenemos que realizar un procedimiento similar pero en el borde a, en este caso
el término que queda fuera de la regién A es el de la derivada y teniendo en cuenta que

el inico termino divergente es el que posee en el denominador a ¢, (z) nos queda que

1 (z+ 2 + 8¢ (z+ 2L
f+<l’, h) _ - + C;(x 2) - + C+(l’ - 2)q+(x ?Z) - (648)
Arh*  Ar(z — 5 —qi(z+3))  dm(z— 3 —q(z+3))
Entonces, siguiendo el mismo procedimiento que en (6.45) obtenemos que
5 3
Flau h)du = f(a, )+ [ (a, )5 + O(R) (6.49)
h
—3
y en el limite
lim /. (a, h)h = 0,
h—0 (6 50)
h3 7 b .
lim £ (a, by = ~ L) _ ,
h—0 24 487 67(b? — a?)
lo que nos da que
a+}2i b
}lllif(l) ai% f+(l’, h)dl’ = m . (651)
Por lo tanto la contribucién de los bordes es
—at3 aty 1 b
= .52
/_a_g f-(z, h)dx + /a—’; fi(z, h)dx PSR (6.52)

En conclusion, el generador queda como

~ 1 b

H:gﬁ:g+éme@wﬂ@w4foyﬁwwn%wwm%,wm>

Por el ordenamiento normal de los otros operadores podemos deducir que el término

constante que queda es el valor de expectacion del generador.

1 b

3ITh2 —a?

(QH|Q) = (6.54)

Es interesante notar que usando Eq. (6.34), (6.42), (6.46) y (6.50) se llega a una ex-

presion del valor de expectacion del generador en el vacio relacionada con la funcion
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de soporte acotado a(x)

AR

(6.55)

donde ¢/, (a) significa el limite hacia a yendo por Z y o’ (—a) el limite hacia —a yendo

por Z_.

6.3. Cota a la energia local y comparaciéon con la

cota de Fewster-Hollands

Se sabe que para cualquier teoria de campos cuantica el esmereo de la densidad de

energia con una funcién positivo de soporte compacto sobre una regién acotada como
T, = /dx a(x) Ty(x) : (6.56)

produce un operador que no es positivo, por lo tanto podemos deducir que existen
estados para los cuales su energia sobre esa region acotada del espacio es negativa. La
deduccion de este resultado es sencilla, ya que el valor de expectacion con respecto al
vacio de la densidad de energia tiene que ser (2|: Too(x) :|2) = 0, entonces (Q|T,|S2) =
0. Si T,, fuera definido positivo, entonces si o si T, |€2) = 0, pero por el Teorema de
Reeh-Schlieder el vacio es un estado separador para cualquier algebra de una region
acotada y por lo tanto no puede ser aniquilado por un operador dentro de ella. Entonces

se deduce que Ty, es no definido positivo [22].

De este hecho se desprende una pregunta ;jcuanta energia localizada negativa puede
tener un estado? Esto dio lugar a lo que se conoce como las quantum enerqgy inequalities
que consiste en una cota inferior a la energia local en términos de la funciéon de esmereo
a(x) (Para més informacién ver [23]). La mas general de estas cotas para una teoria

CFT en 2 dimensiones fue obtenida por Fewster y Hollands en [7]. Esta es

/dxoz(x) (BT (@)|®) > —— /dx (d—vdof)> , (6.57)

para cualquier estado |®), donde ¢ es la carga central. Para el caso de este trabajo, un
fermion de Majorana libre no masivo en 141, ¢ = % Esta cota es producida utilizando
transformaciones conformes, el término constante a la derecha de la desigualdad es
producido por la anomalia y la desigualdad viene de la positividad del Hamiltoniano

ante transformaciones unitarias. Esta cota decimos que es sharp en el sentido de que
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satura para algin estado, en este caso satura para el estado de vacio transformado ante

la transformacion conforme usada.

Diferentes tipos de cotas para la densidad de energia, incluyendo cantidades entropi-
cas, han sido exploradas en la literatura. Para estados globales impuros, cotas sharp
que involucran cantidades entrdpicas han sido derivadas [21]. Otro tipo de cota es la
quantum null energy condition, que da una cota a la densidad de energia en un punto

en términos de la segunda derivada de la entropia de entrelazamiento [25].

Del twist de Buchholz-Doplicher-Longo estudiado en este capitulo se puede obtener
un tipo diferente de cota para la energia local, un tipo de cota operatorial. Esta cota
se deriva utilizando que el generador del twist preserva el espectro del Hamiltoniano
ya que los relaciona una transformacion unitaria. De esto podemos deducir que el
generador del twist es definido positivo y que su valor de expectacién ante cualquier
estado tiene que ser positivo. En particular en (6.54) se comprobé que el vacio cumple

esta propiedad. Entonces, usando la Eq. (6.53) y la positividad nos queda que

/ dzx o(z) (P|: T(x) :|®) >
AUZ

~ %% _ / o (@ - (@U@ (g+(@)(@)) 10) |

(6.58)
donde «(z) viene dada en Eq. (6.34) y g+(z) en Eq. (6.35). Por lo tanto se obtiene
una cota inferior para la energia local en la regién AU Z. Una propiedad de esta cota
es que es sharp ya que los estados de la forma (6.59), donde [Q2) es el vacio y |U) es

cualquier otro estado, saturan la desigualdad
W) @ [9)) = Q) @ [¥) . - (6.59)

Estos tipos de estados tienen la propiedad de que no poseen entrelazamiento entre las
dlgebras A(A) C Ny A(B) C N'. Dicho de otra manera, no hay correlaciones entre
las regiones A y B. En este sentido, la cota de Fewster-Hollands no es comparable
con la nuestra cuando es aplicada a la misma funcién a(z) ya que para un estado sin
entrelazamiento, como es el nuestro, la cota de Fewster-Hollands no satura mientras

que la cota encontrada en este trabajo si.

Para la funcién «o(z) encontrada en Eq. (6.34) se puede calcular cual es el valor
de la cota de Fewster-Hollands utilizando la Eq. (6.57). Es importante remarcar que
un requisito para esta cota es que la funcién «a(z) sea suave, lo cual no lo cumple
nuestra funcion, pero de igual manera procederemos ya que la integral si converge y da
un numero. Podemos comparar el valor dado por esta cota con el término constante

obtenido en el generador del twist (Q|H|Q). Para esto, vamos a adimensionalizar las
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cotas. Sea a = k b con 0 < k < 1, entonces podemos expresar

fru(k) = y (d—ﬁ@)) : (6.60)

T 247

Para la cota de este trabajo tenemos que

1 1
3rl1—k2°

for (k) = b (QUH[Q) = (6.61)
En la figura 6.5 podemos ver estas dos funciones. En el limite en el que £ — 1 ambas
funciones divergen de la misma manera, mientras que la diferencia entre ellas converge
a una constante

1 1 1 1 1

TR t e T fom(k) ~ 6r (1) + 5 (6.62)

fra(k) ~

Cuando k — 0 tenemos que

1 1
k)~ —— k) ~—. :
Notamos que aunque en el limite k& — 0 la constante (QH|Q) = 5 no diverge el

término bi-lineal si podria aportar una divergencia ya que las regiones Z_ y Z, entran

en contacto en x = 0, por lo que la cota puede divergir en este limite.

Seria interesante ver que cotas se pueden llegar a obtener combinando las técnicas
de transformaciones conformes utilizadas por Fewster y Hollands y las herramientas de
teoria modular utilizadas en este trabajo para encontrar nuevos tipos de cotas. No se

profundizé por este lado en este trabajo.

osé
osé
o‘4f~
o3§
ozé
oné

0.0F

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
k

Figura 6.5: Gréfico de las funciones frg(k) (rojo) y fom(k) (azul). La diferencia de las
funciones cambia de signo alrededor de k = 0,47. En el limite k — 1 ambas cotas divergen con el
mismo polo, pero con diferente término constante.






Capitulo 7

Twist en dos intervalos y como se

“teletransporta” un fermion

En este capitulo vamos a estudiar el twist aplicado a una regiéon A = A; U Ay, =
(—c, —b) U (b, ¢) compuesta por dos intervalos y una regién B = (—o0, —d) U (—a,a) U
(d, 00) la cual el twist deja invariante. En esta distribucién de intervalos se cumple que
0 < a<b< c < d Observaremos que este twist tiene un efecto interesante sobre
los operadores fermidnicos. Si tomamos un operador fermiénico ¥ (x) con x € Ay y
aplicamos el twist 74(t) definido en 3 con un pardmetro ¢ tal que x 4+t € Ay, entonces
veremos que el operador fermionico pasa de estar ubicado en z a estar ubicado en x4t
sin nunca haber pasado por la regiéon B. En particular este nunca habra pasado por
el intervalo intermedio (—a,a) que estd entre A; y A,. Esto es lo que llamamos una
especie de “teletransportacién” o que el fermion salta de un intervalo a otro. Este efecto

no puede ser logrado con un twist como el construido en el capitulo 2.

El interés de este capitulo va a ser entender bien como ocurre este fenémeno a me-
dida que hacemos un cambio continuo del parametro ¢ desde 0 hasta el valor necesario
para que se produzca el salto. Observaremos que, como el twist deja el dlgebra de la
regién B invariante, entonces el operador ¢ (x) serd repartido en la zona de esmereo
Z = (AU B)' cuando lo saquemos de la regién A; al aumentar el pardmetro t. Veremos
como los pesos definidos en Eq. (4.37) van mezcldndose, pero al acercarnos a A, estos

se vuelven a desenredar para dar un operador unico localizado en A,.

Realizar este problema sobre la recta real posee una complejidad extra debido a que
para obtener las posiciones al aplicar la conjugacion modular J 45 necesitamos resolver
la condicién (4.31), la cual al contener A U B 4 intervalos se convierte en resolver
un polinomio de grado 4. Para simplificar este problema decidié trasladarlo al circulo

unidad complejo de tal manera que se puedan utilizar las herramientas desarrolladas
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en el capitulo 5.

Sea Iop = (—m,7) un intervalo sobre el circulo unidad complejo, por claridad solo
indicaremos el argumento del nimero complejo en cuestién, ya que |z| = 1. Entonces

v Iap = AU B donde tomamos A = A; U Ay = (32, 2 U (7 BTy v B = B, U B, =

878 818
(%) U (%’T, 9%). Con el intervalo generador I4p ya tenemos resuelto el como aplicar
el operador J 5. Para aplicar el operador J4 notamos que [4 = (%, %”) genera A ya

que /I = A. Para finalizar, tenemos la zona de esmereo Z = (AU B)’ compuesta por

4 intervalos. Estas regiones se esquematizan en la figura 7.1.

Ay
A Zy

Z9 Z3
Ao

Figura 7.1: Esquema de la distribucién de las regiones A, B y Z sobre el circulo unidad
complejo.

La transformaciéon que aplicaremos en este problema sera
U0)'9(2)U(0) = v(ze”) . (7.1)
Entonces definiendo el twist como
Ta(0) =WHU@O) @ )W, (7.2)
nos queda que el twist transforma al fermién 1 (e’®) como

(el @+0) si p+0eA

. 7.3
J.A\/B J_A w(elw—’—e))JA JAVB si ¢+9 ¢ A ( )

THO) () (r4(0)) = {

Vamos a profundizar més en la expresién para cuando ¢ + 6 ¢ A. Al aplicar Jy4

utilizamos la Eq. 5.3 para encontrar las soluciones a las posiciones y estas son

i) = 0y 74
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Para aplicar J 4 sobre 1(z) hay que tener en cuenta que es el conjugado del fermién

transformado en Eq. (5.9) y luego utilizar Eq. (5.10). Entonces se obtiene

Ja (z =Z )" ¥(g;(2)) (7.5)

donde los coeficientes c;‘

intervalos A. Ahora tenemos que aplicar .J 45, este nos dard fermiones ubicados en las

(z) son los dados por la Eq. (5.22) segun la distribucién de

posiciones s (gj (z)) pero por la Eq. (5.3) la dependencia en j dada por gJA(z) es
borrada debido a que tenemos que elevar a una potencia cuarta y luego tomar la raiz
cuarta para encontrar las soluciones. Entonces las posiciones solo dependen del indice
k. Por lo tanto

~

Ta(0)T1h( ch U0y 4h(5,(e"9TD)) sigp+0¢ A, (7.6)
k=1
donde
- ; )= \/_22 +1
5.(2) = s2B(g2(2)) = 311 )
K(2) = s (95 (2)) - i (7.7)
cr(z) = ditP (g1 (2) et (2)" + i (95 (2)) 5 (2)" (7.8)

con k = 1,2,3,4 y los coeficientes d®(z) son los dados segiin Eq. (5.22) para la
distribucién de intervalos AU B. Todas las raices son tomadas sobre la rama principal,

osea con argumento en el intervalo [0, 27). También tenemos los pesos

* %2
|diP (g1 (2))ef! (2)" + ditP (g5 (2))e3 (2)
|5%(2)]

Es interesante notar que los pesos no son la multiplicaciéon de los pesos que ob-

Py(z) = (7.9)

tendriamos de calcular el J4 y el Jap por separado, lo que si sucedia en el caso para 1

intervalo. Esto es debido a que se borra la degeneracién de las posiciones g;(z).

En la figura 7.2 se puede observar la trayectoria del fermion en el caso en que
¢p+60 € Ay lade los fermiones de la descomposicién cuando ¢ + 60 ¢ A. En la
figura 7.3 se puede ver el grafico de los pesos correspondiente a cada fermién de la

descomposicion.
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Figura 7.2: Gréfico del argumento de las funciones 5 (¢?(**9)) en funcién de ¢+6 en el intervalo
(37, 137) variando el pardmetro 6 de la transformacion. Sobre el eje horizontal se marcaron en
color los valores en donde se encuentran los intervalos de A (rojo), B (azul) y Z (transparente).
Las franjas horizontales de colores marcan las ubicaciones de los intervalos sobre el eje vertical
con el mismo cddigo de colores. La linea punteada corresponde al caso ¢ +60 € A, por lo tanto

tenemos un dnico fermién ubicado en ¢ + 6.

L —
0.81
— Pl
~ — P
S 0.6 PZ
I 3
S
3 —
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k=1
0.2
0.0

3 A Moz B oz, Un o, L
$+6

Figura 7.3: Gréfico de las probabilidades Py (e!(?*t?) en funcién de ¢ + 6 en el intervalo
(%’r, 1%’“) variando el parametro 6 de la transformacién. Sobre el eje horizontal se marcaron en
color los valores en donde se encuentran los intervalos de A (rojo), B (azul) y Z (transparente).
Las franjas horizontales de colores marcan las ubicaciones de los intervalos sobre el eje vertical
con el mismo c6digo de colores. La probabilidad Py(z) es la correspondiente a la del fermién
ubicado en §i(z). La linea punteada negra representa el caso donde ¢ + 6 € A, para el cual
tenemos un unico fermién y por lo tanto el peso es trivialmente 1.
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De estos graficos podemos observar el siguiente comportamiento. Supongamos que

3%, %) Si le aplicamos el twist

Ta(0) y el pardmetro € es lo suficientemente chico para no sacarlo de A;, entonces

inicialmente nuestro fermién esta ubicado en A; = (

su movimiento corresponderd a la linea punteada negra marcada en el grafico 7.2.
Aumentando el parametro 6 el twist nos sacara al fermion de la region A;, entonces
el twist nos lo transformara en 4 fermiénes ubicados en las posiciones 3;(e?+9)). Se
puede notar que la transicion de ser un fermién Unico a ser una combinacién lineal
de estos se da “suavemente”, ya que la posicién s;(e'®t?)) € Z; se pega bien con el
fermion saliente de A; y la probabilidad Py (e'®*?) tiende a 1 en el borde del intervalo.
A medida que se aumenta el pardametro 6 las posiciones de los fermiones y sus pesos

van variando, lo que nos dice que se produce una “mezcla”. Cuando el parametro 6

lr 13x
8 7 8

la soluciéon como linea punteada negra que se muestra en el grafico. También en este

es lo suficientemente grande como para que ¢ + 6 € Ay = ( ) volvemos a tener
caso vemos que la transicion de ser una combinacién lineal a ser un fermién tnico se
da “suavemente”, ya que la posicién s,(e?*9)) € Z, se pega bien con la posicién del

fermién dentro de Ay y el peso Py (e*T) tiende a 1 en el borde de A,.

Todo este andlisis nos lleva a interpretar que cuando el twist nos saca el fermién de
la regiéon A, nos da una mezcla de operadores, cada uno con su peso correspondiente
Py. Pero, a medida que nos volvemos a acercar a otro intervalo de la region A, la mezcla
se empieza a deshacer y volvemos a recuperar un operador tunico ubicado en A. Por lo
tanto el operador de twist logré transportar un operador fermionico de un intervalo de
A a otro sin que nunca esté dentro de la region B que separa los intervalos de A. En
pocas palabras, se logré hacer que el fermion se “teletransportara” o que saltara de un

intervalo a otro sin que nunca pase por el espacio intermedio.






Capitulo 8
Conclusiones

“De tanto vagar por ahi, no sé por donde empecé. Pero, de
cualquier manera vengo de donde viene usted.”
— Facundo Cabral

En este trabajo se logrd calcular la accién explicita de dos tipos de twist sobre
el algebra local de operadores fermionicos de Majorana libres y no masivos en 1+1
dimensiones. Para el primer twist estudiado, construido a partir de la integracién de la
densidad de energia sobre una regién acotada A (Eq. (2.3)), se obtuvo una expresién
general que nos permite calcular como este transforma a todo operador ¥ (x) con z € R.
Esto nos permitio estudiar la dinamica de los operadores bajo esta evolucion, el como
cambia la distribucién de operadores en el intervalo y como estos se acumulan en el
borde.

Luego se estudié el twist construido por D. Buchholz, S. Doplicher y R. Longo
en [1] el cual fue especificado para aplicar la evolucién temporal sobre una regién
multi-componente A. Para lograr obtener una expresion explicita de esto, se tuvo que
estudiar cémo actia el operador reflexién modular J de la teoria de Tomita-Takesaki
sobre un &lgebra local de operadores fermidnicos. De este estudio se derivé, de una
forma alternativa a la realizada en [15], como el operador Ji(z)J consiste de una
combinacion lineal finita de operadores fermiénicos ubicados en A’. Se estudié como
varian las posiciones de los operadores fermiénicos que aparecen en la combinacion
lineal y se obtuvo una funcién escalar Py (z) que representa el “peso” o “importancia”
que lleva cada fermion de la suma. Luego se estudié este operador sobre una teoria de
campos fermiénicos sobre el circulo unidad complejo y se encontrd que las expresiones
para las funciones de las posiciones y los pesos se ven simplificadas enormemente. Esto

es de gran utilidad para poder realizar calculos en regiones multi-componentes, ya que
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realizarlos en la recta real implica resolver polinomios de grado n donde n es la cantidad

de intervalos que posea la region.

Utilizando estos resultados, se calculd la accion del twist en el caso que se tiene
una regién A = (—a,a), donde se quiere que el twist aplique la evolucién temporal,
la regiéon B = (—o0,—b) U (b, 00), donde queremos que no realice ninguna accién, y
la region Z = (AU B), la regiéon de esmereo. Para este caso se obtuvo que si la
transformacién aplicada por el twist nos lleva el operador a la regién Z, este resulta
en una combinacién lineal entre un operador ubicado en la regiéon Z_ = (—b,a) y otro
ubicado en Z, = (a,b). Se calculf la forma explicita de esta combinacién lineal y cémo
cambia a medida que se varia el parametro continuo de la transformacién aplicada.
De este twist también se dedujo su generador, para el cual se obtuvo que consiste en
una parte local dada por una integral de la densidad de energia sobre A U Z y una
parte no local dada por la integral de la multiplicacién de dos campos fermiénicos, uno
ubicado en Z_ y otro ubicado en Z,. A partir de la positividad del Hamiltoniano y de
la expresion del generador del twist se dedujo una cota inferior operatorial a la energia
local en la regién A U Z. Esta fue comparada con la cota encontrada por Fewster y
Hollands en [7].

También para este twist se calculd el caso donde cada regién A y B esta compuesta
por dos intervalos disjuntos. Este caso se realizé en la teoria del fermion sobre el
circulo unidad complejo para simplificar los cédlculos. En el estudio de este ejemplo
se observo como el twist nos transporté un fermién de un intervalo A; C A a otro
As C A sin nunca haber pasado por el intervalo intermedio B;. En otras palabras,
el fermion fue transportado de una region del espacio a otra sin nunca haber pasado
por el espacio intermedio entre ellas. Esto es lo que nombramos como una especie de

“teletransportacion” o salto que realiza el twist al fermion.



Apéndice A

Hamiltoniano y funcién de dos

puntos

En este apéndice mostraremos que el Hamiltoniano descrito en Eq. (1.12) es hermiti-
co y definido positivo. Luego demostraremos la forma de la funciéon de dos puntos Eq.

(1.13).

Por la ecuacién (1.8) sabemos que podemos escribir al campo fermiénico como un
campo de una sola variable real 1(z) y también mostramos que se puede conseguir
una solucién real a la ecuacién de Dirac, es decir ¥(x)! = ¢ (z). Entonces su serie de

Fourier es ) -
Y(z) = \/—2_7T/0 dp (ape™" + ale™) | (A1)

donde a, son operadores y la integral empieza desde p = 0 ya que podemos identificar
a; = a_,. Esto se debe a que si integraramos sobre p negativos entonces podriamos

definir ¢, = a, + an_p y c;, = a;, +a_, = c_, y por lo tanto empezar la integral desde 0.

Ahora calculamos que relaciones de anti-conmutacién que se derivan para los a,

segun las dadas para 1(z) en Eq. (1.9). Primero, para p > 0, tenemos que

= L ip T L —1pT
ap, = \/ﬁ/da: e Y(x), a) = \/ﬁ/dl' e PP(x) . (A.2)

Por lo tanto tenemos que

() = 5 [ dody 7 {w(a), 0(0)
1

" or

(A.3)
dz !PT — ip—17).

Utilizando las relaciones de anti-conmutacién de los operadores a, podemos escribir el
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Hamiltoniano (1.12) en funcién de estos operadores de una manera més sencilla

H:%/w U(@)0(r) :
/ / / dx dp dp' ip’ : (aye”®" + ale®”)(—aye P +al, 7)) (AA)
__5/0 dpp:(apaT—aTap):Z/O dp p ajay, .

De esta expresién podemos deducir que el Hamiltoniano es hermitico y definido posi-

tivo, ya que para cualquier estado v € H tenemos que

CiHl) = [ dop Gldal) = [ dopllalh 0. (a5)
0 0

Utilizando esta desigualdad se desprende que el estado de vacio |Q2), es decir el estado

tal que H |2) = 0, es aniquilado por el operador a,

(QH[Q2) = /0 dp p llap |2) |7 = 0= [la, | |* = 0= a, |2) =0 . (A.6)

Ahora podemos calcular la funcién de dos puntos (Q]1(z)y(y)|2). Como a, |Q2) =0

y (Q]al = 0 tenemos las siguientes identidades

(Qlapay Q) = 0, (Qafal, 1) =0, (Qlala,|Q) =0,

T (A7)
(Qayal, 1) = (Ql—a},a, + 5(p — )| =6(p— 1) .

Utilizando estas identidades al expandir los campos en Fourier en la funcién de dos pun-
tos se nos eliminan todos los términos que no tengan un buen orden en los operadores

a,. Entonces tenemos que

()i /|/(m@ (Qlaya! m>zwwy

1
= dp e*lpl“ y) = — lim dp e —ip(z—y—ie)
27T 0 27T e—0t 0
1 1 ' ' (A.8)
= — lim — e~ Pa—y=ic)|oo
21 e—0t —i(x — y — i€)
1

= lim ‘ —
=0+ 2mi(x — Yy — i€)

donde 0" indica el limite yendo por los reales positivos.



Apéndice B
Funcion de prueba o(z)

Para realizar los graficos de las figuras 2.1 y 2.2 se utiliz6 la funcién

_ tanh(r(x + 1)) — tanh(r(z — 1))
2 )

a(x) (B.1)

donde r es un parametro que regula qué tan abrupto es la pendiente en los bordes y
[ el parametro que nos da el ancho del escalén. Si tenemos un intervalo (—a, a) donde
queremos que nuestra funcion sea distinta de 0 y 0 fuera de este, entonces | = a — ?
es un parametro éptimo para que a(a) =~ 0. Notemos que a(x) # 0 siempre, por lo
que por mas que estemos fuera del intervalo, el twist nos sigue haciendo evolucionar a
nuestro operador, pero con una velocidad despreciable. En la figura B.1 se observa en

particular el o(x) usado para realizar los célculos de la figura 2.2.

1.01 ﬁ
0.8 1
0.6
X
S
0.4 1
0.2 1
0.01
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura B.1: Gréfico de a(x) dado por la Eq. (B.1) con r =20y | = 0,875.
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Apéndice C

Calculo de : J g JAT(x)J 4 J 4B :

En este apéndice calcularemos la forma explicita de : Jap J4T (x)J4 Jap : para el
caso estudiado en el capitulo 6. Es conveniente para esta derivacion utilizar una forma
simétrica del T'(x) la cual no cambia el resultado final. Esta es

T(z) = 7 [V(2)0:1(x) = Outhp(x) ()] . (C.1)

|

Recordamos como transforma un fermién bajo la accién de J4 Ja5

Jas Jab(@)Ja Jas = Y ci(@)(g(x)) - (C.2)

j:{+7_}

La accién de J = J a5 J4 sobre ¢(x)0,¢(x) es

Jp()0pp(w)JT = Jip(w) T 0x(J(@)TT) = Y ei(@)e(g;(x) (ci(z)p(eil@) -
Jie{+,—}

(C.3)

Entonces

JT(?C)JTZE Y @l (@) (a@)a@) = (cl@)p(a(@))) e(@)(g(@)]

Jie{+,—}
= > @) q(@) 1 a0 () — 9a () vig())
ie{+,~}
1Y [6@e@ @) (@@b@@) - (@) g @)

= > Ci(x)QQQ(SU)T(qi(fU))Jr% Y @)u(e()) (cle)(a@) .

i€{+,—} j7i€{+a_}aj5£i
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En la tdltima ecuacién se us6 que g+ (x) € Zi, vy q+(x) # q_(x) Vo € R. Luego se utiliz6
U(g+(2)¥(g-(2)) = =¥ (q-(x))1(g+(x)). En resumen, tenemos que

s Jug JAT () I g Jap = Z ci(r)*q)(z) : T(q(w)) :
ie{+,—}

+ % Z : Cl<x)w(Qz($>> (Cj(%)z/}(qj(x)))/ -

i$j€{+77}7 7‘75.7



Apéndice D

Propiedades ¢+ (x) y c+(x)

Tenemos A = (—a,a), B = (—o00,—b)U(b,00) y Z_ = (—=b,—a) y Z = (a,b). Para

este caso se puede calcular explicitamente las funciones ¢y (z) y estas son

z <—a2(a —b)* £/ dab(ab — %) + (a - b>4;_;>

a(v) = 2(abz? — a*)

De esta expresion se pueden comprobar las propiedades
g(£a) = +a, q¢s(Fa) =+b, di(+a)=1.

La expresién de los ci(x) es

-1
(o _a 1 ( b B a )
U @)\ (@) =8 qu(@)?—a?)

Se puede comprobar que
ci(ta)=1, ci(Fa)=0.

02 X
De estos resultados se desprende que los pesos Py(x) = qi 8 cumplen

Pi(:l:a) = 1, P:t(:FCL> =0.

(D.5)

Dadas las funciones f(x) definidas en (4.26), podemos deducir que f'(z) < 0 Vz € R.

Recordamos las funciones s;(z) que vienen de resolver f(z) + f(y) = 0, sobre estas se

puede deducir que

f(@)+ f(si(z)) = 0= si(z) = —% <0 VreR.
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Y como los ¢i(x) = s;(s(z)) por ser el resultado de la composicién J4pJ4 entonces
¢y (z) = si(so(z))s'(x) >0 VreR. (D.7)

Por lo tanto tenemos que los pesos

P.(z) = ig; >0 VzeR. (D.8)

Por ejemplo sabemos que P, (—a) = 0 por lo tanto si o si P} (—a) = 0, sino moviéndonos
en algin entorno de ese punto obtendriamos P, (x) < 0 que no es posible. También
sabemos que P, (z)+ P_(z) = 1, por lo tanto P’ (—a) = 0. Expandiendo esta igualdad
con la definicién de P_(x) llegamos a que

2 (@) (@) @) ()

PO T e (D9

Lo mismo se puede realizar para P, (x). Entonces se comprueba que

i (+a)

P (+a) = 2d (+a) — ¢{(+a) =0 = (Fa) = 5 ,

(D.10)

donde se us6 que cy(£a) = 1y ¢, (£a) = 1. Por lo tanto hemos deducido todas las

propiedades mencionadas en 6.42.



Apéndice E
Limites lim;,_,o fiR" 1 =0

En la Eq. (6.46) dijimos que los términos derivadas mayores que la tercera se anulan
en el limite, en este apartado vamos a dar un argumento de esto. Tanto f, como f_
tienen la misma estructura en cuanto a la divergencia. En este caso nos enfocaremos

en fi(z,h) que diverge cuando x =ay h — 0

1

s el ech dahoch ¢'@0)#0sinz2, (Bl

f+(x h) =
donde las derivadas son con respecto al primer pardametro. Por lo tanto, si realizamos
derivadas con respecto al primer parametro, en todos los términos de fin)(a,h) nos

queda un factor que posee la forma

g'(a, h)*—m 1
x con0<k, 0<m<k, k+m<n, E.2
g(a, h)2+* h2+m = == = (E.2)
donde k y m son nimeros naturales que dan cuenta de cuanto se derivo el denominador
y el numerador respectivamente. Se puede encontrar un factor por cada combinacion
posible de k y m que respete las restricciones. Supongamos que n es par, que en
realidad son los unicos términos que aparecen en Eq. (?7), entonces se puede mostrar

que Mpye: = = es el mayor valor que puede tomar m para alguno de estos factores.

n
2
Para comprobar esto tomemos un par arbitrario (k,m) donde se cumple la condicién
k +m = n y necesariamente m < k. Entonces, si m # k podemos obtener un nuevo

par con un m mayor aumentando el valor de m a expensas de reducir el de k la misma

cantidad para mantener k 4+ m = n. Este proceso lo podemos realizar ’“_Tm veces, hasta

alcanzar un par que cumple que m = k y esto implica que Mmyq, = 5. Por lo tanto

F(a, h)h™ T oc pr i mmar — pte (E.3)
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76 Limites lim,_,o f2A" ™ =0

Por lo que sin > 2, entonces todos los limites van a ser 0. Se obtiene el mismo resultado
para f_(z,h).
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