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Resumen

En esta tesis discutimos los efectos de las fluctuaciones del tensor de energia-momento,
alrededor de su valor medio, en la expansiéon acelerada del universo. Primero analizamos
la formulacion del problema de la constante cosmologica (PCC) en el contexto de gra-
vedad semiclésica, poniendo particular atencion a la dependencia de los resultados con
la metodologia de regularizacién. Remarcamos también las similitudes/diferencias que
aparecen al calcular la energia de punto cero de los campos cuanticos, en el espacio-tiempo
de Minkowski o en el de De Sitter, de una forma autoconsistente. Luego, para entender el
rol del ruido en el PCC, estudiamos un modelo de juguete de una particula Browniana
acoplada a un entorno (la particula Browniana emula el factor de escala del universo y
el entorno emula los campos cuanticos). Cuando el ruido es multiplicativo, la particula
Browniana satisface la ecuacion de un oscilador arménico con frecuencia estocastica. El
oscilador puede ser el usual o uno invertido, dependiendo de los parametros elegidos.
Mostramos que, tomando parametros correspondientes a un oscilador invertido y bajo las
condiciones adecuadas, el ruido puede estabilizar el oscilador a través de un mecanismo
similar a la estabilizacion del péndulo de Kapitza. Finalmente, analizamos criticamente
trabajos recientes donde se afirma que las fluctuaciones del tensor de energia-momento de
los campos cuanticos, alrededor de su valor medio, pueden resolver el PCC. Trabajando
en el contexto de gravedad estocéstica, y usando resultados del modelo de juguete para
osciladores con frecuencia estocastica, discutimos condiciones bajo las cuales uno podria

resolver el PCC, y su dependencia con el método de regularizacion.






Abstract

In this thesis, we discuss the effects of the fluctuations of the energy momentum tensor,
around its mean value, on the accelerated expansion of the universe. We first discuss the
formulation of the cosmological constant problem (CCP) in the context of semiclassical
gravity, paying particular attention to the dependence of the results with the regularization
process. We point out too, the similarities/differences that arise when computing the
zero-point energy of the quantum fields in Minkowski or De Sitter spacetimes, in a self-
consistent way. Then, in order to understand the role of noise in the CCP, we analyze the
toy model of a Brownian particle coupled to an environment (the Brownian particle mimics
the scale factor of the universe and the environment mimics the quantum fields). When the
noise is multiplicative, the Brownian particle satisfies the equation of a harmonic oscillator
with stochastic frequency. The oscillator can be the usual or an inverted one, depending
on the choice of certain parameters. We show that, choosing the parameters corresponding
to the upside down oscillator and under appropriate conditions, noise can stabilize the
oscillator, through a mechanism similar to the stabilization of the Kapitza pendulum.
Finally, we analyze critically recent works where it was argued that the fluctuations of the
energy-momentum tensor of quantum fields, around its mean value, could resolve the CCP.
Working in the context of stochastic gravity, and using the results of the toy model for
oscillators with stochastic frequency, we discuss conditions under which one could solve

the CCP, and their dependence with the regularization method.

xi






Capitulo 1
Introducciéon

En el marco de la teoria cuantica de campos (TCC), el estado de vacio cuenta con una
densidad de energia no nula. Pero un célculo directo de la misma para cualquier tipo
de campo da infinito. Esto no es un problema si consideramos tinicamente la métrica de
Minkowski ya que es posible redefinir el cero de energia. Pero incluso asi, la energia de
vacio en presencia de contornos tiene efectos fisicos observables, e.g. efecto Casimir. Por
otro lado, como en la teoria general de la relatividad todo tipo de masa-energia gravita, en
principio no podriamos ignorar esta energia del vacio. Entonces, seria razonable concluir
que el vacio contribuye a la densidad de masa-energia del universo de forma no trivial.
Increiblemente el universo se comporta como si hubiera una densidad de energia homogénea
en todo punto del espacio. Esta genera, desde el punto de vista de las ecuaciones de campo
de Einstein, el efecto de una constante cosmolégica. Mediante mediciones astronémicas
el valor de dicha constante se ha obtenido con gran precision, y su efecto en nuestro
universo es hacer que se expanda de forma acelerada. Teniendo en cuenta lo anterior, es
directo hacer la conexién con la TCC donde la energia del vacio seria la causante de dicha
expansion, ya que cumple con la propiedad de ser una densidad de energia homogénea
presente en todo el espacio. Pero debido a que es una cantidad no acotada, se debe buscar

algin proceso de regularizacién y renormalizacién que permita obtener un valor fisico.

La forma mas simple es considerar la métrica de Minkowski y luego regularizar mediante
un cut-off ultravioleta en la escala de Planck. Si realizamos este proceso, el valor de la
densidad de energia del vacio nos da unos 122 6rdenes de magnitud mayor que el valor
medido. Mediante otros métodos, como regularizacion dimensional, es posible reducir este
numero hasta “s6lo” 54 érdenes de magnitud mayor que el medido. Claramente hay un

problema de base en la forma que se esta encarando el problema.

En trabajos recientes [I, 2, 3], Wang et al. propusieron una alternativa al método
tradicional para solucionar el llamado “problema de la constante cosmologica”. Ellos siguen
regularizando con un cut-off ultravioleta, pero ahora tienen en cuenta las fluctuaciones del

tensor energia-momento alrededor de su valor medio. Las mismas producirian un efecto de
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amplificacion paramétrica, logrando asi una constante cosmoldgica, que con el valor de
cut-off adecuado, estaria en concordancia con lo observado.

Estos resultados han sido criticados [, 5] por dos razones. Primero el uso de un método
de regularizacion no invariante de Lorentz, que produce la ecuacion de estado de un gas
de fotones y no la de una constante cosmolégica. Y segundo, que el resultado que obtienen
es dependiente del método de regularizacion que utilizaron, cuando con otros métodos hay
elecciones arbitrarias de parametros que podrian cambiar dicho resultado.

En la presente tesis plantearemos primero el PCC, poniendo énfasis en los métodos
de regularizacion y considerando la energia de punto cero en el espacio-tiempo de De
Sitter. Luego analizaremos mas en detalle los efectos en la expansién del universo de las
fluctuaciones del T}, alrededor de su valor medio. Para ello comenzaremos estudiando un
modelo de juguete, inspirado en el movimiento Browniano, que nos ayudard a entender
como ciertas fluctuaciones pueden estabilizar un sistema tipo péndulo invertido. Con
los resultados obtenidos, haremos un andlisis critico de la propuesta de Wang et al.,
pero utilizando un método de regularizacion que preserva la invariancia, en concreto
regularizacion dimensional con sustraccion minimal. Mostraremos como bajo este esquema
es posible obtener condiciones para la estabilidad diferentes a las calculadas en [1].

La estructura de la tesis es la siguiente: en el Capitulo 2 daremos una descripciéon mas
detallada del problema de la constante cosmologica en Minkowski, enfatizando el rol del
método de regularizacién en los resultados. En el Capitulo 3 repetiremos dicha descripcion,
pero en la métrica de De Sitter, ya que esta métrica es la solucién autoconsistente de las
ecuaciones de Einstein con constante cosmologica y en vacio. En el Capitulo 4 comentaremos
las propuestas y resultados principales del trabajo de Wang et al., asi como las criticas
a los mismos. En el Capitulo 5 resumiremos resultados de la literatura relacionados a
la estabilizacién de péndulos clasicos, perturbados de forma determinista o estocastica.
También desarrollaremos un modelo de movimiento Browniano, donde se puede observar
estos efectos estabilizadores mas facilmente que en el caso gravitatorio. En el Capitulo 6
presentaremos nuestro enfoque al problema de la constante cosmoldgica comparandolo con
el de Wang et al., y finalmente en el Capitulo 7 daremos nuestras conclusiones.

A lo largo de este trabajo se usardn unidades naturales ¢ =1, h=1y kg = 1 (constante
de Boltzmann). Nuestra eleccién de signos es (— + +) en la convencién de [6, MTW].
Simbolos en negrita, e.g. k, indican la parte espacial de los vectores, y sus potencias se
sobreentiende que son del médulo |k|. Para los diferenciales de integracion se utilizard la
notacién |k| = k. Se distinguira esto de los cuadrivectores, que usan la misma notacion, en

todo momento que pueda haber confusion.



Capitulo 2

El problema de la constante

cosmolégica

“The miracle of physics that I'm talking about here is something
that was actually known since the time of Einstein’s general

relativity; that gravity is not always attractive.”

— Alan Guth

2.1. Un universo en expansion

Desde 1998, y gracias a observaciones de supernovas tipo Ia, sabemos que nuestro universo
se esta expandiendo de forma acelerada. Este descubrimiento, que merecié un premio
Nobel en el 2011, resulté ser una gran sorpresa para la comunidad cientifica. Hasta ese
momento se creia que la expansion del universo, de la que se tenia constancia desde 1927
gracias al trabajo de Hubble y Lemaitre, se estaba desacelerando.

Para explicar este fendmeno se han propuesto diferentes alternativas, incluyendo modifi-
caciones a las ecuaciones de campo de Einstein. Actualmente la hipdétesis mas aceptada es
la llamada “energia oscura”, que en términos simples postula la existencia de una densidad
de energia homogénea en todo el espacio. Independientemente de su origen, dicha densidad
de energia, al ser espacialmente homogénea (el contenido de energia total no se diluye al
expandirse el universo) produciria el efecto de una expansién acelerada. Para entender
esto, debemos ver como se introduce la contribucion de la energia oscura a las ecuaciones
de Einstein.

Actualmente el modelo més usado en cosmologia, para describir en primera aproximacion
el universo en sus escalas mas grandes, es el llamado modelo de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW). El mismo se formula a partir de dos hip6tesis: que el universo

es homogéneo y que es isétropo a grandes escalas. Usando tnicamente esto, es posible

3



4 El problema de la constante cosmolégica

deducir la métrica de FLRW [7], que en su forma mas general es

ds* = dt? — a®(t) dx? (2.1)

donde dX? es la parte espacial. La misma presenta curvatura constante que puede ser
positiva, negativa o cero (espacio cerrado, abierto o plano respectivamente). a(t) es una
funcién solo del tiempo llamada “factor de escala”.

Como resulta que nuestro universo, dentro de la precision experimental actual, es plano,
la parte espacial correspondera a la de curvatura nula. Entonces en coordenadas cartesianas

la métrica queda

ds? = dt* — a®(t) <d$2 +dy? + d22> . (2.2)

Ahora, es directo ver que el factor de escala nos indica cémo cambia con el tiempo la
distancia fisica entre puntos. Mas precisamente, la distancia L entre un punto espacial x;

y X, esta dada por

L) = [ \Ja2(t) di = |a())|Ax], (2.3)

X1

donde di = \/ dz? 4+ dy? + d2?. Nétese que la métrica surge tnicamente de la hipétesis de

homogeneidad e isotropia, las ecuaciones de Einstein no fueron utilizadas.

Ahora, para tener una descripcion completa necesitamos obtener el factor de escala. Una

ecuacion para el mismo se deduce de aplicar las ecuaciones de Einstein,

R

R, — 5 I Ag,, =81GT,, , (2.4)

donde A es la llamada “constante cosmoldgica”, y el resto de los tensores se definen en el
Apéndice A.

Como comentario, es sorprendente que la constante cosmoldgica haya sido introducida
por Einstein ya en 1917 con el objetivo de mantener al universo estatico. Esto es posible
si usamos una métrica con curvatura espacial no nula. Luego, la constante cosmoldgica
se puede ajustar para balancear el efecto de la curvatura y dar asi un universo estatico.
Lamentablemente para Einstein, esta solucion resulté ser inestable, y luego de que Hubble
mostrara que el universo se estaba expandiendo, se deseché la idea de una constante
cosmoldgica, para luego resurgir varios anos después con el descubrimiento de la expansion
acelerada. Desde un punto de vista constructivo, o sea, si dedujéramos las ecuaciones
de Einstein desde un principio variacional, la introducciéon de la constante cosmologica
resulta mas natural, como el segundo término mas simple que se puede colocar luego de la

curvatura de Ricci.

Si utilizamos la métrica de la Ec. (2.2) para calcular el tensor de Ricci y la curvatura de
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Ricci, las ecuaciones diagonales de Einstein se reducen a dos ecuaciones para el factor de

escala, conocidas como ecuaciones de Friedmann

aN 81 @G A

ay _ A 2,

<a) 3 Pty (2.5)
a A7 G 3 A
@ _ ) 2
- 3 <p+i§;p>+3 (2.6)

donde p =T, v p; = T}; /a*. Esto se muestra en detalle en el Apéndice A.

Si ahora hacemos los reemplazos

A
- p— — 2.7
A et (2.7)
i = Dit A 28
pi = Pit o (2.8)
se puede eliminar la constante cosmologica de las Ecs. (2.5) y (2.6), quedando
a  8r@
=225 2.9
(5) =577, (29)
a ArG (. Sa
i=1

donde nétese que si p+ 37, p; no depende de a, entonces la Ec. (2.10) es la de un oscilador
armonico para a.

Es directo ver también como la contribucién de la constante cosmolégica a la densidad
y presion (en las Ecs. (2.7) y (2.8)) genera una ecuacién de estado p = —p. Un gas de
radiacion de cuerpo negro produciria en cambio p = 3 p. Esto serd importante luego.

De la Ec. (2.7) se ve porqué se puede entender a la constante cosmologica como una
densidad de energia homogénea presente en todo el espacio. Esta contribucion es la llamada
energia oscura.

De la Ec. (2.9) es directo ver que si consideramos tinicamente la contribucién de A a p,

el factor de escala sera

a=Ha — a(t)=a(0)eft"10) (2.11)

donde H? = A/3. H es la llamada constante de Hubble, ya que es el pardmetro principal
de la ley de Hubble—Lemaitre, que da el corrimiento al rojo de las galaxias en funciéon de

su distancia a nosotros.
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Vemos asi que una constante cosmologica, de ser la principal contribucién a la densidad
de energia del universo, produciria una expansion exponencial del mismo, tal como la

observada en nuestro universo.

Mediante observaciones astronémicas se ha determinado que la energia oscura representa
el ~ 69 % del contenido de masa-energia del universo, ciertamente no despreciable. Siendo

el resto materia oscura (~ 26 %) y materia bariénica (~ 5 %).

Esto se traduce en

A=463x10%GeV? — py=2.75x 107* GeV?, (2.12)

donde py es la densidad de energia asociada a la constante cosmolégica. Esta resulta
ser equivalente al contenido de energia en la masa de 3.8 protones por metro cibico.
Ciertamente minuscula para escalas humanas, pero debido a su presencia constante a lo

largo de todo el universo, su efecto en la evolucién del mismo es enorme.

Ahora, asumiendo que el causante de la expansién acelerada del universo es la energia
oscura podemos plantear el “problema de la constante cosmoldgica” (PCC). Este es la
cuestion de porque la misma tiene el valor que tiene, o méas concretamente ;porque es tan

pequena y no exactamente cero?

Esta pregunta podria parecer de caracter metafisico, ya que por un lado, al ser una
cantidad dimensional, hay que compararla con otra para poder hablar de “pequena” o
“grande”. Y por otro, uno podria aceptar el valor experimental simplemente como cualquier
otra constante de la naturaleza. De hecho, el llamado “modelo estandar de la cosmologia”,
o modelo Lambda-CDM, toma el porcentaje de la energia total del universo que es la
materia bariénica y la materia oscura (y por lo tanto la energia oscura, ya que esas son las
tnicas tres contribuciones que considera) como dos de los seis pardmetros, independientes,

que se le deben dar a la teoria de forma experimental.

Mas alla de cuestiones epistemologicas, hay un problema adicional que nos permite
extender y precisar el PCC. El mismo consiste en preguntarse por qué el valor experimental
difiere tanto (de 54 a 122 érdenes de magnitud) del valor calculado teéricamente. Pero,
para entender esto mejor, primero tenemos que ver de déonde se teoriza que proviene la

energia oscura.

El origen de la energia oscura es uno de los grandes problemas no resueltos de la fisica
teodrica, por lo que hay varias propuestas diferentes que se han planteado a lo largo de
los anos. Una de las posibles soluciones es la que surge naturalmente al estudiar la TCC.
Pero antes de ver que tiene para decir sobre la energia oscura el esquema tedrico que es la
TCC, vamos a ver como es posible introducir efectos cuanticos a la teoria general de la

relatividad.
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2.2. Gravedad semiclasica y gravedad estocastica

Como ya mencionamos las ecuaciones de Einstein estan dadas por

R
R, —+9.,—MAg, =87GT,, . (2.13)

g

Por un lado tenemos la geometria, caracterizada por el tensor de Einstein G,,. La
cuantizacion de la misma es el area de trabajo de las teorias de gravedad cuantica, que
escapan del objetivo de esta tesis. Por otro, esta la constante cosmolégica A, de la que
se hablé en detalle en la seccién anterior. Y finalmente tenemos el contenido de masa y
energia caracterizado por el tensor de energia-momento 7),,. Debido a que en el contexto
de la mecanica cuantica existe un formalismo que nos provee de Tzw como operador, es
directo considerar el procedimiento mas simple para introducir efectos cuanticos. Esta
metodologia es la llamada gravedad semiclasica y conceptualmente consiste en considerar
a los campos de materia como cuanticos, mientras que el espacio-tiempo donde viven es
clésico [8]. Luego la dindmica de la materia y del espacio-tiempo se resuelve de forma
autoconsistente. Para esto colocamos como fuente de las ecuaciones de Einstein el valor
medio del TW en el estado del sistema. Con esto se obtienen las llamadas ecuaciones de

Einstein semiclasicas,

G,, —Ag,, =87G(T,,). (2.14)

v
divergencias ultravioletas. Por esto, es siempre necesario algin método de regularizacion

Cabe destacar que por si solo <T > no esta bien definido, debido a que presenta

y renormalizacion, donde en general se deben agregar términos extra a la accion de
Einstein—Hilbert para absorber todas las divergencias. Veremos mas delante en este
capitulo como diferentes métodos de regularizaciéon llevan a resultados diferentes para el
PCC.

Gravedad semiclésica es lo que se ha utilizado histéricamente para analizar los efectos
del vacio cuantico en la evoluciéon del universo, y es lo que haremos en este capitulo y en
el Capitulo 3. Pero antes de eso, mencionaremos una alternativa que sera mas relevante en
los Capitulos 4 a 6.

Si se quiere mejorar la aproximacién de solo tener en cuenta el valor medio de TW, se
pueden considerar sus fluctuaciones. Esto da lugar a la llamada gravedad estocastica.
El procedimiento habitual [9, 10] consiste en obtener un observable que describe las
fluctuaciones del TW al orden mas bajo. Este es el bi-tensor ntcleo de ruido, definido a

partir de la funciéon de correlacion de dos puntos del TW,

A A

Novpo @, 9) = (T, (2) = (T, (2))  Too (W) = (T () }) (2.15)

donde {---} es el orden simétrico de operadores (1/2 del anticonmutador), y = e y son
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puntos del espacio-tiempo. Este niicleo resulta ser real y, para campos cuanticos lineales,
esta libre de divergencias ultravioletas. Notar que si consideramos a Tuu (z) como una
variable aleatoria, la Ec. (2.15) es la covarianza entre T w (7)Y TW (y).

Ahora podemos definir un campo tensorial estocastico (clasico) £, (x), mediante sus

propiedades estadisticas,

(Eu(2)), =0, (2.16)

(€ () &0 (¥)) s = Ny () (2.17)

donde (- --), significa media estadistica. Con lo anterior podemos escribir las llamadas

ecuaciones de Einstein-Langevin

Gy = Ag, =87G ((T,, ) + &) (2.18)

Notese que por simplicidad no se esta perturbando la métrica a ningtin orden, a diferencia
del tratamiento formal que considera una perturbacién a la métrica g, (solucién de la
ecuaciones semiclasicas) [9, 10].

Las consecuencias de considerar este término estocastico son el objetivo central de esta
tesis, y se discutiran en detalle en capitulos subsiguientes. Ahora seguiremos nuestra

discusion del PCC, analizando el origen cuantico de la energia oscura.

2.3. Energia de punto cero

De acuerdo con la TCC, los constituyentes fundamentales del universo no son objetos
locales, sino los llamados campos cuanticos, los cuales existen extendidos en todo el espacio.
Es posible realizar una analogia entre los campos cudnticos libres y un conjunto de infinitos
osciladores armoénicos cuanticos (OAC). Con esto en mente, es natural que los campos
cuadnticos puedan presentar excitaciones, al igual que los diferentes niveles de energia de
un OAC. Resulta que dichas excitaciones tienen las propiedades de las particulas que
observamos en la naturaleza, y es por esto que se dice habitualmente que las particulas
son las excitaciones de los campos cuanticos.

En esta analogia con los OAC es donde surge una de las caracteristicas mas sorprendentes
de los campos dentro de la TCC. Su estado fundamental tiene una energia no nula, la cual
es a veces llamada “energia de punto cero” (EPC). Esto es cierto para todos los tipos de
campos: escalares, vectoriales y espinoriales. Pero cuando uno calcula el valor total de la
EPC jesta resulta ser infinita!

Hay métodos/argumentos, por lo que se puede ignorar esta energia, lo que equivaldria

a hacerla cero, si la métrica es la de Minkowski. Pero al conocer su existencia surge
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enseguida la posible relacién con la constante cosmoldgica. Como para la teoria general de
la relatividad todo tipo de masa-energia gravita, uno se pregunta ;no sera la EPC de los
campos cuanticos la energia oscura? Para poder responder eso primero debemos extraer
algin valor fisico del infinito que predice un tratamiento ingenuo del vacio en la TCC.
Recordemos que en esta seccion se analizaran los efectos gravitatorios de los campos en el

contexto de la gravedad semiclédsica y en la métrica de Minkowski.

La cuestiéon de manejar infinitos no es nueva en la TCC, al calcular amplitudes de
dispersion mediante una serie perturbativa, surgen infinitos para cantidades que son fisicas.
Debido a esto, durante la segunda parte del siglo XX se inventaron diversas técnicas para
extraer valores fisicos de los infinitos que aparecen en la teoria. Estan son las técnicas
de regularizacion y renormalizacion, de las cuales se han desarrollado muchas variantes
a lo largo de los afios. Para el problema que nos atane, nos importan dos métodos de
regularizacion en particular. Por un lado, la utilizacion de un cut-off ultravioleta, y por

otro, regularizacién dimensional.

Antes de utilizar técnicas més formales para calcular la EPC, podemos ver una forma de
estimarla mediante andlisis dimensional. Si consideramos el minimo volumen que tiene
sentido en la TCC, tenemos lp3, donde [, = VG es la longitud de Planck. Luego por la
relacion inversa entre escala de distancia y de energia, consideraremos presente en dicho

volumen la escala de energia de Planck, E, =1/ V/G. Entonces la densidad de energia es

Ly

1
3= g 222 % 107 GeV*, (2.19)

;oo

donde al compararla con la densidad medida, py = 2.75 x 10747 GeV*, se obtienen los
famosos 122 6rdenes de magnitud de diferencia. Este es el problema que se mencioné al final
de la seccion anterior. Ahora el PCC se puede plantear de forma mas concreta, ;jpor qué

el valor que surge naturalmente en la TCC difiere tanto del medido experimentalmente?

Salvo un factor numérico, irrelevante para la comparacion anterior, el uso de regularizacion
mediante un cut-off ultravioleta arroja el mismo resultado que la estimacién de la Ec. (2.19).
Por simplicidad consideraremos solamente un campo escalar masivo (para un calculo

detallado de los resultados presentados a continuacién ver el Apéndice B).
d3k 1 . A
t,x :/77 ax e T 4 al et 2.20
0(:x) = | o g (o ke'™) (2.20)

donde usamos la relacion habitual w = vk? + m?, y donde ay es el operador de destruccién
y dL el de creacion de una excitacion de momento k del campo. Notar que k en los

exponentes es el cuadrivector k*, contraido con z,,.

A lo largo de este trabajo todos los valores medios calculados, (---), serdan en el estado
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de vacio definido como

i [0) =0 Vk. (2.21)

Entonces el valor medio de la densidad de energia en el estado de vacio, la EPC, se
obtiene a partir de la componente diagonal temporal del tensor energia-momento. Lo que

equivale al valor medio de la densidad hamiltoniana.

B3k w(k)
(2m)3 2

(6) = (H) = {Tog) = 3 (37 + (Vo) + m* ") = [ (222)

Si ahora en vez de integrar hasta infinito, lo hacemos hasta un valor fijo del momento

espacial (usamos M para el cut-off) obtenemos

<p>:/dQ/ d k2\/k2+m2:—/ Ak k2 VEZ § m2
o 2(2m)3 472 Jo
T 1672 M2 202) 2 B\ T m M2 (2.23)

M4 m2
~ 14+ —
16 72 ( +M2+ >

En la dltima linea se expandi6 en potencias de m/M.

Enseguida aparece la dependencia en el término principal con la cuarta potencia del
cut-off M. Por lo que, si lo llevamos a la escala de Planck, se obtiene, salvo un factor

numérico irrelevante, el mismo resultado que con la estimacion dimensional.

Antes de analizar qué sucede al utilizar regularizacién dimensional, hagamos un paréntesis
y veamos que ecuacion de estado surge si se utiliza un cut-off ultravioleta. Si obtenemos
la presion, definida como alguna de las componentes espaciales de la diagonal del tensor

energia-momento (para el caso el valor medio de las tres componentes es el mismo) tenemos

) = (Ta) = 5 (20000 + % = (Vo) —m¢*) = ¢ [ 5550
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Si comparamos el término principal de (p) con el de (p) vemos que la ecuacién de estado

(S]

{p) =3(p), (2.25)

por lo que la energia del vacio estaria teniendo una contribuciéon equivalente a la de un
gas de fotones, y no a la de una constante cosmoldgica. Esto se debe a que el método de
regularizacion que utilizamos no respeta invariancia de Lorentz. Es un resultado general
[11, 12], que si se utiliza un método de regularizacién que respeta invariancia de Lorentz,
se obtiene la ecuacion de estado de una constante cosmolégica. Mientras que en otros casos
no esta asegurado.

Teniendo en cuenta esto, podemos analizar ahora la técnica de regularizacion dimensional,
que tiene la propiedad de ser invariante de Lorentz. Este método se basa en la idea de
cambiar las integrales que son divergentes, por otras que se realizan en una dimensiéon d
arbitraria, siendo d cualquier niimero complejo [13, 14]. Para esto se define la integral en
dimensién arbitraria mediante axiomas que aseguran la convergencia de la misma para
todo d. Luego en el limite de d tendiendo a un entero estas nuevas integrales coinciden
con las de Riemann. Por lo que la validez del resultado (la “igualdad” entre una integral y
la otra) se da en el sentido del limite d — 4.

Para el caso tenemos que la integral de la densidad es

(p) = / (;1%];3“)(21{) — (2’;);1 ;/dd‘lk w(k), (2.26)

donde g es un pardmetro (con unidades de energia) que introducimos para mantener
correctas las unidades de la expresion.

Es posible realizar la integral de forma directa pasando a coordenadas esféricas,

1t d\ (m)’
=gt () (3)
m* 2 3 m?
_ 2 log(471) — log| ——— | + ...
642 <4—d+2 Yeum + log(4m) Og<M2>+ >7

(2.27)

Q

donde en la ultima linea se expandié alrededor de d = 4. Ahora podemos, dentro del
esquema de sustraccién minimal, eliminar el término divergente o< (4 — d)~!. Si ignoramos

las constantes aditivas, tenemos que

4

(p) = L 10g<m>. (2.28)

32 72 i
Vemos que la contribucién va como la cuarta potencia de la masa del campo, en vez de

la cuarta potencia del cut-off. Otra cosa a notar es que p no desaparecié del resultado,

como uno tal vez hubiera esperado. Esto significa que, por un lado se le debe dar algiin
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significado fisico como escala de energia, y por otro, que el signo de (p) puede cambiar
dependiendo de si g > m o p < m.

Si ahora calculamos la presion,

Iu4fd 1 i1 k2
0= 21 ¢ o

I d\ (m\’
m* 2 3 m?
P <4—d+2 — vgn T log(4m) —log<1u2> _|_> ‘

vemos explicitamente de las Ecs. (2.27) y (2.29), que surge la ecuacién de estado correcta

para una constante cosmologica, (p) = — (p).

Ahora, si queremos estimar mediante este método el valor de la densidad de energia
oscura, no nos alcanzaria con el campo escalar, como en el caso del cut-off, ya que el
resultado es fuertemente dependiente de la masa de cada campo. En el caso del cut-off,
considerar diferentes campos hubiera cambiado factores numéricos, irrelevantes para la
comparacion final.

A pesar de eso, resulta que al considerar campos espinoriales y vectoriales, sus contribu-

ciones a (p) en regularizacion dimensional son

{(p) =n 3?;2 log@), (2.30)

donde n es un nimero cuyo modulo es igual a la cantidad de grados de libertad del campo,
y cuyo signo es dependiente del tipo de campo (> 0 para bosones y < 0 para fermiones).
Para una justificacién y cdlculos detallados de la Ec. (2.30) y lo que resta del capitulo ver
15).

La expresion de la Ec. (2.30) es valida para todos los campos del modelo estandar, y
es correcta incluso para un espacio-tiempo de De Sitter, bajo ciertas consideraciones que
analizaremos en el Capitulo 3. Por lo que, utilizandola se tiene que la densidad de energia

del vacio es

4 .
() =3 n, ?)Z%Qlog<mz> ~ —2 % 108 GeV, (2.31)
i T K

donde la suma es sobre todos los campos del modelo estandar y donde se us6é p =
3 x 10716 eV. Este valor se obtiene mediante andlisis dimensional [16], donde p = \/ By Egrav,
Egraw = Hy es la constante de Hubble y I, es la energia de fotones de 500 nm, que son los
que provienen de las supernovas usadas para medir la constante cosmoldgica.

Ahora tenemos “solamente” 54 6rdenes de magnitud de diferencia con el valor medido

de py = 2.75 x 10747 GeV*. Por lo que, aunque el método de regularizacién dimensional
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mejord considerablemente la situacion, y salvando el cambio de signo, sigue habiendo una
gran disparidad entre experimento y teoria.
Acé se puede plantear otro problema que surge con el esquema habitual. Si luego de

regularizar elegimos renormalizar, lo que habria que hacer es decir que

A=A+ Ap, (2.32)

donde A,, es el valor medido de la constante cosmologica, A; es el calculado y Ag es la
constante desnuda (bare cosmological constant).

Uno podria ajustar Ag para anular precisamente A; y asi obtener exactamente el valor
medido. Esta es la idea detras de la renormalizacién en la TCC. Pero si asi se quisiera
hacer, se deberia ajustar la constante desnuda con una precisiéon enorme. Por lo menos
122 digitos para la regularizacién por cut-off 6 54 digitos para regularizacion dimensional.
Este es el llamado “problema del ajuste fino”, y nos muestra que, incluso renormalizando,
los problemas persisten.

Claramente es necesario un enfoque nuevo si se quiere poder solucionar el PCC. De una
nueva propuesta para lograrlo [1, 2, 3], hablaremos en el Capitulo 4.

Con esto concluimos este capitulo, volviendo a recordar que todo lo calculado aqui fue
en un espacio-tiempo de Minkowski. Mas correcto seria hacerlo en el espacio-tiempo de
De Sitter, ya que es la métrica que surge a nivel clasico de considerar una constante
cosmoldgica. Especialmente considerando que De Sitter es una solucion autoconsistente de
las ecuaciones de Einstein, por lo que se esta teniendo en cuenta el backreaction de forma
completa. En este espacio el calculo es considerablemente més engorroso, y presenta varias

sutilezas que seran estudiadas en el capitulo siguiente.






Capitulo 3

Problema de la constante

cosmolégica en De Sitter

3.1. Campo escalar en la métrica de De Sitter

En este capitulo vamos a analizar el PCC en un espacio de De Sitter, en particular
veremos el valor de la constante cosmoldgica como funcién de la masa de los campos.
Esto fue estudiado previamente por otros autores [17, 18], pero a diferencia ellos nosotros
pondremos énfasis en comparar la soluciéon que se obtiene cuando se consideran los campos
en Minkowski, con la que se obtiene al considerar De Sitter. Y de este modo, estudiaremos
bajo qué condiciones sucede o no el PCC en De Sitter.

Primero debemos calcular el valor medio del tensor energia-impulso, <T/w > Para esto
necesitamos T, como funcién del campo, y a su vez, dicho campo desarrollado en
operadores de creacion y destruccion. Todos los cédlculos seran realizados utilizando
regularizacion dimensional, por lo que todo estard expresado en d dimensiones.

La métrica de De Sitter se puede definir como una hipérbola en un espacio de Minkowski

de d + 1 dimensiones, o sea

ds®> = dwg® —dadx;  i=1;...;d, (3.1)
con la condicién
o = —xf + 33 (3.2)
Realizando un cambio de coordenadas adecuado (flat slicing, [19])
AN &
= h{— )+ 2t/ 3.3
xo = « sin <a>+2a€ , (3.3)

15
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t 2
— a cosh( L) — Y ¢l 3.4
T4 acos() S (3.4)
z; = ey, 1<i<d—-1, (3.5)

se puede llevar la métrica a una forma explicitamente conforme.

Este cambio de coordenadas no cubre todo el espacio, sino solo la parte correspondiente
a ro+ xqg > 0, lo que es esperable ya que se estd pasando de d + 1 coordenadas a d

coordenadas.

Los diferenciales para el caso son

t 2 t/a
dry = dt cosh() + AR + - vidy; , (3.6)
Q 22 Q
t 2 t/a
dz, = dt sinh() _ Y et ) — - yi dy; (3.7)
a 2 o2 Q
1 t/o t/o
da; = — e’y dt + /> dy; , (3.8)
Q

con lo que es directo obtener que

ds? = dxy? — dz? — da;?
(3.9)
= dt* — e dy; dy; .
Esta métrica se puede escribir explicitamente conforme a Minkowski usando
n=—ae " — dp=cetdt, (3.10)
queda
ds® = /% (dn? — dy; dy;)
(3.11)

o2
n2

(dn2 —dy; dy;) .

Ahora consideremos un campo escalar masivo con un acoplamiento a la curvatura &, cuyo

lagrangiano es

L= 2|g| (9" 0.0 0,6 —m* @ + ERG?). (3.12)
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Es directo entonces obtener su ecuacién de movimiento

(O+m?>—¢R)gp=0. (3.13)

Para una métrica conforme de la forma general

ds* = C(n)(dn® — dz; dw;) (3.14)

el campo escalar se expande como

() = /dd_lk (&k we () + oy ui’;(x)) . (3.15)
Donde
we(w) = (2m) 2 C(n) T explik - x) (). (3.16)
y
v = Yo HP (k). (3.17)
azzi—(fm?—d(d—l) (€ — £(d)), (3.18)
§(d) = i Zj : (3.19)

donde H®(z) es la funcién de Hankel del segundo tipo, k = \k\2 y se usé el vacio de

Bunch—Davies [19]. Desarrollamos este cdlculo en detalle en el Apéndice B.

Para nuestro caso (métrica de De Sitter), tenemos que

C(n) = <a>2 : (3.20)

Quedando

u(e) = (20)'7° (ﬁ) o VTN ) (). (3.21)

Por la simetria del vacio elegido para obtener la Ec. (3.17), resulta que <Tuu> X G5 POT

lo tanto tenemos que

(To) =90 = ¢ (T)=r9" g = rd, (3.22)
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(3.23)

Quedando finalmente

(T, >=<TM"> . (3.24)

ny

Vemos que para obtener el valor medio del tensor energia-momento en De Sitter, solo

necesitamos el valor medio de su traza.

3.2. Traza del tensor de energia-momento

En el Apéndice B deducimos que el tensor de energia-momento para el caso es

1
Ty = 0ud 00 + 5 g (M 6° — 00 0,0) +

. (3.25)
+ €¢2 (R/j, - 5 guu R) + 5 (guy D¢2 - vﬂau¢2> .
Por lo que su traza sera
T =g¢"T,
d d (3.26)
(1 - ) (0"¢ 0,06 +ERG?) + (d— 1) 0”& + §m2¢2.
De la ecuaciéon de movimiento, Ec. (3.13),
606 = (ER—m?) ¢, (3.27)
y de
0¢* = V,0'¢* = V,(200"¢) = 20,0 0"¢ + 2606 . (3.28)
Tenemos que
Ogp” Og”
06 = =~ — 906 = —+(m ~¢R) 6. (3.29)

Reemplazando la Ec. (3.29) en la Ec. (3.26), queda que la traza del tensor energia-momento

(S]

T, =¢"m? + (d—1) (§ — §(d)) Og”, (3.30)
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donde
1d—-2
d = — . 1
fd) =5 5 (331)
Ahora, el valor medio de la traza sera
(1,) =m?(¢*) + (d = 1) (§ - £(d)) O(#?) . (3.32)
Necesitamos calcular el valor medio del campo al cuadrado. Vemos que de la Ec. (3.15)
se obtiene
(%) = / A |ue ()2 (3.33)
donde
om\ " 7 2
e I (331

(¢?) = (27T>1_d T g2 Ml’f;_d 14, (3.35)

donde

(3.36)

Esta integral se puede llevar a una forma mas conveniente, con sucesivos cambios de

variables

i [ o oo
U]
1 o0 _ 2
= ), ) ) P ) (3.37)
(=D*! /°° d—2 | 17(2 2
_ d H?(—
g fy WY \a(y),
en la primera igualdad se usé x = kn y en la segunda y = —x.
Con las identidades, [20, Ec. 10.11.5],
HP (—y) = —"" HP(y), (3.38)
[HO (—y)|" = ¢ |[HO @), (3.39)
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donde H{V(z) es la funcién de Hankel del primer tipo.

Obtenemos
eiﬂ'(a—a*)
7]
Donde se uso el hecho de que n < 0y
00 2
Iy = /O dyy 2 | HP )] (3.41)
Queda entonces
3—d
T2 2_d a2_d —d _in(a—a*
<¢2>:TM4 deim(a=a®) [ (3.42)
r(4)

Con el objetivo de llevar Iz a una forma més conveniente, usamos identidades de [20),
Ec. 10.11.9] para obtener

= HV (y) H? (y") (3.43)

donde se consider6 que y es real.
Y luego usando, [20, Ec. 10.4.7 y 10.4.8],

H(2) =i esc(am) (e Ja(2) = J-a(2)) , (3.44)
H?(2) =i esc(a) (J_a(z) — T Ja(z)) : (3.45)

donde J,(z) es la funcién de Bessel del primer tipo, reescribimos el integrando con estas
funciones.

Vemos primero el caso a € R,

= —csc’(am) (ef“”r Jo(W) J-a(y) — J_a(y)® —
— Ju(y)? + €7 u(y) T-a()) (3.46)
= esc(am) (J-a()® + Ja(y)* — 2 cos(m a) Ju(y) J-a(v))

= csc?(am) (Io+ Ip — 2 cos(ma) Ig) .
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Donde tenemos las siguientes integrales
Ic = / dyy* 2 J,(y)?, (3.47)
0
In= [ dyy™ 2T (), (3.48)
0
Iy = [ dyy"? July) J-aly) (3.49)
Usando la integral general [20, Ec. 10.22.57]
/0 dyy" ™ Ju(y) Ju(y)
21272~ )T (5 (d+p+v—1)) (3.50)
(A G+p—v-d) (3B +y—p—d))T(AB+p+v—d)
Obtenemos
20727 (4L 4+ ) T(2 —d
Ie=— ( = 3) ( ) : (3.51)
rE-4)T(E-4+q)
20=27 (4L — ) T(2 —d
Ip=—- <d22 3> i ). (3.52)
r(E-5)rE-4-o
L(1-4¢)r(4t
Iy = (1-9)r(y) (3.53)
2y7T(3-4-a)T(3-%+a)
Y, juntando las tres,
; d /7 cos(a) F(—g) sec(d{) (3.54)
B pu— .
(cos(2ma) + cos(d)) F(% — g) F(% —4_ a) F(% — 44 a)
Quedando finalmente
2-dd =% o244~ cos(am) (-4
(am) r( 2) (3.55)

<¢ > N _(COS(QTI'CL) +cos(d7r))F<% —4_gq (% — 4 —|—a) .

Nétese que (¢?) no depende de x# por lo tanto [{¢?) = 0.
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Recordando que

(1) =m* (") = (Tw)= nj<¢2>gw. (3.56)

El valor medio de la traza del tensor de energia-momento en d dimensiones queda

m?2-4r1=% o2=4 44 cos(a ) F(—%)
<T,LLI/> = 9w 3 d 3 p . (357)
(cos(2m a) + cos(d)) F(i — £ — a) F(5 — £+ a)
Resulta que mediante técnicas més generales [17], se puede mostrar que este resultado es

valido para todo a.

3.3. Renormalizacion del tensor de energia-momento

Para renormalizar <Tuv> seguiremos el procedimiento de [19]. Usando la expansion de
DeWitt-Schwinger para la funciéon de Green de Feynman, la misma se puede separar en
una parte divergente en coincidencia (con 3 términos) y una parte convergente. Resulta
que los tres términos de la parte divergente son puramente geométricos (dependen de
R, ¥ sus contracciones). Por eso es posible absorberlos en la accién gravitatoria, y de
este modo renormalizarla. Procedimentalmente, definimos primero la expansion adiabatica

de la funcién de Green, truncada para contener solo los términos divergentes,

(4)GDS = = mdt (4m) 42 (ao(x) m? F(l — Z) +
(3.58)
d P d
+ ay(z)T 2—5 +ag(z)m™°T 3—5 :
donde
ap(xz) =1, (3.59)
1

ar(z) = (5 - 6) R, (3.60)

as(z) = LR R - LR Ry

? 180 * @A 180 "~ #

(3.61)

+1<1—g> DR+1(1—§>2R2

6 \5 2 \5 ’

y donde ag renormalizard la constante cosmologica, a; la constante de gravitacion universal

y ao requiere de agregar términos con derivadas de orden superior a la accién de Einstein-
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Hilbert.
Para De Sitter en d dimensiones (de las Ecs. (A.53) y (A.54)) queda

ap(x) =1, (3.62)
ai(z) = —d(i;l) (é - é) : (3.63)
as(z) = d?fgo_a;) (6+d (1806 (d—1) —60&(d—1) +5d 7)) (3.64)

. 4 . .
En la expresion de e ps Ya se incluyeron las constantes necesarias, para que la resta

(), = (6) = VGos, (3.65)

extraiga las divergencias del T, , que son del mismo orden y tipo que las que presenta la
funciéon de Green de Feynman.
Haciendo la resta de la Ec. (3.65), expandiendo alrededor de d = 4 y dejando solo el

orden mas bajo, lo que formalmente escribimos como

2

(1) =% i ((6) - ). 00

d—4

queda [19, 17]

)t D) () 4G
_log<—12]7:2>>+m2 <§—é)R—I—T82R— (3.67)
- ; <§_ 613)2R2 * 2?20) ’

donde v =9/4 + 12m?/R — 12&.

Ahora, haremos un cambio al procedimiento encontrado en la literatura [17, 18, 19]. En

estos trabajos se renormaliza la constante cosmolégica con ag, donde no solo se elimina
la divergencia correspondiente, sino que también se pone a cero la energia de vacio que
aparece en el espacio-tiempo de Minkowski. Notar que esto equivale realizar un ajuste fino
para eliminar el PCC. Nosotros no restaremos ese término y solo aplicaremos sustraccion
minimal. Asi dejaremos explicito el término proporcional a m? que surge naturalmente del
calculo en Minkowski, y de este modo podremos compararlo con la nueva contribucion

que se agrega al considerar un espacio de De Sitter.
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Concretamente, solo restando el término de a; y as queda

m* (d—6 47 p?
<Tl“’> T 64 <d—4 ~Vem T 10g< m2 )) Y + <TW >7"e ' (3.68)
donde <TW> es el de la Ec. (3.67) y vz, es la constante de Euler-Mascheroni.
Extrayendo el polo segtiin la prescripcion de sustraccion minimal queda
m? o
() = =g 1085, ) o+ (T, (369
donde
= e, (3.70)
1 1
€= —5%Mm + 3 log(4m) . (3.71)

A partir de ahora escribiremos p en vez de ji ya que la distincion es irrelevante.

3.4. Ecuacién para la curvatura escalar

Considerando la ecuaciéon de Einstein sin constante cosmolégica (el término de m*

cumplird este rol), tenemos que para N campos iguales

R —ng,:87rG<TW>N. (3.72)

w g
Luego de la Ec. (A.45) tenemos que R, = g, It/4 por lo que queda
R=-87GN(T",). (3.73)

Esta ecuacion se puede adimensionalizar facilmente, lo que formalmente equivale a medir

todas las cantidades dimensionales en unidades de Planck (recordemos que G = 1/m2), o

Ssea
R 1 1
i —87rm]23N<T“u>mI%,
, (3.74)
= —87TN<TZ>.
mp

Luego incorporando m3 en la expresién de <T“M >, Ec. (3.67), podemos adimensionalizar
todos los parametros, en concreto m, R, u y v. Por lo que queda exactamente la misma

expresion, pero ahora todas las cantidades con dimensiones estan en unidades de la masa
de Planck.
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Con un procedimiento equivalente al realizado para el campo escalar se puede obtener

las expresiones de <T“#> para campos de espin arbitrario [17]. Dejando el término
e

T
proporcional a m?, se tiene que las expresiones explicitas de la traza del tensor energia-

momento son (para campo escalar y fermionico respectivamente)

(T)i =~ e::? bg(qﬁi) " 1617T2 (m2 <m2 - (5 - (15) R) )

x <\Il<§—|—1/) +\If@ - V) —log<—12§2>> + (3.75)
e e )

m* W m? R 12m?
w _ ~\ _ _
<T “>8:1/2 22 log<m> 48 72 (1 R ) .

(2 o))

m? R n 11 R?
576 72 6912072’

donde ¥(z) es la funcién digamma y ndtese el cambio de signo del término proporcional a

m*, que ya habifamos visto en el Capitulo 2.

Entonces, de la Ec. (3.73), las ecuaciones explicitas para R son (campo escalar y fermiénico

respectivamente)

- (2] 2 o~ (-2
X (\If(g—i-l/)—l—\lf(;)—u)—log<—12};nz>>+ (3.77)

1 m? 1/ 1V R?
2 = o - = 2
+m<£ )R+18R 2(g 6>R+2160>’

1 12 m? , 12m?
X(210g<— 7 )—Re{llf(z R )})+ (3.78)

Nm?R 11R*N

2w 86407
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Para ambos casos queda que la ecuacion de R es de la forma

R:]Vm4

10g<7/;> + f(R), (3.79)

donde N =n, —4n £, M nimero de campos escalares, ny nimero de campos fermiénicos
y la forma particular de f(R) también depende del contenido de campos.

El primer término (proporcional a m*) es el que se obtiene en espacio de Minkowski, por
lo que en dicho caso la ecuacion de R es trivial, y sumando todas las contribuciones del
modelo estandar se obtiene el resultado ya mencionado de 54 6rdenes de magnitud mayor
al medido [15].

Por tltimo mencionamos que si consideramos el caso m = 0, las Ecs. (3.77) y (3.78),

mediante el limite adecuado, se reducen a [17]

R
14— )= .
R( +43207r> 0 (380)
11 R
14— ) = .81
R( +86407T> 0, (38)

donde la primera es para el campo escalar, y la segunda para el fermiénico.

Es directo que se tienen dos soluciones, la trivial R = 0 y una de curvatura alta
R =~ —13600 (escalar) y R &~ —2470 (fermiénico). Esto nos muestra que cuando los campos
cuanticos se consideran en De Sitter, los no masivos pueden tener una contribucién al
PCC, a diferencia de cuando se consideran en Minkowski donde no hay contribucién por

parte de estos campos.

3.5. PCC en De Sitter

Ahora que tenemos las ecuaciones que nos dan la curvatura escalar producida por
la EPC de los campos cuénticos en De Sitter, Ec. (3.79), podremos compararla con la
obtenida considerando Minkowski. Como la Ec. (3.79) no se pueden resolver analiticamente,
buscaremos caracterizar el alejamiento de la solucién obtenida en De Sitter de la obtenida

en Minkowski. Para ello definimos

: (3.82)

s = f(RMinkowski)
RMinkowski

Nm?*
RMinkowski - m 10g( a > . (383)
e

m
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donde Rypinkowski €S la curvatura que se obtiene de usar como fuente de las ecuaciones de
Einstein la EPC calcula en Minkowski.

Dicha definicién esta motivada en lo siguiente. Si asumimos que f es despreciable, tenemos
que R =~ Ruinkowski- Ahora, si dicha aproximacion es autoconsistente, se deberia tener
J (Rinkowski) < RMinkowski, 0 sea, s < 1.

De este modo el tamano del parametro adimensional s nos da una medida de cuanto nos
alejamos de la solucion de Minkowski. En particular, si para un set de los parametros de
los que depende s (&, u, N etc.) tenemos que s < 1. Entonces, para dicho set es correcto
afirmar que R ~ Ryinkowski ¥ POr lo tanto el PCC estara presente como en el analisis
habitual.

Ahora estudiaremos numéricamente el espacio de parametros del problema a modo de
entender bajo qué condiciones la solucion de Minkowski sigue siendo valida, e indepen-
dientemente de eso, bajo qué condiciones persiste o no el PCC. Todo ello para el campo

escalar, el fermiénico, y el conjunto de escalar mas fermioénico.

En todo lo que sigue cabe recordar que —R = A (constante cosmoldgica), por lo que el
PCC ocurre si |R| ~ 1 o mayor. Mientras que no ocurre si R < 1, o si la tinica solucién es

R=0.

3.5.1. Campo escalar

De la Ec. (3.77) vemos que las soluciones R = R(m), van a depender de tres pardmetros:
N, py &

Los casos se pueden clasificar facilmente en tres situaciones, p < m, p=my pu > m. En
todo lo que sigue se considerara un unico campo escalar (N = 1) a menos que se indique

lo contrario.

p=m

En este caso el término proporcional a m* se anula, por lo que es directo que las soluciones
de la Ec. (3.77) no van a coincidir con las de Minkowski. Ocurre entonces lo mismo que en
el caso m = 0, donde tampoco hay contribuciéon en Minkowski pero si la puede haber en
De Sitter.

Observamos que habré soluciones no triviales (R # 0) para £ = 1/6 y para 0 < £ S 0.1
tnicamente. Y s6lo habra soluciones para masa arbitrariamente chica si £ =06 & = 1/6.
Un ejemplo de estas soluciones se muestra en la Figura 3.1 donde se observa que para toda
masa R > 1. Por esto, en este caso particular, el PCC persiste dentro de un rango finito
de £ en De Sitter.
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Figura 3.1: Curvatura escalar versus la masa, para un campo escalar con y = m. La grafica A)

corresponde a £ = 0 y la grafica B) corresponde a £ = 1/40. Se observa en ambos casos que R >> 1
para cualquier masa
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©w>m

Para analizar este caso consideraremos que 1 = 10 m. Debido al logaritmo de la solucion
en Minkowski tenemos que Ruinkowski > 0. Pero simultaneamente todas las soluciones de
la Ec. (3.77) (para todo m, £ y N) son negativas (recordar que, en nuestra convencién de
signos, y para De Sitter, R = —12/a?). Asi, nuevamente las soluciones en De Sitter nunca
van a coincidir con las obtenidas considerando los campos en Minkowski.

Al igual que antes habra soluciones no triviales (R # 0) para £ = 1/6 y para 0 < & < 0.02
tnicamente. Y s6lo habra soluciones para masa arbitrariamente chica si £ =06 & = 1/6.
Ejemplos de estas soluciones se muestran en las Figura 3.2 donde se observa que para toda
masa se tiene R > 1.

Olviddndonos del signo de R, analizamos si hay algin caso en el que |Rpe sitter] <
| Rytinkowski|- Resulta que esto ocurre, pero el valor de la curvatura a partir del que sucede
es R > 1 (y la masa a la que ocurre también es m > 1). Unicamente si consideramos
N > 1, podemos reducir el valor de |R| donde | Rpe sitter| < | RMinkowski|, COmMo se muestra
en la Figura 3.3.

Vemos entonces que para este caso (u > m) el PCC sigue presente (dentro de un rango
finito de &), pero con una cantidad muy grande de campos es posible aminorarlo. Siendo que

esta situacion no es tema central de esta tesis, no lo exploraremos en mayor profundidad.

pw<m

Para analizar este caso consideraremos que p = m/10. Recordamos que una estimacién
de p dada en la literatura [16] (proveniente de un anélisis dimensional) es u = 3 x 1071%eV.
Vemos que corresponde p1 < m para cualquier particula del modelo estandar, por lo que
esta serd la situacion de mayor interés.

En este caso resulta que las soluciones en De Sitter tienen igual signo que las de Minkowski
por lo que tiene sentido analizar s. En particular sucede que s es creciente con m, N y &
crecientes. Pero para N = 1, y una masa suficientemente chica tenemos que s < 1. Por lo
tanto, considerar R ~ Rjinkowski €8 UNa buena aproximacion para un campo escalar con
m < 1 (recordar que se mide todas las magnitudes en unidades de Planck, por lo que se
estd diciendo en realidad que m < mp, donde mp es la masa de Planck).

Particularmente para pardametros del orden de los del modelo estandar, N < 100, & < 50
y m < 0.01 tenemos que s < 0.0005. Esto significa que, bajo condiciones fisicas, y si p < m,
el valor de R = —A calculado con los campos en Minkowski es una buena aproximacién
para el calculado en espacio de De Sitter, y por lo tanto en De Sitter el PCC aparece de la
forma tradicional.

Considerando que con p < m tenemos soluciones no triviales para todo £ positivo,
analizaremos ahora bajo qué condiciones Rpe sitter < FMinkowski-

Para{ =06 & = 1/6, tenemos que existen dos soluciones en De Sitter hasta cierto valor de



30 Problema de la constante cosmolégica en De Sitter

250

245

240

235

—R/m3

230

225

22 | | | | | | | | |
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

m/mp

1.8

1.6 [

141

1.2

—R/m3 (x107%)

0.6

0‘27 8 9 10 11 12 13 14

m/mp

Figura 3.2: Curvatura escalar versus la masa, para un campo escalar con p = 10m. La grafica A)
corresponde a £ = 0 y la gréafica B) corresponde a £ = 1/70
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Figura 3.3: Modulo de la curvatura escalar versus la masa, para N = 103, u =10m y £ =0

masa, luego del cual ya no hay soluciones. Una solucién cumple con | Rpe sitter| > | RMinkowskil s
mientras que la otra, cuando m — 0, coincide con la de Minkowski. Estos dos casos se

muestran en la Figura 3.4.

Para 0 < £ < 1/6 se puede obtener |Rpe sitter] < |RuMinkowski| i m es suficientemente
grande (aunque la masa minima que lo consigue se reduce con ¢ creciente). Un ejemplo de

esto se observa en la Figura 3.5.

Finamente, para £ > 1/6 se da igual que en el caso anterior, pero ahora con un ¢
suficientemente grande, se puede hacer la masa minima a la que ocurre |Rpe sitter] <
| Rutinkowski| sea tan chica como uno quiera. Un ejemplo de esto se muestra en la Figura 3.6.
Vemos que para un acoplamiento a la curvatura de ¢ = 10% (como ocurre en algunos
modelos inflacionarios), la soluciéon en De Sitter tiene un mejor comportamiento con
respecto al PCC que la de Minkowski, o sea, con un £ suficientemente grande, se puede

hacer la curvatura tan chica como se quiera, a m < 1.

3.5.2. Campo fermionico

El caso del campo fermionico por separado sigue las lineas del escalar de forma practi-
camente idéntica. La tnica diferencia esta en que el cambio de signo en el término del
logaritmo, Ec. (3.78), hace que lo que explicamos para p > m en el escalar, corresponda a
lo que sucede en el caso de 1 < m para el fermionico, y viceversa. Los valores numéricos

precisos naturalmente también cambian, pero el comportamiento cualitativo es el mismo.
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Figura 3.4: Curvatura escalar versus la masa, para un campo escalar con u = m/10. La grafica A)
corresponde a £ = 0 y la gréifica B) corresponde a £ = 1/6
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Figura 3.6: Curvatura escalar versus la masa, para un campo escalar con p =m/10 y £ = 1000
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3.5.3. Campo fermioénico y escalar

Ahora analizaremos el conjunto de campos escalares y fermiénicos, bajo una condicién
de interés particular.

Vamos a considerar un set de pardmetros tal que el término logaritmico total (fermiénico
mas escalar) sea casi nulo, en semejanza con la propuesta de supersimetria. Donde, gracias
a la igualdad de masas y balance de grados de libertad, se anula completamente esta

contribucién. Usando

me =m+ ¢, (3.84)
My =m, (3.85)
Ny=4N, (3.86)
N, =N, (3.87)

_%_m—l—e
F=70 " 10 °

(3.88)

donde el subindice ¢ indica campo escalar y el subindice 1) campo fermiénico, tenemos
que el término logaritmico es pequeno. En concreto, si la desviacion e fuera 0, el término
logaritmico se anularia exactamente. En lo que sigue usaremos N =1y e = 0.01.

Resulta que en este caso tenemos soluciones no triviales para todo &.

Si & = 0 hay dos soluciones para De Sitter hasta cierto valor de masa, luego del cual no
hay maés soluciones. Una de ellas cumple con |Rpe sitter| > | RMinkowski| €n todo el rango
de masas, y otra coincide con la de Minkowski cuando m — 0. Como se observa en la
Figura 3.7.

Si 0 < & < 0.12 ocurre que |Rpe sitter| < |RMinkowski| Para un rango de masas. La masa
minima a la que ocurre esto se reduce con § creciente. Ejemplo de esto con £ = 1/40 y
€ = 1/20 se observa en la Figura 3.8.

Si 0.12 < ¢ < 0.21 aparecen dos soluciones para De Sitter. Una corresponde a |R| > 1
para todo m, pero dentro de un rango de masa (m > 1) se da | Rpe sitter| < | RMinkowski|- La
segunda solucion tiene | Rpe sitter| < | RMinkowski| ¥ coincide con Minkowski cuando m — 0.
Ejemplo de esto con £ = 1/6 se muestra en la Figura 3.9.

Finalmente, si £ = 0.21 se obtiene el mismo comportamiento que en el rango 0 < & < 0.12,
pero ahora con ¢ suficientemente grande la masa minima a la que | Rpe sitter| < | RMinkowski|
se puede hacer tan chica como uno quiera. Ejemplo de esto para & = 10* se muestra en la
figura Figura 3.10.

Como conclusién destacaremos dos puntos. Primero, que bajo condiciones fisicas (valores

de los pardametros del orden de los encontrados en el modelo estandar) usar el R calculado
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Figura 3.7: Curvatura escalar versus la masa, para un campo fermiénico y cuatro escalares con
p=me/10y £ =0

en Minkowski es valido también para De Sitter. Esto se observé en el hecho de que s < 1,
donde s es el parametro que mide el alejamiento de las soluciones calculadas considerando
un espacio u otro. Fue asi tanto para el campo escalar como el fermiénico. Por lo tanto,
bajo estas condiciones el PCC ocurre de igual manera en De Sitter a como ocurre en
Minkowski.

Y segundo, que hay condiciones bajo las cuales los campos en De Sitter generan menor
curvatura que en Minkowski, a masas bajas. Un ejemplo de esto es cuando, siendo p menor
que la masa y el campo es escalar, un £ muy grande logra R < 1. De todas maneras,
esta situacion sigue presentando un problema de ajuste fino, ya que se tendria que tener
un ¢ muy grande y con un valor preciso a muchos digitos para obtener R = —A con
el mismo valor que en los experimentos. En particular con m ~ 10717 (m ~ 100 GeV),
po~ 1074 (u ~ 3 x 107 eV [15]) y un tinico campo escalar, se requiere £ ~ 10% para
tener R ~ 107122,
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Capitulo 4

Gravedad estocastica y cut-off

ultravioleta

“If I have seen further it is by standing on the shoulders of
giants.”

— Sir Isaac Newton

Como motivacién para las ideas presentadas en capitulos posteriores, en este capitulo
resumiremos articulos recientes donde se planted usar el ruido como posible resolucion
del PCC. Primero haremos una descripcién detallada de las ideas planteadas en [1], para

luego al final hacer un comentario sobre desarrollos més recientes [3].

La idea principal de [I] consiste en considerar los efectos gravitatorios, no sélo del
valor medio del TW,
eleccién de regularizar con un cut-off ultravioleta y el hecho de considerar fisicas las

sino también de sus fluctuaciones. Central a esta propuesta es la

cantidades regularizadas, sin renormalizacién. Esto rompe invarianza de Lorentz, y deja
una dependencia explicita con la escala de cut-off en los resultados.

El andlisis realizado se puede separar en dos partes. Primero los autores argumentan que el
espacio es muy inhomogéneo ya que, a escalas suficientemente pequenias, las fluctuaciones
del tensor energia-momento resultan ser del orden del valor medio. Reproduciremos
este analisis en la Seccién 4.1. Luego proponen una métrica alternativa a la de FLRW,
donde el factor de escala dependera no sélo del tiempo sino también de las coordenadas
espaciales. Con ella analizan la correlacién espacio-temporal de las fluctuaciones, asi
como la posibilidad de que un efecto de resonancia paramétrica produzca una expansion
acelerada pequena, tal como la observada. Esto lo mostraremos en la Seccion 4.2. Este
ultimo punto es central a la propuesta de Wang et al., ya que en un trabajo posterior
[3] realizan modificaciones a su propuesta, por ejemplo usando una métrica mas general
a la recién descripta, pero siempre mantienen la idea de que un efecto de resonancia

paramétrica es el causante de la lenta expansion acelerada el universo.

39
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Todo el analisis lo realizan con un modelo de juguete, que consiste en un tinico campo

escalar libre y no masivo. El mismo puede desarrollarse en espacio de Minkowski como
d3k 1 . A
£ x :/77 e 4 al ke 41
0(:x) = | o g (o ke'™) (4.1)

donde w = |k| y k en las exponenciales es el cuadrivector k*.

4.1. Fluctuaciones del vacio

Para mostrar que las fluctuaciones del tensor energia-momento no deberian despreciarse,
calculan primero la varianza del tensor. Usando la definicién funcional de T, en espacio

curvo, es directo obtener que para el campo escalar (ver el Apéndice B)

T, = 0,006~ 3 0, 0056, (12)

Entonces, en Minkowski la densidad de energia esta dada por

Ty = 5 (6 + (Vo)) (1.3

Luego usando la expansién del campo, Ec. (4.1), tenemos

&k &K k- K’ : / ,
/ o ol et ((k|=[K']) t—(k—k)-x)
T (130 = 5 [ Gy ( KI[K|+ |k||k,|)(akak,e +

4.4
i (k= [K]) t—(k—k')-x) (44)

+ af g el i () () x)

— dk &k’ €

- CAEL &Tk/ ei((‘k|+|k'|)t_(k+k/)'x)) .

Considerando el conmutador [&k , du = §3(k — k') es directo obtener el valor medio de

la densidad de energia

Recordando que se utiliza regularizacion por medio de un cut-off M, queda entonces que

M4
Tog) = ——= .

Ahora, considerando la varianza estadistica de Tj, definida como

(4.6)

Up2 = <<Too - <Too>)2>- (4.7)
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Es posible calcularla de forma directa, obteniéndose asi el primer resultado

7 = 2 (T *. (45)

p

Vemos que las fluctuaciones de la densidad de energia del vacio son del mismo orden que
el valor medio. Por lo tanto, es razonable considerarlas al analizar los efectos gravitatorios
de dicha energia. Cabe mencionar que este argumento se apoya en la decisiéon de los
autores de considerar al cut-off M como un parametro fisico finito, o sea para ellos tiene
sentido hablar de ap2 (covarianza en coincidencia) sin renormalizacién debido a que se estd

integrando hasta una escala fisica M.

Ahora, para analizar la inhomogeneidad espacial, calculan el valor medio del cuadrado
de la diferencia de densidad de energia entre dos puntos espaciales diferentes, Ap?(Ax),

definido como

({(T0 (£, %) = Ty (£, x))°})

% (Tho (t,%))° ’
donde Az = |x — X/|, {---} es el orden simétrico de operadores y se ha normalizado por
el valor asintético a M grande: (4/3) (Ty, (t,x))°.

Ap*(Ax) = (4.9)

El resultado es

Ap*(Ax) =1 — (]\412@8 (cos(2MAa:) (2(]\/[ Ax)* — 34(M Ax)? + 33) —

— sin(2 M Az) (12(M Az)® — 50 M Ax) + 16 cos(M Ax)x (4.10)

X ((M Az)? — 6) — 64 sin(M Az) M Ax + 63) .

Su grafico se muestra en la Figura 4.1.

Vemos que en una escala de distancia de orden 1/M, la magnitud de la diferencia de

densidad de energia rapidamente llega a orden (T} ).

Esto mostraria que el vacio es altamente inhomogéneo, al menos a escalas suficientemente
pequenas, por lo que los autores concluyen que utilizar la métrica de FLRW, que asume
homogeneidad espacial, es una mala aproximacién si se quiere ver los efectos gravitatorios

del vacio.

Como se indicé en los parrafos anteriores tanto Ap?(Ax) como 0p2 se pueden calcular de
forma directa a partir de sus definiciones y la expansion del campo. Alternativamente uno

podria calcular la covarianza entre T, (z) v Tg, (2'), v luego usar
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1.4

M Az

Figura 4.1: Gréfico del valor medio del cuadrado de la diferencia en densidad de energia entre dos
puntos espacialmente separados

Up2 = xli_{g,(COV(Too (), Too (), (4.11)
Ap2(A1’) -1 COV<T100 (x)7TOO (SU/)) ’ (412)

a,(x) op(a') vt

donde z = (t,x) y 2’ = (', x).

La Ec. (4.11) se obtiene directamente de las definiciones y la Ec. (4.12) se demuestra
en el Apéndice B. De esta forma sélo con el calculo de la covarianza se obtiene toda la
informacién estadistica relevante, y como extra uno puede analizar como se correlacionan
las fluctuaciones en puntos espacio-temporales separados. Para expresiones explicitas de
la covarianza de T, cuando la separaciéon es solo temporal o solo espacial, consultar el

apéndice A de [1].

4.2. Gravedad estocastica y resonancia paramétrica

Ahora, para analizar los efectos gravitatorios de las fluctuaciones los autores plantean

una generalizacion de la métrica de FLRW, que considera la inhomogeneidad espacial

ds* = dt? — a®(t,x) (de +dy® + sz) : (4.13)

donde vemos que el factor de escala depende tanto del tiempo como de las coordenadas
espaciales.

Utilizando esta métrica y las ecuaciones de Einstein es posible obtener una ecuacion para
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el factor de escala (célculos detallados se realizan en el Apéndice A).

d+Q2(t,x)a:O,] (4.14)

donde

3

.0 = (0 Xn). (4.15)

i=1
con p =Ty ypi =Ty /a*.

Notar que como se menciond en el Capitulo 2, al usar un cut-off para regularizar, (p) =
3 (p;). Por lo tanto es directo que (Q?) o (p). Por otro lado si hiciéramos regularizacién
dimensional, se tendria (p) = — (p;), por lo que (Q2?) oc — (p). En general (p) > 0 al usar
un cut-off, mientras que en regularizaciéon dimensional depende del contenido de materia.

Para el caso, Q?(t,x) no depende de a (se muestra explicitamente en el Apéndice A), por
lo tanto la Ec. (4.14) es la de un oscilador arménico con frecuencia 2. Si Q% > 0, como
plantean los autores, se tendria un oscilador armoénico tradicional y por lo tanto el <TW>
generaria un universo oscilante. Mientras que si Q2 < 0, se tiene la ecuacién de un oscilador
invertido, y por lo tanto el <TW > produciria una expansion exponencial, que es la situacién
habitual del PCC. Ahora es donde entra en juego la teoria de gravedad estocastica. La
idea clave es reemplazar los operadores de las magnitudes que se cuantizaron por su valor
medio, como en gravedad semiclasica, pero agregandoles una componente estocastica. En

concreto hacemos el reemplazo

Q(t,x) = (Q*(t,x)) +£(t,x), (4.16)

donde £(t,x) se define de forma equivalente a como se hizo en el Capitulo 2.

O sea,

(€@) W), = ({2%(@) — (L)), P(y) - (PW))}), (4.17)
(€(z)), =0, (4.18)

donde (- - -), significa media estadistica.

Segtun los autores el rol principal del ruido seria darle al sistema una expansién exponencial
suprimida, que sin el mismo se comportaria de forma oscilante. Esto se analiza por dos
caminos. Por un lado, realizan un cdlculo explicito de la constante de Hubble (bajo varias
simplificaciones) obteniendo finalmente la supresién exponencial buscada. Y, por otro
lado, analizan la covarianza de Q2 Ec. (4.17), y mediante resultados de la literatura para

osciladores con frecuencia variable, argumentan a favor de la presencia de resonancia
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paramétrica débil. Esto lo plantean como el mecanismo por el cual se da el resultado

obtenido para la constante de Hubble.

4.2.1. Constante de Hubble

Veamos primero esquematicamente el calculo de la constante de Hubble.
Dado que el factor de escala depende tanto del espacio como del tiempo, la distancia
fisica entre puntos, y por lo tanto la constante de Hubble, se expresan de forma diferente

a la habitual. Por un lado, tenemos que

L(t) = / * a2t x) dl (4.19)
X1
donde dI = /da? + dy? + d2*.
Entonces, como
L
H="= 4.2
7 (4.20)

queda que H en funcién de a(t, x) es (calculos detallados se realizan en el Apéndice A)

H = (/X2 ZEZE;\/QQ(LX) dl) </}:2 \a?(t, x) dl>_l. (4.21)

X1

Vemos que es necesario obtener a(t,x) de la Ec. (4.14). Para ello los autores argumentan
que es valido usar resultados de la literatura para osciladores arménicos (deterministas)
con frecuencia periddica en el tiempo. Esto se sustenta en dos afirmaciones, por un lado,
que 9?2 es positivo, por lo que la analogia de la Ec. (4.14) con la de un oscilador arménico
es correcta. Por otro, que €2 se comporta de forma cuasiperiddica, en el sentido de que
varia alrededor de su valor medio en una escala de tiempo fija.

La primera afirmacién se justifica con un calculo explicito de las componente diagonales
de T, . Para la métrica de la Ec. (4.13), se obtiene

3
p+ > pi=2¢% (4.22)
i=1
Por lo que segun los autores se tiene

_87TG
3

Acé es importante notar una sutileza. En la Ec. (4.23) se estd abusando de la notacién, ya

02 $2>0. (4.23)

que los objetos involucrados son operadores, por lo que habria que precisar en qué sentido se
entiende la positividad. Lo natural es asumir que se estd queriendo decir (Q?) o <¢2> > 0,
lo que es valido si regularizamos por un cut-off ultravioleta, pero no necesariamente si lo

hacemos por otro método (como veremos explicitamente en el Capitulo 6).
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La segunda afirmacién tiene que ver con el comportamiento de 2. Debido a su naturaleza
estocastica, lo iinico que podemos ver es como se comporta &, en particular, los autores

analizan la Ec. (4.17) calculando la covarianza normalizada entre tiempos distintos

X(At) = Cov (Q*(t1,x), 2 (t2, %) )

{2 (0, %) = (Q(0, %)), P(t2, %) — (D (t2,%))}) (4.24)
(@2 = (2))°)

Un céalculo directo da

16 9 A9

+ (36 — T2 M? AF* + 21 M* At* — MO At®) cos(2 M At) +
(4.25)
+ 6 (6+2M At (—6 + M A?) sin(M At) +

+ M At (12 — 8 M? At + M* At") sin(2 M At))).

Su grafico se muestra en la Figura 4.2.

\/\/

x(At)

M At

Figura 4.2: Gréfico de la covarianza normalizada entre tiempos distintos de Q2

Ahora conviene entender cudl es el significado de la covarianza. Una correlacién negativa
entre dos variables aleatorias implica que estan, mas probablemente, en lados opuestos del
valor medio. Mientras que una correlacion positiva indica que estan, mas probablemente,
del mismo lado del valor medio. Con esto en mente, la Figura 4.2 nos dice que los Q?
a tiempos diferentes estan fuertemente correlacionados, cuando la escala de tiempo es
pequena. En concreto, la correlacién negativa es maxima cuando At ~ 2/M. Esto implica

que si a t = 0, Q2 estd por arriba de su valor medio, luego a t ~ 2/M lo méas probable es
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que este por debajo de (Q?). Es por esto que los autores afirman que Q? varfa alrededor
de su valor medio de forma cuasiperiédica, en una escala de tiempo T' ~ 1/M. Nétese que
al ser £ un campo estocastico, lo que la Figura 4.2 nos estd mostrando es como varian las
probabilidades y no los valores concretos de &, y por consiguiente 2. Es por esto que los

autores hablan de cuasiperidodico y no periddico.

Ahora que analizamos en detalle los argumentos a favor de usar los resultados de la
literatura para osciladores armoénicos deterministas, asumamos que son validos para ver a

donde llegan los autores.

Si consideremos un oscilador armonico con frecuencia dependiente de tiempo, se tiene

que la solucién general a la Ec. (4.14) es [21, 22]

a(t,x) = Cy et P(t,x) + Cye =t Py(t, %), (4.26)

donde H, > 0, C; y (5 son constantes y P; y P, son funciones puramente periddicas del
tiempo. La Ec. (4.26) es vélida si ocurre el fendmeno de resonancia paramétrica. Por ahora

asumamos que es asi, incluso para nuestro sistema cuasiperiddico.

El segundo término del lado derecho de la Ec. (4.26) decrece exponencialmente, mientras

que el primero crece, por lo que el primer término se vuelve dominante y la solucién queda

a(t,x) ~ ef*' P(t,x), (4.27)
donde se absorbié la constante Cy dentro de P (t,x), P(t,x) = Cy Pi(t,x).

Como 2, no es estrictamente periédica, los autores proponen modificar la Ec. (4.27) con

alt, x) ~ exp < / CHL() dt’)P(t, x), (4.28)

donde ahora H, depende del tiempo y P(t,x) es también cuasiperiédica a escala de tiempo
T ~1/M.

Utilizando la Ec. (4.28) en la Ec. (4.19) se obtiene que

L=Le"" (4.29)

Donde

I= /X2 Pt x) dl (4.30)

H=-| H()dt . (4.31)
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Ahora los autores muestran que se cumple la condicion

dQ
T— <0 4.32
o <% (4.32)
conocida como condicién adiabética [23].
Usando que
G M*
(0?) = — O~ VG M, (4.33)
6m
doY\ G MS dQ
— )= — ~VGM 4.34
<<dt>> or  dt Ve, (4.34)
y por consiguiente
2m o\~ 1
T~6~<\/5M> . (4.35)

Se tiene que en orden de magnitud se cumple la Ec. (4.32)

dQ2
TE~M<<\/§M2~Q. (4.36)
Entonces, gracias a que se cumple la condicién adiabatica, la solucion de la Ec. (4.14)
para un oscilador armonico con frecuencia que varia lentamente, se puede obtener con la
aproximacion de WKB a primer orden. Esta aproximacién ignora el factor exponencial en

la Ec. (4.28) y las derivadas de €2, por lo que queda

a@@:P@@:f%w{/Qm@aqﬁg, (4.37)
Q(t, x) 0
donde las constantes Ag y 6, se obtienen con los valores iniciales a(0,x) y a(0,x).

A partir de aca los autores hacen toda una serie de simplificaciones y estimaciones de
orden de magnitud, en analogia con el calculo del error en el invariante adiabatico en
[23]. No reproduciremos estas operaciones, y sélo mostraremos el resultado final al que
llegan. Las estimaciones involucradas son altamente dependientes de la forma particular
que los autores eligieron regularizar, por lo que en la seccion siguiente analizaremos el
camino alternativo que presentaron y que pensamos es mas relevante, y en particular, mas
extensible al método de regularizaciéon que veremos en el Capitulo 6.

El resultado final al que llegan es

[H:aMeW@M, (4.38)

donde H es la constante de Hubble y a y 8 son dos constantes adimensionales que dependen

de como varia Q(t, x).
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Vemos que la constante de Hubble esta exponencialmente suprimida por el cut-off M.
Esto implica que con un M suficientemente grande, siempre sera posible reproducir el

resultado experimental de H.

4.2.2. Argumento intuitivo

Como camino alternativo al calculo que los autores realizan para obtener la Ec. (4.38), y
como justificacién para la presencia de amplificaciéon paramétrica, se analiza la condicion
para que ocurra este fenémeno.

Consideremos un oscilar arménico con frecuencia dependiente del tiempo

i+ w(t)r=0. (4.39)

Si la frecuencia estda dada por

wWi(t) = wé (1 + h cos(y1)), (4.40)

la Ec. (4.39) se puede resolver perturbativamente en h. Luego, el fenémeno de resonancia
paramétrica ocurre si la frecuencia  con la que varfa w es cercana a 2 wy/n, explicitamente
7y~ 2w , (4.41)
n
donde n es un nimero natural.

La intensidad de la resonancia paramétrica es maxima para n = 1, y disminuye con el
aumento de n. En el limite de n — oo, el sistema se reduce a un oscilador de frecuencia
constante, sin resonancia paramétrica.

Para el caso del campo escalar, la frecuencia del “oscilador” no varia con una tunica
frecuencia, sino con un espectro de frecuencias, acotado entre 0 y 2 M. Esto se obtiene de
llevar la expresién de Q(¢,0) a la forma de la Ec. (4.40). Se evalta en el origen, ya que el
espectro no deberia depender del punto del espacio y hacerlo en el origen simplifica las

cuentas. Queda

0(1,0) = 02 (1 4 [ a0 (£ os(yt) + g2)sin( t))) | (1.2

Donde

16 72 BB Vo' . ot
f(y)dy = (L (—ak - aL)) : (4.43)

<wtw <ytdy  (2m)3 2

16 72 / A3k A3k Vww!
y<wtw! <y+dy (27T)3 2

i (e o — il a;)) (4.44)
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y Q2 = (Q?).
Notar que la regiéon de integracion v < w + w’ < v + dv surge simplemente de aproximar
la delta 6(y — (w4 w’)) con un escaléon de ancho dr.

El espectro de frecuencias estda dado por el valor medio del cuadrado de los factores que

multiplican los senos y cosenos en la Ec. (4.42). Al calcularlo se obtiene

A(y) st 0<~y< M

((Fmdn)*) = ((g(m dv)*) = : (4.45)
B(y) st M<y<2M

donde

Aly) = ;‘5 <A74>7 ;]\74, (4.46)
B(y) = —;‘5 (40 — 140 - + 168 (]\74)2 ~70 (&)3 + (]\74)7> ;]’\2 . (4.47)

Y se muestra graficado en la Figura 4.3. Se observa que hay un rango de frecuencias que

contribuyen, pero acotado a (0,2 M).

1.5} :

(f(y)dv)?)

0.5} i

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
/M

Figura 4.3: Gréfico de la densidad espectral de potencia de 02

Ahora podemos analizar si se dard la condicién de la Ec. (4.41). Para el caso, la parte

constante de la frecuencia, “w?”, es

G M*

QOQ - <Q2> " 6r

(4.48)
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Por lo que es directo, que si se cumple

1 M
n = E]\4:——, (4.49)
6 6m mp
se tiene
20
TO € (0,2 M). (4.50)

[P

Lo que equivale a que exista una frecuencia “v” en el intervalo (0,2 M) para la que se
cumple la Ec. (4.41) y por lo tanto ocurra amplificacién paramétrica.

De la Ec. (4.49) vemos que M > mp, con mp la masa de Planck, implica que n > 1, por
lo que la amplificacién paramétrica sera débil. Produciendo asi una expansion exponencial
pequenia, como se buscaba. Este punto es esencial al argumento planteado por Wang et al.,
ya que si n ~ 1 (amplificacién paramétrica no suprimida) reapareceria el PCC, entonces
para ellos es central que la escala de cut-off sea mucho mayor que la escala de Planck.

Notese también que, debido a la eleccion de regularizacion, el efecto de las fluctuaciones
del vacio no es el de una constante cosmolégica, que tendria Q2 < 0 y por lo tanto
una expansiéon exponencial. Aqui 22 > 0 y por lo tanto el factor de escala es oscilante.
Las fluctuaciones son las que producen la expansiéon exponencial mediante resonancia
paramétrica. Por lo tanto, lo que crece exponencialmente (de forma suprimida si n > 1) es
la amplitud de la oscilaciéon, haciendo que, al menos a pequena escala, el factor de escala

pase por 0.

4.3. Trabajos posteriores

Las nuevas ideas propuestas en [1] son muy interesantes y originales, pero hay algunos
aspectos técnicos ain no dilucidados, ademas de los que discutimos en esta tesis. Por
completitud, mencionaremos aqui un trabajo posterior [3] en el que se intent6 seguir
desarrollando esta solucion al PCC.

Una de las criticas al modelo descripto en este capitulo es que se considera una métrica
muy particular, dada por la Ec. (4.13). A partir de esta se obtiene una ecuacién para el
factor de escala (ahora inhomogéneo) del universo, pero no estan presentes en el modelo los
vinculos de la relatividad general (ecuaciones de Einstein no diagonales en el Apéndice A).

Para subsanar parcialmente este problema, en [3] se consideran métricas més generales

de la forma

ds* = dt* — h;(t, x) dz’ da? . (4.51)

Definiendo el factor de escala a partir del determinante de la métrica espacial, a® =

det (hij), la ecuacion dinamica tiene la misma forma que la considerada hasta aqui,
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Ec. (4.14), con

92:;(47TG(p+trT)+202—AB), (4.52)

donde A g es la constante cosmoldgica desnuda, o2 una cantidad geométrica que se construye
a partir de la curvatura extrinseca de la hipersuperficie a tiempo constante, p es la densidad
de materia y tr'T" la traza espacial del tensor de energia-impulso.

Hasta aqui la generalizacién es mas o menos directa. El punto crucial es que con esta
métrica es posible incluir los vinculos de la relatividad general dentro de la teoria. El
estudio de estos vinculos es complicado y ha sido realizado originalmente en [24]. Tomando
un promedio espacial de los vinculos se puede ver que es en principio posible que el
promedio de las fluctuaciones de la curvatura extrinseca se compense con un valor muy
grande y negativo de la constante cosmoldgica desnuda. De esta manera el promedio de la
3-curvatura espacial seria mucho menor que la curvatura de Planck. Con este resultado
es posible argumentar que el valor de ? est4 dominado por —Ap, y en consecuencia su
valor medio es positivo, mientras que las fluctuaciones de p + trT" generan la amplificacion
paramétrica descripta anteriormente. O sea, la consideracion de los vinculos daria un
argumento extra para afirmar que 2? > 0 y un mecanismo particular por el cual la
constante cosmologica desnuda podria compensarse con fluctuaciones propias de la métrica,
a la escala de Planck.

Estos resultados deben tomarse con cuidado, ya que la compensacion parece involucrar
un ajuste fino. Ademés, con Q2 > 0 el factor de escala se vuelve singular en cada oscilacién,
y es necesario proveer una explicacién de por qué estas singularidades no son observables
a escala macroscopica. Estos problemas abiertos van mas alla de los aspectos estudiados
en la presente tesis, en la que nos focalizaremos en analizar en detalle los efectos del ruido
en la ecuacién dinadmica.

Con esto concluimos el resumen de la propuesta de Wang et al. En el Capitulo 6
mostraremos nuestro intento de considerar las fluctuaciones del T, , pero utilizando

regularizacion dimensional y renormalizando.






Capitulo 5

Osciladores estocasticos y

movimiento browniano

“All of physics is either impossible or trivial. It is impossible
until you understand it, and then it becomes trivial.”
— Ernest Rutherford

En este capitulo analizaremos un modelo de juguete basado en el movimiento Browniano
donde podremos observar, con mas facilidad que en el caso gravitatorio, los efectos del ruido
en la estabilidad. En particular, utilizaremos resultados de la literatura para osciladores
clasicos con frecuencia estocastica. Estos nos daran condiciones cuantitativas para las
cuales un sistema equivalente al de los osciladores clasicos (igual ecuacién de movimiento)
sera estable.

Primero haremos un breve resumen de estos resultados encontrados en la literatura,
incluyendo por completitud osciladores con frecuencia variable de forma armoénica. Cabe
destacar que en el trabajo de Wang et al. el resultado que utilizan para estudiar el fenémeno
de amplificacién paramétrica es para osciladores deterministas. En el Capitulo 6 veremos
en mas detalle las diferencias entre su planteo y el nuestro.

Después estudiaremos un modelo de movimiento Browniano hasta llegar a sus ecuaciones
de movimiento, aproximandolas de forma que sea posible analizar el sistema con los
resultados de la literatura mencionados. Veremos tanto el caso de frecuencia positiva
(oscilador tradicional) como negativa (oscilador invertido). Con lo obtenido en este capitulo

estudiaremos en el Capitulo 6 las situaciones equivalentes en el contexto del PCC.

5.1. Resultados clasicos para osciladores armoénicos

En esta seccidon resumiremos resultados de la literatura referentes a osciladores con

frecuencia tanto determinista como estocéstica, y su estabilidad en el tiempo.

53
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5.1.1. Osciladores deterministas

Oscilador armoédnico tradicional

Consideremos un oscilador armoénico con la siguiente ecuaciéon de movimiento

0+ B0+ wi(1+ecos(wt)f=0, (5.1)

donde 6 es el dngulo de desviacién de la vertical y 8 (amortiguamiento), wy (frecuencia
natural) y € son constantes positivas.

Cabe mencionar que los resultados a continuacién se obtienen en la aproximacion de
€ < 1, o sea los resultados son validos al orden mas bajo en €. Siguiendo el procedimiento
de [25], con condiciones iniciales #(0) = 1 y #(0) = 0, hay dos posible situaciones.

a) Si w = 2wy (resonancia) no hay estabilidad, en particular la solucién a las ecuaciones

de movimiento es

0(t) = cos(kt) COSh(T) —sin(k t) sinh(l?) + O(e) . (5.2)

Notese que a este orden no hay dependencia con § y el sistema es oscilante con una
amplitud que crece en el tiempo. O sea, se da el fendmeno de resonancia paramétrica. Si
ahora trabajaramos a orden superior, la resonancia ocurriria para w = 2wg/n. Esta es la
situacion estudiada por Wang et al., la que les permite suprimir el crecimiento exponencial
con el cut-off, haciéndolo tan pequeno como el observado (ver Capitulo 4).

b) Si w # 2wy, el sistema es estable, siendo que la solucién a las ecuaciones es

wot €
16w — 4w?

0(t) = exp(—; Bez) cos (wo t+ ) + O(e). (5.3)

Notese que si el amortiguamiento es distinto de cero el sistema tiende a quedarse quieto.

Oscilador armodnico invertido

Consideremos un oscilador armoénico con la siguiente ecuaciéon de movimiento

0 —wl(l—esin(wt)d=0. (5.4)
De [26, 27] tenemos que la condicién de estabilidad es

2
\/§i<e<0.45w—

wo wd’

(5.5)
donde se asume que w/wy > 1.

O sea, si la frecuencia de la perturbaciéon es mucho mas grande que la natural y si
su amplitud cae dentro de cierto rango de valores, el sistema se mantendra estable. En

particular, como no se considera disipacion, el sistema sera oscilante.
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5.1.2. Osciladores estocasticos

Oscilador armoédnico tradicional

Consideremos un oscilador armoénico con la siguiente ecuaciéon de movimiento

0t)+ B0+ wi(1+e&t)0=0. (5.6)
donde £ es una funcién estocastica del tiempo con media nula.
De [25] la condicién de estabilidad para el sistema es
B> wi Re{S(2w)}, ] (5.7)

donde R es la funcion de correlacion de &, y S la transformada de Fourier de R. Explicita-

mente

S(x) = /0 " R(o) e do (5.8)
Rt —t") = {@)&E)) - (5.9)

Este resultado se obtiene de resolver la ecuacién diferencial al orden més bajo para e,

mediante el método de los dos tiempos o escalas multiples. Concretamente se llega a

2
Wo

(0007) = 5 oo (% (Refs2ea} - 510 - ) &)

x COS<<2 wo — 62;“’02 Im{S(QwO)}> t) + (5.10)

+ 5 exp((wd RefS@wn)) — §) 1) +0(&).

De donde es directo que la condicién de la Ec. (5.7) es necesaria para que no haya un
crecimiento exponencial (resonancia paramétrica en un oscilador estocédstico). También
observamos que el caso limite 8 = w? Re{S(2wp)} resulta en una amplitud cuadrada
media, (%), oscilante y decreciente en el tiempo. Por lo que al orden de aproximacién

usado (e < 1), este caso es también estable.

Oscilador armodnico invertido

Consideremos ahora un oscilador armonico invertido con ecuacién de movimiento dada

por

Ot)+ B0 —wZ(1+£"(t)0=0, (5.11)
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donde ¢"(t) = d2¢/de* y £(t) es una funcién estocdstica del tiempo con media nula

(amplitud de la perturbacién aplicada al péndulo). Este sistema es el llamado péndulo de

Kapitza.
En [28] se demuestra que para tener estabilidad a ¢ — oo, de deben cumplir simultédnea-
mente
(5.12)
(5.13)
En las condiciones de las Ecs. (5.12) y (5.13) se usaron las siguientes definiciones
o? = (&), (5.14)
07 = —0’ <d2R> (5.15)
¢ de2 ) |,_,~
1
R= 5 (€s) (s +1) (5.16)
T
T=13 (165" ®11(2k) — 452 (®12(2k) + o1 (2K)) + P22(2K)) , (5.17)
k= wy of —wy (5.18)
1 o 1T
yi(x) = %/m Ry (t) et dt | (5.19)
Ry (t) = (mi(s) (s + 1)) , (5.20)
m(t) =wg &(t) (5.21)
ma(t) = wy £"() () —wy (€"()E(1)) - (5.22)

La primera condicién de estabilidad, Ec. (5.12), es la habitualmente encontrada en la
literatura [21, 29]. Como se observa, la varianza de la velocidad de la perturbacion tiene
que ser tanto mas grande cuanto menor sea la frecuencia natural. O sea, es la condicion
sobre el ruido para que el sistema se comporte como un oscilador tradicional.

La segunda condicién, Ec. (5.13), es necesaria para asegurar la estabilidad a largo plazo.

O sea, es la condicion para evitar resonancia paramétrica. Esta se obtiene de la ecuacién

o€

oT

donde la funcién £ es la modulacion de la distribucién en frecuencia de la energia del

+BE=7E, (5.23)
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péndulo. Y T es la escala de tiempo en donde acttia esta modulacién (mucho mayor que
la escala de tiempo de la perturbacién y la de la frecuencia natural).

Es directo que, si no se cumple la segunda condicion, la energia del péndulo se incrementara
exponencialmente. Por otro lado, vemos que en el caso limite 5 = 7 (asumiendo que se
cumple la primera condicién) la distribucién en frecuencia de la energia del sistema se
mantiene constante en el tiempo, o sea, el sistema se encuentra en un estado oscilante. Este
estado, aunque no estrictamente estable en el sentido clasico, no crece exponencialmente
como sucederia si § < 7. Por lo tanto es estable, si esto se entiende como la situacion en
la que el angulo de desviaciéon de la vertical # se mantiene acotado para t — oo.

Las Ecs. (5.7), (5.12) y (5.13) son las condiciones de estabilidad que usaremos para

analizar los sistemas centrales a esta tesis.

5.2. Movimiento Browniano cuantico

Consideremos la accién dada por

S =S+ Sg+ Sint, (5.24)
M M
SB:/dt—:'U——QQxZ, (5.25)
2 2
So=3 [at Tt - el (5:26)
)\n 2 2
Sint = —Z/dt o T (5.27)

donde S es la accién del entorno (conjunto de osciladores arménicos), Sp es la accién del
cuerpo de masa M perturbado por el entorno y S;,; es la acciéon de la interaccion entre
ambos. \,, w, y € son constantes positivas.

Para resolver este sistema usaremos un método perturbativo (A, pequefios) y considera-
remos a xr como una variable clasica y a los g, como operadores cuanticos. De este modo
se desarrolla un modelo de juguete analogo al PCC, donde la métrica se toma clasica y los
campos de materia se toman cuanticos. En particular x hara las veces del factor de escala
a(t), mientras que los g, haran las veces de los capos de materia, ya que como veremos,
los g, renormalizaran la frecuencia, al igual que lo hacen los campos con ) en el caso
gravitatorio. Asi es como en este modelo tenemos un sistema equivalente al dado por la
Ec. (4.14), que nos permitird estudiar los efectos estabilizadores del ruido cuantico sin las
complejidades introducidas por la TCC.

De la accién es directo obtener la ecuacion de movimiento para las variables x y ¢,
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Mi+MPr+zd Mg, =0, (5.28)
M G + M w2 G+ M 2° ¢, =0 Y. (5.29)
Definiendo &,(t) = ¢2 — {¢?) y de la Ec. (5.28) obtenemos

Mj+cwm+§:M@@>x:—xZM&M®. (5.30)

Paralelamente definimos también la funciéon de correlacion R,

Ry(t,t) = ({&(1), &(1)})
= {2, 02 }) = (a2 ) (a2(t)) .

donde los corchetes son el orden simétrico de operadores.

(5.31)

5.2.1. Desarrollo perturbativo

Considerando ahora la expansion genérica en operadores de creacion y destruccion para

A

an

Gn = foln + fral, (5.32)

donde f,, es una funcién del tiempo. Tenemos que al combinar las Ecs. (5.29) y (5.32)

queda

M fro + (M w2+ A 2?) fn=0. (5.33)

Ahora consideremos el desarrollo en serie

fo=fO+ D4 (5.34)

El término de orden més bajo f{”) se obtiene de considerar A, = 0, por lo que es directo

que los £ cumplen con

futw? fa=0, (5.35)

fufi—dofi= (5.36)

n
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donde la segunda ecuacién viene de pedir {cjn, (jn} = i/m,,. La solucién a este sistema es

—twnt
0 _ _°
W= o (537)

Ahora, colocando la Ec. (5.34), en la Ec. (5.33) obtenemos

M 7+ o w [ A @ [0+ mg [+ (maw] + Aa®) i) =0. 0 (5.38)
=0 orden superior

Quedando una ecuacién para los f(

FO 4wl g0 = = 2m g2 00 (539
mn

Esta ecuacién la resolveremos con la funcion de Green G,..; que se obtiene de

Gret(t) + w? Grey(t) = (1) . (5.40)
En particular usaremos
Gret(t) = Gfut) sin(wt), (5.41)

donde 0(¢) es la funcién de Heaviside.

Entonces de la Ec. (5.39) queda

fél)(t) _ /t dt/ Gret<t _ t/> (_7;\” ZL'Q fr(LO)>

A 1 . /
=——= dt’ sin(w, (t —t')) e~ "n "
mn/ sin(wy, ( ) x“e

Wn My V2 Wh,

Ahora calcularemos (G?) a este orden, pero queremos este resultado a temperatura

(5.42)

arbitraria, por lo que las relaciones habituales <€LIL &n> =0y <€Ln &L> = 1 ya no seran
validas.

A T arbitraria tenemos que el valor medio de un operador O es <O> = Tr{@ p} donde

1 & —Bwy (i+L) 1\ /-

p= 2 e e R G (5.43)
=0

7 =3 e Penlity) (5.44)
=0
1

B==, (5.45)

y donde consideramos un sistema con un conjunto infinitos de estados discretos |i), como
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por ejemplo el oscilador arménico.

Para nuestro caso tenemos O = a! a,, por lo que resulta

(af, an) = Tr{af an p}

=3 o Y et laka, i) {il))
i—0 Z i—0 ~—~—
J i e
- (5.46)
CBuwm (1) 1o At A 1
= > Pl (i a i)
ZIO H—/
B 1
Coefen — 1
Y por lo tanto
anal) =1+ (af a e 5.47
<anan>— +<ana”>_eﬂwn_1’ (5.47)
(an an) = (@} al) = 0. (5.48)
Queda entonces
Bwn
o\ _ e 2 € 1
<qn> - |fn| <€ﬂwn 1 eﬂwn — ]_)
(5.49)
= |fn|200th<5;un> .

Considerando hasta primer orden y con la Ec. (5.37) tenemos que

Fal? = |19+ £OF = (1O + £D) (10 + 120)

_ ’fT(ZO)‘2 +9 Re{f;(o) fr(ll)} + orden superior (5.50)

~— L 4o Re{ £ £V}

2m, wy,

Y de las Ecs. (5.37) y (5.42) tenemos

. AP
2 Re{ ;@ f0} = — 5 / At sin(2w, (t — 1)) 2. (5.51)

Por lo tanto, queda

Y, Y, t
(32)= 5" n A / dt'sin(2w, (t — 1) 22, (5.52)

2mpw,  2m2w?

donde Y,, = coth(f wy,/2).
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Poniéndolo en la Ec. (5.30), obtenemos finalmente

Mi+ MQ? x+x/dt’D(t—t’)x(t’)2:§x. (5.53)

ren

Donde

Yo A
02 =02 y 5.54
ren + —~ 2 M my,w,’ (5:54)
Y, 2

1) == Abalt), (5.56)

Y, = coth(ﬁgn> . (5.57)

Vemos claramente que este modelo muestra los tres fenémenos producidos por el entorno
sobre un oscilador clasico: disipacion, ruido y cambio en la frecuencia. Este resultado ya
habian sido obtenidos en la literatura [30, 31] mediante una metodologia més compleja.

Ahora podemos hacer una analogia entre los distintos términos de la Ec. (5.53) y el
2

ren’

caso gravitatorio. De la expresion de €2 vemos que Q2 hace las veces de la constante
cosmoldgica mientras que el término de la sumatoria sobre n hace las veces de la EPC
proveniente de los campos de materia. Considerando lo anterior, el término del ruido haria
entonces las veces de las fluctuaciones de la EPC.

Teniendo ya la ecuacion para nuestro modelo de movimiento Browniano podemos ver
2

ren’

posibilidades no consideraremos los efectos de la disipacién, ya que la misma entra en
la Ec. (5.53) de forma diferente a como entra en las Ecs. (5.6) y (5.11), dificultando su

comparacion.

que nos dicen los resultados de la Seccién 5.1 para diferentes signos de €2 Para ambas

Como se mencion6 el modelo de movimiento Browniano es de especial interés para analizar
el caso del oscilador invertido (22, < 0), pero por completitud veremos la condicién de

estabilidad también en el caso 22, > 0.

5.2.2. Frecuencia renormalizada positiva

La Ec. (5.53) se puede reescribir como

MQ?

TEN

i+ Q2 (1 + —£(0) ) z + x/dt’ D(tM_t/) r(t)?=0. (5.58)

Al compararla con la Ec. (5.6), tenemos los siguientes mapeos
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wWo < ? Qrena

ren

De la condicién de estabilidad en la Ec. (5.7), tomando 5 = 0, queda

02> Re{S(2en)}.

Caso discreto

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

Primero analizaremos el problema con el sistema discretizado (dejando las sumas sobre

n como tales). En todo lo que sigue usaremos f,, al orden méas bajo (f, = fT(LO)) para

simplificar las cuentas.

De la definicién en la Ec. (5.9) y el mapeo en la Ec. (5.61) tenemos que R sera

R(t— ) = ({&0.&1))}) |

(5.63)

donde se introdujo el orden de simétrico de operadores para tener en cuenta el hecho de

que £(t) es una funcién clasica mientras que £(t) es un operador cuéntico.

Ahora, en funciéon de R,, queda

R(t - ) = ({€0).€1)})
= 3 A (L), 6 (8)])

n,m

= 3R ({0,600

n

=> N R,(t—1).

En el Apéndice B mostramos que

R,(t—t) = ! (cos(2wn (t =) (V2 +1) +Y,2 = 1),

- 2,2
dm2w/?

donde recordamos que Y,, = coth( w,/2).

(5.64)

(5.65)
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Por lo que R es
R(t—t') ZAQ (t—1t)
\2 / 2 2 (5.66)
— ;47’13%% (cos(2wn (t—1)) (Yn + 1) +Y,° — 1) :
Ahora realizando la transformada de Fourier obtenemos
S(x) :/ R(c)e'®?
0
\2 (5.67)
= - A+ B D
;4mgwg( +B+C+D)
donde
[ee] /Bw 2
A :/ coth< 2”) cos(2w, o) e do | (5.68)
0
B = /Oo cos(2w, o) e do | (5.69)
0
2
C:/ coth(ﬁwn> e do (5.70)
0 2
D= —/OO ¢ do . (5.71)
0
La integral B es
oo . 1 /4~ A
/ cos(2w, 0) e 7 do = 5 (9(:6 +2w,) +0(z — 2wn)> : (5.72)
0
donde
0@) = [ 8(o)ei*e
- (5.73)
i
=md —.
wo(x) + .
Por lo tanto, queda
[ cos(2wn0) e do = 0 4 T (5 + 200) + 0 — 20)) (5.74)
; cos(Qw,o)e U_x2—4w3 5 (0(z W, x wy)) - .
Y entonces tenemos que
a+B=(v2+1) (2 T+ 2w) + o —2w)) . (5.75)
" x?2—4w? 2

n
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Y luego

— (v2-1) /_Z 0(c) €'*7 do (5.76)
— (v2-1) (; 4 mm)

Por lo que juntando todo queda que

S(z) = oY ((Yn2 — 1) (; +7r6(x))

wAmiw?
. (5.77)
(v 1) <m2jzw2 + g (8(z + 2wy) + 6z — an))>> .
Evaluando en 2(),.,, tomando la parte real y asumiendo que (.., # 0, queda
s A2 9
Re{S(2en)} = 75> —5" (%,2 4+ 1) (5(Qren — wn) + 6(Qren + wn)), (5.78)

donde Y,, = coth(B w,/2).

Ahora, considerando la condicién de la Ec. (5.62), notemos que la Ec. (5.78) serd siempre
mayor o igual que 0. Entonces, de no haber disipacion, el sistema sera estable solo en el
caso de Re{S(2Qcn)} = 0, y esto sucede si Qe # £ wy, para todo n. O sea, la frecuencia
renormalizada tiene que ser diferente al conjunto de frecuencias w, para que no haya

amplificacion paramétrica en este sistema.

Caso continuo

En el marco del movimiento browniano cuantico, se suelen considerar entornos con un
espectro continuo de frecuencias. En ese caso, es conveniente introducir la denominada

densidad espectral

Iw) =) 6(w—w,) ()\32 : (5.79)

— 2my, wy)

Entonces es posible reescribir las Ecs. (5.55) y (5.66) como funciones de I(w),

R(t —1') = /_ T dwIw) (V2 1) cos2w (t — 1)) + Y2~ 1) (5.80)

Dt —t') = 2/jo dw I(w)Y sin(uw(t — ), (5.81)
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donde Y = coth(Sw/2). En el Apéndice B obtenemos Ry D explicitamente para [ (w) = w"

con n natural, como ejemplo de este tipo de célculo.

Ahora, la transformada de Fourier de R es
S(z) = /m do R(0) ¢'*®
0
= /OO da/oo dw I(w) e ((Y2 +1) cos(Qwa) +Y?* — 1)
0 —o0

= [Tl (YAt [ delw) (- 1) B,

Donde, de las Ecs. (5.72) y (5.73), tenemos

A= /OO do0(c) e ™ cos(2w o)

1 X N
2 —4w?

) T xT x
—x2_4w2+4(‘5(“‘2)”(“2))’

(0(x —2w) +0(z +2w))

N[N

B:/OO da@(a)ei”:i—i-ﬂé(x).

Queda entonces

X "
2 —4w?

O EET )5 3T ))

S(z) = /O:O dw I(w) (Y2 + 1)

# o [T o r) (v = 1) i) [T dwte@) (1)

Tomando la parte real y considerando que /(w) € R queda

s =5 (13) (157 1) (3) (5T )

+7r5(x)/_o:odwf(w) (Y2 —-1).

Finalmente, tomando €., # 0 y asumiendo que I(w) = 0 si w < 0 queda

Re{S(2Qen)} = ZI(QW) (coth2 <§ Qn> + 1) .

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)
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Por completitud vemos los limites de baja y alta temperatura,

AT?
T—so0 = Y'm—, (5.88)
w
T—-0 = Y’=x~1. (5.89)
Quedando
T — oo
T’ r
Re{S<2 Qren)} = QT ](Qren> a (590)
I'—0
Re{S(2Qen)} = g I(Qen) - (5.91)

Vemos que la condicién dependerd de la forma funcional de I(w), en particular los ceros
que tenga y su signo. Pero considerando que una /(w) razonable serd positiva para todo w,
y descontando los efectos de la disipacion, estamos en una situacion igual a la del caso
discreto. Habré estabilidad cuando 1(£2,.,) = 0. Un ejemplo de esto se vio en el caso
discreto donde I(w) = 0 para toda frecuencia diferente a un cierto conjunto de valores wy,.
Otro ejemplo seria si [(w) fuera una funcién ventana, tal que €., se encuentre fuera del

rango donde I (w) es diferente de cero.

5.2.3. Frecuencia renormalizada negativa

Para este caso reescribimos la Ec. (5.53) como

ren M Q2

ren

i— (—Q2) (1 + _g”(t)> T+ x/dt’ D@M_t/) z(t)? =0. (5.92)

Donde el uso de £”(t) es simplemente un cambio de nombre de & para facilitar la
comparacion con la Ec. (5.11).

Por claridad recordamos que en esta nueva nomenclatura se tiene

HOEED PP (5.93)

& =ar—(a7) - (5.94)
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Para reutilizar lo calculado en la Seccion 5.2.2 y por consistencia con la nomenclatura de

esta seccidén definimos

R;”/@f . t/) _ <{é”(t>,5”(tl)}> .

Y por lo tanto, de la Ec. (5.80) tenemos

RI(t —t) = [ T dw ) (Y2 1) cos(2w (t — ) + Y2~ 1).

Al comparar la Ec. (5.92) con la Ec. (5.11), tenemos los siguientes mapeos

2

ren ?

wg +—— —Q
&)
M Q2

TEN

§(t) «—

De dichas equivalencias y de las Ecs. (5.14) y (5.16) queda

2 1 &2
VeI T (€%)
g EOED) R —1)
& @)
o (EOEW) Ry
() (&
o <§”(t) é//( /)> _ R[/)m(t — ) |

(&) (&)

Primera condicion

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)

(5.100)

(5.101)

(5.102)

La primera condicién de estabilidad, Ec. (5.12), es la que nos dice como debe ser el ruido

para que el sistema pase a comportarse como un oscilador armoénico tradicional. La misma
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la reescribiremos usando que

— 1 F2 P lt=0
~3EOL <5 > <52> (5.103)
— 1 "
M2 Q’/A‘len b =0 ’
Y
1 1
— == : 5.104
2, 100
Por lo tanto, la condicion queda
R/l <M*Q,. (5.105)
t=0

Debemos entonces calcular R)'. Para ello partimos de la Ec. (5.96), y trasformamos

Fourier a ambos lados

LI : /_ AR (1) = v R(), (5.106)
L.D. : /OO dt/oo dw I(w) (Y? + 1) cos2wit) + Y? — 1) ™", (5.107)

LD.: "t [T dwl) (Y +1) cos(zwt) + Y2 — 1) "
= [T awn@ o+ 1) [T drcoswn et +
+/O:o dw I(w) (Y* = 1) /O:o dte it (5.108)
— [ Ao T@) (Y + 1) 7 (6 - 20) + (v 4 2w)) +

+ /_°° dw I(w) (Y2 — 1) 27 8(v).

Por lo tanto, queda

R,(v) :/_O:odwl(w) (Y?+1) (5(V—2w) N 5(1/+2w)> N

(5.109)
+[m dw I(w) (Y? = 1)2mr —=.
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De lo que obtenemos
1 o ® ivt
Rylt) = 5 /m dv Ry (v)e

:/:” dw I(w) (Y2 4+ 1) w + (5.110)

+/00de( —1/ dl/ et

Debido a la divergencia en el segundo término, vemos primero el caso limite T'— 0 =

Y? — 1, quedando

cos(2wt)
dw I (w . 5.111
/ 8wl ( )

Tenemos entonces que la segunda derivada es

cos(2wt)
/ dw I(w) 55 (5.112)

Ahora, en el caso de temperatura arbitraria vimos que el método de resolucién de la
ecuacion diferencial con Fourier es inadecuado, pero una integracion directa es perfecta-
mente posible. Por consistencia debemos elegir las constantes de integracién de tal forma

que en el limite 7" — 0, los resultados se reduzcan a las Ecs. (5.111) y (5.112).

En el Apéndice B demostramos que se obtiene

:/O:Odwl(w) ((Y2+1)COS(2W>+ (v2-1) t4>, (5.113)

16 w?

:/O:odwl(w) (— (Y2+1)W+ (v* 1) t;) (5.114)

Por lo que finalmente

4 w2

— /_OO dw 1) (V2 +1). (5.115)

t=0

Entonces a T' cualquiera y para I(w) genérica, la primera condicién queda

Q?

TEN

/_OO dw 1) (V2 +1) > M?

4 w?

. ] (5.116)

Donde recordemos que 22 < 0.
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Segunda condicién

La segunda condicién de estabilidad, Ec. (5.13), es la que de cumplirse evita el fen6meno

de amplificaciéon paramétrica, o sea, asegura la estabilidad a tiempos largos. Con ¢ = 0, la

condicion queda simplemente

0=~.

Para este caso, de la Ec. (5.17) y las Ecs. (5.18) a (5.22) obtenemos

= s {EwEman).
Ra(t—1) = 1 (€00 W)

Roa(t —t') = wg ((£"(t) §(t) — (£ (1) §(1))) (6" (#) £(') — (" () €(t))))
= wq ((€"(H) €D € () () —2(&" (D) €M) (" () £()) +

+ (1) €@) (€[ E))

Ry = Ry =0,
R, (t
Rll = ]&(2)7

(5.117)

(5.118)

(5.119)

(5.120)

(5.121)

(5.122)

(5.123)
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1

Ray = = By(t) R}'(t) = 5 Ry/(0)%. (5.124)

P M4
Ahora, en vez de calcular las expresiones para los @;; en el caso de I(w) general, veremos
casos particulares de I(w). Para cada uno evaluaremos R, y sus derivadas, con lo que
obtendremos los R,; y subsecuentemente los ®;;, necesarios para calcular . Evaluaremos
también la primera condicién y analizaremos en qué casos se cumple o no la segunda.
Consideraremos en todos los casos T' = 0, a fin de simplificar las cuentas. Entonces, de

las Ecs. (5.96), (5.113) y (5.114) queda

cos(2wt)
dw 5.125
/ Lt (5.125)
cos(2wt)
dw 5.126
-/ =, (5.126)
R)"(t / dw I(w) 2 cos(2w (t)). (5.127)
Densidad espectral gaussiana
Consideremos

w4 2.2

I(w)=—e“" 0(w), (5.128)
T
donde 7 es alguna escala temporal.
En este caso tenemos que
ﬁ 7t2/ 2
=2 T 12
R,(t) 1672 ¢ , (5.129)
" _ _ﬁ —t2/12 (2 5,2
Ry(t) = — e (7 —2#), (5.130)
mrey ﬁ —t2/72 4 2,2 4

R"(1) = g e (4t' =122 72 +37). (5.131)

Y por lo tanto de las Ecs. (5.122) a (5.124) tenemos que

Ris = Ry =0, (5.132)
\/_ 6—t2/7
1
Ry - YT (5.5

1
Ryy — m (4 e 2T (4t — 124272 + 374 — 1> : (5.134)
T T
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Cuyas transformadas son

By =Py =0, (5.135)
1 oo , 1 w? T2
Py = —/ dt Ry (t) e’ = - 1
0 g L AT = ey eXp( 1 ) ’ (5.136)
1 oo : T exp(—w?7T2/8)  wi(w)
B0y — 7/ twt [T _ . 1
2= 5 )RR =S T T G (5.137)

Ahora de las Ecs. (5.18), (5.97) y (5.103) tenemos que

=5t (5.138)
— QQ \/7_T )
ren * 8 M2 4
Finalmente, considerando w > 0 y de la Ec. (5.17), queda que

_ mexp(=k*T?) 40726 fo- k22N a4 o
= oo g2 i \ 12K MEr7 4 v2m exp| —— | (R* 7" + 6K 7" +3) | . | (5.139)

De la Ec. (5.116) y la Ec. (5.130) tenemos que la primera condicién es

NZS
1< S| (5.140)

TEN

T

De la Ec. (5.138) vemos que de cumplirse la primera condicién tendriamos k% > 0. Y
de la Ec. (5.139) es directo que un k? positivo implica que v > 0. Por lo tanto para esta
I(w) particular, si se cumple la primer condicién, habra estabilidad solo si v = 0. O sea,

aquellos 7 que resuelvan (7) = 0 mantendran al sistema estable.

Ahora, de la Ec. (5.139), tenemos que vale el siguiente limite

T—0 = ~v—=0, (5.141)

2

ren*

para todo M > 0 y para todo 2

Esto implica que para un 7 suficientemente chico, se puede hacer v tan pequefio como

uno quiera, ralentizando el crecimiento exponencial. Notar que cuanto mas chico es el 7
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mas ancha es la distribucién I(w). Entonces, descontando efectos de la disipacién y con la

eleccién adecuada de parametros, el sistema tendra un crecimiento exponencial suprimido

tanto como uno quiera.

Densidad espectral discreta (peine de Dirac)

Consideremos la densidad espectral discreta de la Ec. (5.79),

)\2
Z w—wp) ——.
(2m, wy)?
En este caso queda
Z 2 cos(2wy t)
— 32m2ws

A2 cos(2w, t)
8m2wk

)

A2 cos(2wy, t)
Ri(p) = Y An Cos2ent)

2,2
2miw;

Y por lo tanto de las Ecs. (5.122) a (5.124) tenemos que

R12:R21:O>

A2 cos(2w, t)
=2, 32M?m2wh’

AN (w cos(2tw,) cos(2tw,) — an)
R22*ZZ 64 M4*m2m2wswb :
p i Wp Wn

Cuyas transformadas son

@12(1/) = @21(V) == O,

)\2
; 64 M2 m2wp (

Baalv Z Z 64 M4

Oy (v) = (v —2w,)+0(r+2wy,)),

2

A2 )\2
p ‘\n (—é(y)wrf—f-u;f((s(y—l—pr—an) +

22 6l
my, my we W,

+0(v—2w,+2w,) +0(v — 2w, —2wy) +§(1/+2wp+2wn))> :

(5.142)

(5.143)

(5.144)

(5.145)

(5.146)

(5.147)

(5.148)

(5.149)

(5.150)

(5.151)
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Ahora de las Ecs. (5.18), (5.97) y (5.103) tenemos que

R”(O)
2 P 2
ko= — M2 + Qren
(5.152)
2 A
=0 L .
ren +; 8M2mz2w:
Al igual que antes la primera condicién equivale a decir k2 > 0, en concreto
A 2
zn: SiPmra 02, (5.153)

Ahora, considerando la Ec. (5.17) y las Ecs. (5.149) a (5.151) vemos que 7y serd una suma
de deltas. Por lo tanto, es facil ver que si k es diferente de w,,, £ (w, +w,) y = (wn —wp)
para todo n y p, entonces v = 0. Siendo entonces esta la condicién sobre el k para la
estabilidad del sistema.

En este caso resulta que se pueden repetir las cuentas para temperatura arbitraria (los
resultados son considerablemente mas engorrosos) y comprobar que las conclusiones recién
expresadas no cambian. Se agregan términos extra a ®q; y P99, pero son todos deltas de

Dirac equivalentes a las obtenidas para 7' = 0.

Densidad espectral tipo ventana

Consideremos una densidad espectral dada por

K, si w; <w < ws
I(w) = , (5.154)
0, otro caso
donde k es una constante positiva.

En este caso R, y sus derivadas resultan tener expresiones mucho mas engorrosas que
en los casos anteriores, por eso no daremos la forma explicita de v a pesar de que es
posible hacer todos los calculos de forma analitica. Con respecto a la segunda condicion
solo enunciaremos las conclusiones.

De todas formas, k si resulta tener una expresion compacta

11
[ ( - ) +O2 . (5.155)

:2M2 w1 W9

Por lo que, la primera condicién queda

(5.156)

K 1 1
— - —> 02|
o (o ) > 0%

Ahora, resulta que ®q; es una suma de términos proporcionales a deltas, por lo que
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®11(2 k) serd nulo solamente si k es distinto de +w; y +ws. Por otro lado ®95 es una
suma de deltas, pero también de funciones signo, funciones escaléon y funciones continuas.
Considerando todo, resulta que ®92(2 k) serd nulo si k& cumple con alguna de las siguientes

condiciones

2w < k <w; —wa, (5.157)
wo —wy < k< 2w, (5.158)
k> 2w, (5.159)

k< —2uwp. (5.160)

Agregando a estas condiciones la ya mencionada de k # w; y k # wo, se tiene el sistema
completo de condiciones sobre el k que hacen estable al sistema (hacen el v nulo). Por
ejemplo, un caso particular seria si £ = 0, donde se cumple que k # +w; y k # +wy por
lo que ®1; =0 y que k cae dentro del rango de la Ec. (5.157) por lo que ®35 = 0. De este
modo v = 0 y el sistema es estable.

Por fuera de los rangos mencionados, 45 resulta ser una funciéon continua, por lo que en
este caso, con la eleccion adecuada de parametros, sucede nuevamente que uno se puede
acercar tanto a como quiera a v = 0.

En los tres ejemplos dados (I(w) continua, gaussiana y ventana) pudimos ver que con la
elecciéon adecuada de parametros se puede estabilizar el sistema que normalmente seria
inestable. Por otro lado, de ser « una funcién continua como en el caso de I(w) gaussiana
o el caso de I(w) una funcién ventana, uno puede hacer v tan pequefio como se quiera, y
por lo tanto suprimir el crecimiento exponencial dado por la amplificaciéon paramétrica.

Finalmente, recordemos de la primera secciéon donde resumimos los resultados clasicos,
que si consideramos los osciladores deterministas, como hicieron Wang et al., tenemos que
para que haya resonancia paramétrica la frecuencia de la perturbacion tiene que ser igual
a dos veces la frecuencia natural (6 1/n veces este valor con n un niimero natural). Por
otro lado, si consideramos osciladores estocasticos (que emulan mas fielmente la Ec. (4.14)
del factor de escala), vemos que para que haya resonancia paramétrica la transformada
de Fourier del ruido debe tener componentes en dos veces la frecuencia natural. Esta
diferencia sera significativa en lo que sigue, donde utilizando los resultados de este capitulo

reanalizaremos el caso gravitatorio.






Capitulo 6

Gravedad estocastica y

regularizaciéon dimensional

“Nothing in life is to be feared, it is only to be understood. Now

is the time to understand more, so that we may fear less”
— Maria Sktodowska-Curie

En este capitulo utilizaremos los resultados del modelo de movimiento Browniano para
estudiar el PCC en el marco de la gravedad estocastica. Usando regularizacién dimensional,
analizaremos las propiedades estadisticas de las fluctuaciones del tensor energia-momento
alrededor de su valor medio, y su eventual influencia en la expansion del universo. Para ello
calcularemos varias cantidades estadisticas de Q?(,x), para entender el comportamiento

del factor de escala a dado por

i+ Q*t,x)a=0. (6.1)

En analogia con el trabajo de Wang et al. [1] evaluaremos dichas cantidades en la métrica
de Minkowski para simplificar las cuentas. Mientras que la métrica tipo FLRW dada por
la Ec. (4.13) quedara tnicamente como fuente de la Ec. (6.1), como se muestra en el
Apéndice A.

Para nuestros calculos consideraremos campos escalares y fermionicos. Solo los campos

masivos contribuyen al valor medio del 7, pero como tanto los masivos como los no

v
masivos contribuyen a las fluctuaciones, analizaremos ambas situaciones. Al principio
asumiremos (Q?) > 0, a modo de poder comparar con el trabajo de Wang et al. donde
realizan esta suposicion. Luego, considerando los resultados del Capitulo 5, discutiremos
el caso opuesto ya que en general el signo de (%) depende del contenido de materia.
Para el andlisis que considera (Q?) > 0 utilizaremos, al igual que en el Capitulo 5, los
resultados de [25]. Por lo tanto la magnitud central a calcular es la transformada de Fourier

de la covarianza a separacién temporal, segun las definiciones de las Ecs. (5.8) y (5.9).

77
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Por completitud y para tener un panorama general de como fluctia a(t,x) calcularemos
también el valor medio de £2? y su covarianza a separacién espacial.

En este capitulo se usara la notacién g = det (gw).

6.1. Campo escalar

Como se vio en la Seccién 2.3, se usara la expansion en operadores de creacion y

destruccion dada por

d3k 1
b (t,x) = /(%)3/2\/%(

e R al e“””) , (6.2)

donde usamos la relacién habitual w = vk? +m?. Notar que la expansion anterior es
valida como soluciéon de la ecuacion de Klein-Gordon sélo para la métrica de Minkowski.
Como se menciond utilizamos esto como primera aproximacion.

Usaremos el lagrangiano con acoplamiento £ a la curvatura escalar dado por
L= V2|g| (9" 0.0 0,6 —m* ¢* + ER ). (6.3)

6.1.1. Valor medio de Q%(t,x)

Necesitamos una forma explicita del tensor energia-momento en funcion de los campos
si queremos calcular el valor medio y otras cantidades estadisticas de Q%(¢,x). En el
Apéndice B se deduce que el tensor de energia-momento para un campo escalar masivo en

Minkowski es

T, = 0,60,6(1—2€) — 2€60,0,0 +
(6.4)

o o7 ot )+ 4660).

Y por lo tanto las componentes diagonales que necesitamos para obtener Q%(¢,x) son

1 1

Ty = 5 (6% +m*¢?) + S (1 - 4€)(Vo)* — 260 Ao, (6:5)

T; =0100i0(1—-28) —2£00;0,0+

1 (6.6)
2 2 2 42 7

+5 (-4 (6* = (Vo)) - m*¢* —4¢0 (9 - A0))

donde V y A son los operadores (espaciales) habituales, gradiente y laplaciano, e indices

subrayados indican que no se suma sobre indices repetidos.
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De la Ec. (4.15), Q%(¢,x) en funcién del campo queda

(t,x) = 0 (2462 (1-36) ~ m? ¢ + 26 (VP +686-368)). | (67

De la Ec. (6.2) es facil obtener las derivadas del campo que necesitamos para calcular

explicitamente Q?(t, x)

dgk d3k/ &k a;rc’ eix(k’—k) + CAlk &k’ 6_ix(k+k,) +
¢ = // , (6.8)

) At (lT eza;(k-l—k') i aL Gy eix(k—k')

A A i (k! — ~ A . /
fxc aL ezx(k k) _ fy Qg € ix (k+k") _

d3k d3k’
/ / W . (6.9)

_ le( &le et (k+k) &Jlf( A eix (k—k')
AoAT ix (K —k) _ A oA —ix(kHE) _
d3]€ d3/{2/ ak Q. € ak Ak’ €
/ / K . (6.10)
_ &IT( le( iz (k+k') + CL fger el @ (k—k')
d3k
Ap= [ —S 0 (—k?) (ae*® + af ko) 6.11
o | () o ) e
AT iz (K —Fk) —ix (k+k')
d3k‘ A3k’ ak Ay € + ax agr e +
dAG = / / (—k2) | | (6.12)
+al aj, e B LGl Gy eie (R
27r 8 k ’ '

AAt im (K —k) PPN —ix (k+k')
d3k d3k’ (x Ay € +ax aw e +
b= // (_w2) . (6.14)

At A ; ' At A ’ Y,
+af af, eir kHE) gl Gy, efw (k=)

Ahora con las definiciones

Ak, K 2) = a af, e**=F) (6.15)
B(k, K, ) = ay Gy e = FHF) (6.16)

C(k, K, x) = af af, e'® *++) (6.17)



80 Gravedad estocastica y regularizacion dimensional

D(k, K, z) = a) ay e'®*F) (6.18)
y
Py(k, k) =2ww (1-38) —m? +2€ (k- K — k* + 3w?), (6.19)
Py(k, k) = —2ww' (1 -3¢) —m? + 26 (k- K =k +3w?). (6.20)
Queda
02 4WG// dgkdgk, o AP+ BR+C P4 DR, (6.21)

cuyo valor medio es (solo A P, sobrevwe)

<Q2> _ 47TG// d3kd3k;/ 3(k'—k) em(k/_k)@ww’(l—?)f)—

—m2+2§(k-k’—k2+3w2>>
I (6.22)
3 J @2np \ 7Y

. (2rG AR,y m?
_5131< 5 et 2T )

Donde en el tltimo paso empleamos regularizaciéon dimensional. Cabe recordar que

W

agregamos el parametro p para mantener las unidades correctas. A partir de ahora se dara
por entendido que las igualdades con expresiones d-dimensionales son en el sentido del
limite.

Para resolver las dos integrales que quedan consideremos un espacio euclideo d — 1
dimensional, donde d es la dimension del espacio-tiempo. Usando coordenadas esféricas
es posible simplificar la integral, como en la Ec. (C.14), ya que el integrando es funcién
tnicamente del médulo del (d — 1)-vector, por lo que la parte angular factoriza y queda
una integral radial facilmente evaluable.

Entonces, la Ec. (6.22) queda

() = QWG 4d/dQ/dkkd2< w—)

_ (47)3%(; 4fd/OO k2 2 2
= w | dk\/m@k +m?).

d—1
r 2

(6.23)

Donde dk es el diferencial del modulo de la parte espacial de k* y d€) es el diferencial

de la parte angular en esféricas, cuya integral, Ec. (C.13), es la superficie de una esfera
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en d — 1 dimensiones. La integral que queda por resolver debe separarse en dos, ya que

cada parte tiene una regién de convergencia (rango en d) diferente. Haciendo uso de la

Ec. (C.16), resulta

3—d d 1-% 4-d
<QQ>:2 Gmim s p F<2—d>. (6.24)

Ahora lo desarrollamos alrededor de d = 4 al orden mas bajo,

Gm* 1 m
0?) = — SR e i 4 2
(@) 50~ Tor (d—4+°g<g>>+0(d ) (6.25)
con
fi = e, (6.26)
_ L+ Mogam) ~ 123 (6.27)
0—4 27EM 5 g(4m) =~ 1.23. .

Se aprecia claramente la presencia del polo en d = 4, asi como la dependencia del término

finito con la masa a la cuarta.

Utilizando el esquema de substraccion minimal (descartamos el polo), obtenemos

7

(2%) = Gl log <m> , (6.28)

donde se sobreentiende que se absorbié una constante dentro del pu.

Notar que, como se vio en el Capitulo 2, el signo de (Q?) dependera de la relacién entre

los valores de m y de pu.

Ahora, de la Ec. (6.23), podemos ver facilmente el caso de m = 0

(07 = 276 [k <2w_ m)

3 (2m)3 w
AnG 4 [ e (6.29)
= d k k )
3(2m)d-1 H / [k

donde la ultima igualdad se obtiene de la Ec. (C.15).
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6.1.2. Covarianza

La covarianza se define como

Cov (Q(21), 0 (32)) = ({Q(21) — (Q*(x1) ), P(w2) — ((2))}) | (6.30)
donde los corchetes son el orden simétrico de operadores.

Notar que a diferencia de Wang et al. no normalizamos por la varianza, Ec. (4.24), ya que

en nuestro caso (donde no regularizamos con un cut-off) pierde sentido dicha normalizacion.

Para el caso tenemos que

Cov (92(x1), Q2(x2)> = —(F(x1,22) + F(x2,11)), (6.31)

N | —

donde

F(a,b) = (Q*(a) Q*(b)) — (2%(a)) (2*(b)) - (6.32)

Demostramos la Ec. (6.31) en el Apéndice C.
Nétese que el segundo término de F' es simplemente el valor medio de Q2 al cuadrado, ya

que el mismo no depende de z*,

23~d Gmd =8 A= (2 - g)

0% = ) )
(0?) o (6.33)
Luego, el primer término de F' lo obtendremos de
167r G? A3k d3ky d3ks A3k
02 02 //// 1 2 3 4 ey
(1) Q7 (z2) = 120 o s g os (V1+V2)7 (6.34)

donde solo se dejaron los términos que sobreviviran al aplicar el valor medio y donde

Vi = Gu, G, g af, ™ 2R w2 (kamks) Py (k) Py (K, k) (6.35)

Va = i, Gy A, Gy, '™ 1 tke) gio2 (stha) P (ko) Py (ks kea) - (6.36)

Los valores medios de V; y V5 estan dados por

<‘/1> = 53(1{1 — kz) 53(1(3 — k4) €izl(k2_k1)€i12(k4_k3) Pl(k’l, ]{?2) Pl(k37 k4) s (637)

(Vo) = (5%(ka — ks) 0 (ks — ka) + 0% (kg — ka) % (ks — ko)) x
(6.38)
X B_ixl (k1+k2) 6”62 (k3+k4) Pg(kl, ]{?2) Pg(k’g, ]{74) .
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Por lo que integrando las deltas queda

16 G2 Ak, Bk
(02 (1) Q(22)) = — //4 CR M+ 4Ty, (6.39)
wl w2
donde
Ty = Py(ki, ky) Pi(ko, k), (6.40)
TQ = Pg(kl, k’g) Pg(k'g, k’l) €_ix1 (k1tkz) 6ix2 (k1tkz) s (641)
Ts = Py(ky, ky) Py(ky, ko) et (krtha) giwa (kiths) (6.42)

Paralelamente notemos lo siguiente. De la Ec. (6.22) podemos escribir (Q?) como

<QQ> _ 47 G dsk

5 | 3 B (6.43)

Por lo que tenemos que el segundo término de F' se puede escribir como

2 167T2G2 d3k: d3k
(@) = I dam oy Palk B Pl )

wl Wa
(6.44)
16 7T2 G? // d3/{31 d3k’2
4 wl CUQ
Por lo que es directo que
2
Fwy,m2) = (1) Q(w2)) — (22)
(6.45)

(To + T3) .

167'[' G2 // d3k1 dgkfg
4(2

wl W2

Ahora, de las Ecs. (6.19), (6.20), (6.41) y (6.42) podemos escribir explicitamente la suma

L+Ts o (w2=21) (k1 +h2) <m4 (452 — 46+ 1) + 4m? (6 &€ -5+ 1) +

2wy wo W1 Wa
+dwiwy (11€ —66+1) + k; ';24m2 (—2¢2+¢)+
1 W2
+ 26m? (262 —€) + Zam? (262 - €) + (6.46)
W9 w1

8k ke (<38 +6) + 1207 (367 - €) +4wP (38— ) +

+ £8§2+k1 ko <3+ w1) (_452) +W4f2> :

Wo Wi Wa
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Colocando esto en la Ec. (6.45) tenemos

87T2G2 12
F(l’l,.ﬁﬂg) = WZCZIZ
=1

Donde las constantes son

Cy=m' (46 -4 +1),
Co=4m? (68 —5¢+1),
Cy=4(1162-6£+1),

04:—205 = _206 = —4m2 (252—5),

07:—§C’8:—209:—8<3§2—§),

Cio=—2Cy; =2Cp, =8¢&%.

Y para escribir las integrales primero definimos

ksin(|k| Ax) exp(—i vk? 4+ m? At)

L(, 5,7) :/0 dk (VieFm?)” aa?

k® cos(|k| Az) exp(—z’ vk? +m? At)

e ) :/0 o (VieTm2)’ Ax”

donde Az = |x1 — xa| y At =t; — ts.

Entonces, en el Apéndice C, demostramos que queda

L =167 12(1,1,1),

I, =167"12(1,0,1),

Iy =167%12(1,—1,1),

I =167 (I,(1,1,2) + I,(2,1,1))?,
Is = I = 16w 1,(1,1,1) I,(1,-1,1),

I; = 167 (I,(1,0,2) + 1,(2,0,1))?,

)

)

(6.47)

(6.48)
(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)
(6.57)
(6.58)
(6.59)
(6.60)

(6.61)
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Iy =TIy =167 1,(1,0,1) I,(1,-2,1), (6.62)
Lo =167 1,(1,1,1) I,(1,-3,1), (6.63)
I = —6477 (1,(1,1,2) + 1,(2,1,1)) (I,(1, —=1,2) + I,(2, —1,1)), (6.64)

Iy = 1672 (\/611,(2, 1,2) 4 1,(3,1,1) = V6 I(1,1, 3))2 +
(6.65)
+167° (4-2v6) 1.(3,1,1) (1(2,1,2) — 1,(1,1,3))..

Ahora como todo esta escrito en funcion de I, e I, con resolverlas tendriamos la covarianza
para un campo escalar en un intervalo espacio-temporal arbitrario. Pero resulta que es
muy complicado hacer el calculo en el caso general cuando m # 0. Entonces, en su lugar
obtendremos la covarianza para una separacion solo temporal, y luego para una separacion
solo espacial. En el caso no masivo las cuentas se simplifican considerablemente, al punto
de poder calcular la covarianza para el caso general de un intervalo espacio-temporal

arbitrario. Tanto para m = 0 como m # 0 veremos tres casos particulares de &, £ = 0,
£=1/6y ¢ =50.

Covarianza para el campo escalar no masivo

Es directo que cuando m = 0 las constantes de la Ec. (6.47) son

01202204:05206:07 (666)

Cy=4(1162-6£+1), (6.67)
2

Cr=-3Cs=~2Cy =8 (3¢2-¢), (6.68)

ClO == —2 Cll - 2012 = 852, (669)

por lo que solo nos interesaran las integrales I3, I, Ig, Iy, 1o, 111y I12.

Para el caso las integrales I, y I, se pueden hacer en general, quedando

a—fB

L(a, 8,7) = /0 Tk (kmﬂ sin([k| Az) exp(—i K| At))

2\ 3 (—a+B-1)
= (At Az T(a — B +2) (i At) =2 (1 - i;) x  (6.70)

X sinh((a —B+1) tanh1<|if|>>> JIAz)|(a—B+1),



86 Gravedad estocastica y regularizacion dimensional

00 ka—ﬂ
(e, 8,7) :/0 dk (M cos(|k| Az) exp(—i K| At))

2\ 3 (—a+6-1)
_Az ) “ (6.71)

— - ; —a+f—

X cosh ((a — 3+41) tanh™* (iﬁ))

En el Apéndice C mostramos explicitamente como quedan las integrales [y a Ij5. Al

reemplazarlas en la Ec. (6.47) obtenemos

32G% (3AL? + Az?)
F(xy,29) = Az? (18€%2 — 66+ 1) +
(o 22) = =575 (A — Ag2)S (A2® (18€7 =6 +1) 672
+ A (1026 - 346+ 3)) .
Que es par en Ax y At, por lo tanto
5 5 _ 32G*(3AP + Az?) . >
Cov (Q2(x1), D(x2)) = 977 (AF — A2 (Az* (1862 —6£+1) + -

+ At (10262 - 34£ + 3)) .

De acéa es directo evaluar para un intervalo solo temporal y para uno solo espacial
Ar =0y At #0

Cov (At) = -2 ¢ (102¢? — 34¢ +3) (6.74)
o - 3m2AR ' '
Az #0y At =0
32 G? 9

Notar que si queremos adimensionalizar estas expresiones con simplemente eliminar el
término G? de las mismas alcanza. Entonces todas las cantidades dimensionales van a estar
en unidades de Planck (recordemos que en unidades de naturales [p = tp = Ep' = \/@)
Mostraremos esto mas explicitamente cuando reobtengamos estos resultados como el limite

m — 0 del caso masivo.

Covarianza para separacién temporal (m # 0)

Primero estudiaremos el caso x; = Xo y t; # to, 0 sea Ax = 0 y At # 0. En principio

uno podria tratar de hacer el limite Az — 0 en I, y I, pero resulta que este limite solo
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estd bien definido para I,(«, 3, 1), concretamente

[a(aa 67 1) = CL(Q7 6)

lim
Axz—0

/oo " k*sin(|k| Az) exp(—i vk? +m? At)
0 (VieTm?)’ A (6.76)

= kot exp ( iv k2 —|— m? At)
- /0 dk

( k2—i—m2

Esto nos permite ya reescribir 8 de las 12 integrales.

I =167%I,(1,1)%, (6.77)
I, =167%I,(1,0)?, (6.78)
I3 =167 I,(1,—1)%, (6.79)
Is =Is = 1672 1,(1,1) I,(1,-1), (6.80)
Iy =TIy = 1672 1,(1,0) (1, -2), (6.81)
Lo =1671,(1,1) I,(1,-3), (6.82)

Para los otros casos el limite de las integrales I, e I, no esta bien definido por separado
pero las combinaciones que aparecen en las diferentes integrales (14, I7, I11 e I12) si tienen
bien definido el limite. Otra forma seria partir de las expresiones originales (Ecs. (C.30)
a (C.39)) y tomar desde el principio Az = 0. De ambas formas se obtiene el mismo
resultado. Mostramos esto explicitamente en el Apéndice C, donde también mostramos

que queda

L=0, (6.83)
Iy =0, (6.84)
In=0, (6.85)
Iy = 0T 1,(3,1)2. (6.86)
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Ahora para evaluar todas las integrales que no son nulas, tenemos que calcular fa(a, B)

. o0 kot exp(—i Vk? +m? At)
Tu(a, B) = / dk . . (6.87)
0 ( /K2 + m2)
Con el cambio de variables
=K 4m? — dk:ﬁ:’dw. (6.88)
Podemos reescribir fa €como
- o0 k~ —iw AL
7o) = / » ( exp(ﬁzlw ))
w
(6.89)

T dw (wl_ﬂ (w2 — mQ)% exp(—iw At)) :

m

Entonces de las Ecs. (6.77) a (6.82) y (6.86) las integrales concretas a realizar son I,(1,1),
I,(1,0), I,(1,-1), I,(1,-2), I,(1,-3) e I,(3,1). Mostramos cuanto dan estas integrales
en el Apéndice C). Al reemplazar estos resultados en la Ec. (6.47) queda

2G?*m?
972 At

F= (At (&2 (120m — 72m® AR) +

+£36m® At — 5m® Ar?) Ky (im At)*+

+24i (€2 (21m? A — 20) — £9m? AL + m? At?) (6.90)
x Ky (im At Ko (im At) — 4m At (€2 (18 m® At? — 246) —

— €(9m? AF —102) + m® At? - 9) Ky(im At)?).

Lo que a su vez nos da

Cov (Q*(21), Q*(32)) = 5 (F(1,22) + F(wa,21))

N —

G?>m?

T O AB (At (&2 (120m — 72m® AF) + £36 m® At* — 5m® At*) x

x (Ky(—im At + Ki(im At)®) + 241 (€ (21m* At* - 20) — (6.91)
— £9m? AP +m® Af?) (K (im At) Ko(im At) —
— Ki(—im At) Kyp(—im At)) — 4m At (€ (18 m*At* — 246)

— ¢ (9 m? At? — 102) +m? At? — 9) (Kg(—imAt)2 + Kg(imAt)Q)) :
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Para analizar casos especiales adimensionalizamos la covarianza con G?m® y usamos la

variable ¢ = m At, quedando

G(g(:rfﬁ - ggiﬂ ((52 (1209— 7293) +£369° — 593) X

x (Ki(=i9)® + Ki(i9)®) — 49 (£ (184" — 246) —

— £(99% —102) + ¢* — 9) (Ka(—ig)* + Ka(ig)?) + (6.92)

+24i (€2 (219° — 20) — £9¢° + ¢°) x

x (Ki(ig) Ka(ig) — Ki(—ig) Ka(—i 9)))

Comprobamos ahora que si hacemos el limite de m — 0 adecuadamente obtenemos el

mismo resultado que en la Ec. (6.74)

i 32 G?
nlmlino Cov = EPEUNE

El cual es también facilmente adimensionalizable,

(10262 - 34¢+3). (6.93)

Cov 32
= 10262 —-34€6+3 6.94
o 3w2&f( €7 346 +3), (6.94)

donde At = At/tp, y Ep es la energia de Planck y tp el tiempo de Planck.

En la Figura 6.1 mostramos la Ec. (6.94) para tres valores concretos de &.

1013

10°

10°

Cov/mp

10!

1073

10,7 ! ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 >

At/tp

Figura 6.1: Covarianza adimensionalizada en funcién de At, en unidades de Planck, para el campo
escalar no masivo

Si ahora vemos el caso masivo, para los mismos tres valores de &.
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Para £ = 0 (sin acoplamiento) queda

Cov 1 . .
G2 mg = - 9947T2 (592 (Kl(_lg)2 +K1<Zg)2) +

+4 (92 - 9) (Kz(—ig)2 + K2(ig)2) + (6.95)

+24i g (K (~ig) Ka(—ig) — Ki(ig) Ka(ig))).,

cuyo grafico se muestra en la Figura 6.2.

15 |

10 |- |

Cov/(G*m8) (x10?)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
m At

1 12 13 14

Figura 6.2: Covarianza adimensionalizada en funcién del pardmetro m At para un campo escalar
masivo y para £ =0

Para £ = 1/6 (caso conforme) queda

G(;:;B = 27gl5 - (9(10-3¢%) (Ki(~i9)* + Ka(i9)*) —

— 14 g (Ka(—ig)* + Kalig)?) +2i (39° —20) x (6.96)
x (K1(i g) Ka(ig) — Ki(—ig) Kx(—ig))),

cuyo grafico se muestra en la Figura 6.3.

Para £ = 50 (acoplamiento grande) queda

G(;(;:S = - 99517T2 (59 (35641 g> — 60000) (K1(—ig)* + Ki(ig)*) +
+4g (44551 g* — 609909) (K2(—ig)* + Ka(ig)*) + (6.97)

+ 244 (52051 g* — 50000) (K1 (i g) Ks(—ig) — Ki(i g) Ka(ig))),
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Cov/(G*m8) (x10?)
|

m At

Figura 6.3: Covarianza adimensionalizada en funcién del pardametro m At para un campo escalar
masivo y para £ = 1/6

cuyo grafico se muestra en la Figura 6.4.

100

< \/

3

Q _50 | -]
—100 | :

4 6 8 10 12 14 16 18 20
m At

Figura 6.4: Covarianza adimensionalizada en funcién del pardmetro m At para un campo escalar
masivo y para £ = 50

Vemos que en semejanza con lo obtenido en [1], la covarianza oscila con una escala de
tiempo de orden ~ 1/m. Por lo que el argumento sobre la inhomogeneidad del vacio,
en separacién temporal, se mantiene. Notar también como las expresiones divergen para
At — 0, al igual que sucedia en el caso no masivo (donde esto ya se veia de la dependencia

con 1/At®), como es esperable para la covarianza en coincidencia.
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Covarianza para separacién espacial (m # 0)

Veremos ahora el caso x; # Xg y t; = ty, 0 sea Ax # 0y At = 0.
En este caso el limite At — 0 en I, y I, es directo, simplemente eliminando los términos

exponenciales.

L k*sin(k Ax)
[a(avﬁvv) _/0 dk (\/m)BALL’V ’ (698)
o5 = [ ak | ot ) (6.99)

(\/k2 + mQ)ﬁ Az

En particular resulta que lo mas simple es resolver de forma escalonada. Primero hacemos
las integrales para los diferentes o que aparecen (1, 2 y 3), con Sy 7 genéricos. Luego,
dichos resultados generales se evaltian en los diferentes 5 que aparecen (-3,-2,-1,0y 1) y
finalmente se hace la evaluacién en los diferentes v (1, 2 y 3), al reemplazar los resultados
en la expresion de F'. Los resultados parciales del primer y segundo paso los mostramos en
el Apéndice C.

F' queda entonces

2G?m?
F(xqy,29) = 972 ALS (4m2 Ax? (52 (2 m? Ax? — 6) —&m? A:pz) Ko(m|Ax|)? +

+ (52 (8 m* Azt +40m? Az? + 96) —&4mt Azt +mt Ax4) X
(6.100)

x Ky (m|Az))? + 4m?Ax? (1282 = 6§ + 1) Ka(m|Ax])® +

+ 8m? (352 - f) Ko(m |Az|) Ky (m |Az|) |Aw|3) .

Por lo que la covarianza adimensionalizada con ¢ = m Az como variable es

a 3

= 9g§7r2 (492 (252 (92 _3) _ggg) Ko(lg))* +

G?m?
+ (862 (g* + 592 +12) — 4€g" + ¢*) Ka(lg])* + (6.101)
+4g° (1262 - 6£ +1) Ka(lg])* + 8 (3¢ - £) x

x Ko(lg) Ki(lg)) lgl*)

\

Notar que las funciones que aparecen, Ky, K; v K5 estan evaluadas en valores reales, por

lo tanto, no serén oscilantes como en el caso de separacion temporal (donde se evaluaban
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en valores imaginarios). Esto es consecuencia de la forma de las integrales, Ecs. (6.98)
y (6.99). Las mismas tiene senos y cosenos evaluados en el médulo del momento, en vez de
en la frecuencia w como en la Ec. (6.89). Naturalmente esta diferencia desaparece cuando
m = 0, como ya se vio al calcular ese caso.

Comprobamos ahora que, haciendo el limite m — 0, obtenemos el mismo resultado que
en la Ec. (6.75)

lim Cov = 3267 18 —6&+1 6.102
m1£>I10 oV = m ( f - f + ) y ( . )
el cual se puede adimensionalizar de forma idéntica que en el caso de separacion temporal.

En la Figura 6.5 mostramos este resultado para tres valores concretos de &.

10
10| — &=
— £=1/6
1073 | :
€ =50
107°

Cov/mp

1077

107

10—11

Aw/lp

Figura 6.5: Covarianza adimensionalizada en funcién de Az, en unidades de Planck, para el campo
escalar no masivo

Ahora, vemos los tres valores de £ para el caso de m # 0.

Para £ = 0 (sin acoplamiento) queda

Cov 2

GZmP  9gin? (92 Ki(|g])? +4K2(|9|)2)- (6.103)

Para £ = 1/6 (caso conforme) queda

Cov 1 9 9 9
oo~ g (497 (2974 3) Kollgl)* +

+2(5¢' +10¢° +24) Ku(lgl)* + 249" Ka(lgl)? = (6109

— 12 Ko(|gl) K1 (lg]) l9I°) -
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Para ¢ = 50 (acoplamiento grande) queda

Cov 1
G2m8 - 996 2 (120092 (3392 - 100) KO("QDQ +

+ (39602 g" + 200000 g + 480000) K1 (|g])* + (6.105)

+ 237608 g” K>(|g])* + 119200 Ko(|g) K1(|gl) lgI®) -

Los graficos para los tres valores de £ se muestra en la Figura 6.6.

100 |

10725 | | | | | | | |
4 6 8 10 12 14 16 18 20

m Az

Figura 6.6: Covarianza adimensionalizada en funcién del pardmetro m Ax para un campo escalar
masivo

Como se mencion6 anteriormente, se ve claramente que no hay oscilaciones como las
encontradas en el caso de intervalo temporal. La covarianza aqui es siempre positiva y decae
muy rapidamente con la separacion espacial. Por lo tanto, el comportamiento cualitativo
de la covarianza es el mismo tanto para m # 0 como para m = 0.

Como la covarianza en separacion espacial no serd necesaria para las condiciones de

estabilidad que analizaremos, no la estudiaremos en méas detalle.

6.1.3. Comparacién con regularizacion por cut-off

En esta seccion mostraremos como los resultados para la covarianza a separacion temporal
obtenidos por Wang et al. equivalen a los nuestros en el caso correspondiente (campo
escalar no masivo y con £ = 0), y cémo la diferencia aparente proviene del orden en el que
se realizan ciertos limites.

De la Ec. (6.74) para £ = 0, tenemos que la covarianza es

32G?

Cov=—1—.
v w2 A8

(6.106)
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Y de la Ec. (4.24) tenemos que Wang et al. normalizan la covarianza con la varianza

B Cov

. 1
X= 52 (6.107)
De la expresion de x
Y(At) = _ 16 (36 (—2 + M? At?) cos(M At) +
M3 At
+ (36 — 72 M A + 21 M At* — MO At®) cos(2 M At) +
(6.108)

+ 6 (6+2M At (=6 + M? Af?) sin(M At) +

+ M At (12— 8 M? A# + M* At) sin(2 M At)) ) ,

vemos que no han hecho el limite M — oco. Por lo que formalmente la relacion entre lo

que ellos calculan y lo que nosotros obtuvimos es

X O3 = Cov. (6.109)
M—o00
De [1] tenemos que
M G?
2 _
o= (6.110)

Por lo tanto

X g2 = 972 At8

+ (— A MO+ 21 At M* — 72 A M? + 36) cos(2 At M) +

(36 (At2 M? — 2) cos(At M) +

(6.111)
+6 (6 +2A¢ M (A M? — 6) sin(At M) +
+ At M (At M* = 8 A2 M? +12) sin(2 At M))) .
Ahora consideremos lo siguiente, si es cierto que
7 o —ax M\ __
Jim [ de (AeM) =0, (6.112)
para algin A, entonces podemos decir que, en el sentido de las distribuciones,
lim A=0. (6.113)
M — oo
Ahora, en general se tiene que
00 b
/ dAt cos(a M At) pol(M) e 2 = (6.114)
0
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d

/ AA sin(e M At pol(M) e = = (6.115)
0
donde a, b, ¢ y d son constantes y pol(M) es un polinomio cualquiera de M.
Por ejemplo
> 2 12 —AtM 54
/ dAT (36 A M2 — 72) cos(At M) e 3 = -2~ (6.116)
0 M
/°° dAE (2 A8 M® — 12 At M) sin(At M) e M = —]6\4 . (6.117)
0
Entonces en el sentido de las distribuciones
A}l_r)noo cos(a M At)pol(M) =0, (6.118)
Mhinoo sin(b M At) pol(M) = 0. (6.119)
De esta forma es directo que aplicando el limite M — oo queda
32G?
; 2

Que coincide con el resultado obtenido por regularizacién dimensional.

Este cdlculo nos muestra claramente la diferencia entre tomar el limite de coincidencia
manteniendo el cut-off finito, en lugar de evaluar la covarianza para puntos separados En
este ultimo caso la covarianza estd bien definida como distribucién, por lo que no necesita

de regularizacion y es divergente en el limite de coincidencia.

6.1.4. Transformada de Fourier de la covarianza

Como mencionamos al principio del capitulo, nos interesa la transformada de la covarianza
definida en la Ec. (5.8). Para obtenerla, en vez de tratar de calcularla directamente con
la expresién analitica de la covarianza, Ec. (6.92), vamos a ir un par de pasos atrds y
escribiremos F' en funcién de las distintas integrales I,, usando las Ecs. (6.77) a (6.82)
y (6.86). Queda

812 G?
9(2m)8

F(xy,29) = 16 72 ((11 I,(1,1)% 4+ Oy I,(1,0)? + Cs I,(1, —1)* +
+(Cs + Cg) I,(1,1) I,(1, =1) 4 (Cs + Cy) I,(1,0) I,(1,-2)+  (6.121)

FOOLA L0 -3)+ T2 1317).
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Como la integral I, para el caso tiene la forma

" o0 kott —iw At
Tu(a, 8) :/ dk;( eXp(ﬁ i )>. (6.122)
0 w
F' se puede reescribir como
2G2 —i (w1+tw2) At
Flay, ) = 55 / dkl/ sy f (K1, ko) et @12 AL (6.123)
T
donde
ki k3 ki k3 ki k3
f(wl,WQ):C ! 2+02k1k2+03i (C5+C6) ! 21+
W1 Wo W1 Wo W1 Wy
o (6.124)
ki k3 ki k3 ki k
+(Cs + Cy) —=2 + Chp —25 + Chg ——2,
w2 w1 WQ W1 Wa
Ahora hacemos el cambio de variables
([kal, [k2]) — (w1, v =wi+ws), (6.125)
dkydky —  |det(J)|dw; dv . (6.126)
Donde el médulo del determinante de la matriz jacobiana esta dado por
wy (v —w)
|det(J)| = (6.127)

Vw2 —m2) (v —w)? —m?)

Los limites de integracién en las variables originales eran |k;| € (0,00) y |ka| € (0, 00),
por lo que en las nuevas variables v y wy son w; € (m,00) y v € (m+ wy,00). Lo que

alternativamente se puede escribir como
wy € (m,v—m), (6.128)
€ (2m,00). (6.129)

Notar que la region de integracion es la misma, solo se invirtié la interdependencia de las

variables para poder llegar a la forma deseada.
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Con lo anterior, tenemos que F es

2G2 [ * —i (w1tw2) At
F(.Tl,IQ) = W/O dkl/() dk’Q f(wl,wg)e 12
2 2 o0 9] )
2O P [T vldet()] e — ) e
2012 ) (6.130)
=/, dy v At (9%2/ dw1|det(J)|f(w1,V—w1)>
:/Oodlje_iVAtCVOV,
0
donde
— 2G?* v—m
&w@y:wu—mng/ dewr |det(J)] flwr, v — wi) . (6.131)

Notar que se introdujo la funcién de Heaviside, 6(v — 2m), para tener el limite de

integracion inferior igual a 0 en la integral de v.

Ahora podemos escribir la covarianza en la forma deseada

Cov (QQ(x1)7QZ(x2)) — lim (F(xl,:@) + F(:ﬂz,:m))

’ (6.132)

— /OOO dv cos(v At) Cov(v).

Sélo las componentes pares tienen una contribucion, como es esperable ya que la covarianza

es par por construccion.

Nos queda por resolver la integral de la Ec. (6.131), para ello hacemos los cambios de

variable wy — g y v — u, dados por

g=—"-1, (6.133)

(6.134)

Los limites de integracién de w; son w; € (m, v —m). Lo que se traduce en g € (0,u — 2),

en la nueva variable. Por lo tanto Cov queda

S [ dgldet()] Fm (g + 1) (= g - 1)

Cov = 0(u — 2)
L (6.135)
:9(U—2)G2m7/0 dg K(u,g).
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Que adimensionalizado es

Cov u—2
o = B(u - 2)/0 dg K (u, g), (6.136)
donde
21/9(g+2)(g—u)(g—u+2)
K(u,g) = V o (62 (169" + (—32u + 64) g* +

+ (—8u? —96u +64) g* + (24w — 16u® — 64u) g+

+ 12 + 240® +120%) — £ (246" + (—48u + 96) g° +
+(—144u +108) g + (24u® — 108u + 24) g + 240’ + (6.137)
+ 120 — 12u) + 12¢" + (—24u + 48) g+

+ (120 = 72u + 60) g + (24u® — 60u + 24) g +

+ 12u2—12u+3).

Noétese que la integral de la Ec. (6.136), es en una region finita de una funcién sin polos,
por lo tanto, es necesariamente convergente. Sin embargo, su evaluacién, especialmente en
los limites, es muy dificultosa (la primitiva si tiene polos en los limites de integracién).
Debido a esto la resolvimos numéricamente. Presentamos los resultados en la Figura 6.7,
para tres valores concretos de &.

Noétese que solo las frecuencias con u = v/m > 2 tienen una contribucién, a diferencia
de la densidad espectral obtenida por Wang et al., Figura 4.3, donde las contribuciones
tienen una cota superior (en particular dos veces el cut-off). Mas adelante veremos cémo
esta diferencia produce distintas condiciones para la amplificacién parameétrica.

Ahora podemos ver el caso particular de m = 0, donde C} = Cy = C5 = Cs = 0, por lo

que f es

ki k3 ki k3 ki k3 ki ks
f(wl,OJQ) = 03 7_11 2_1 + (OS + Og) 1_22 + 010 ! _23 + 012 172
Wy Wo Wy W1 Wy w1 W2

(6.138)

Al igual que antes hacemos

(kil, ko)  —  (wi,v =wi +ws), (6.139)
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1071 | |

107 | -

Cov/(G*m™ u")
7

E 10-7 | _— £E=0 |
10| — =16
10—11 - 5 =90 N
0 2 4‘1 é é 1‘0 1‘2 1‘4

Figura 6.7: Transformada de Fourier adimensionalizada de la covarianza, a separacién temporal,
para un campo escalar masivo

dk’l dk’g — |d€t(<])| dwl dv , (6140)

donde |det(J)| = 1, por lo que queda

> —iv At 2G2 v
F(xl,xg):/o drve W/o dw; f(wi,v — wy)

(6.141)
:/Oodl/e_“’Atéa/,
0
con
o 2

Cov—2G / dw; f(wi, v — wy)
e wr) Wi 2 6.142
G/dw1 ot (304 + 60 (=) wn + (6.142)

+ 17 (328w - 20 (462 - 66+3)wi+ (42 —6€+3)w)!).

Resulta que en este caso la integral es simplemente un polinomio de wy, por lo que es

posible realizarla analiticamente, dando

— 207 G2
ov =
945 72

(10262 - 34¢ +3). (6.143)

Por la simplicidad de este caso también podemos realizar la transformada de la expresion
analitica de la covarianza, Ec. (6.74). Como es esperable, de esta forma se obtiene el mismo

resultado.
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Al igual que antes adimensionalizamos el resultado de la siguiente manera

Cov  2(v/Ep)
EE 94572

(1026* - 34¢ +3). (6.144)

Vemos esto para tres valores de ¢ diferentes en la Figura 6.8.

10"

107° |
1077}
—13 I I I I I I I
10 0 2 4 6 8 10 12 14
V/Ep

Figura 6.8: Transformada de Fourier adimensionalizada de la covarianza, a separaciéon temporal,
para un campo escalar no masivo

6.2. Campo fermiodnico
Para el caso del campo fermionico usaremos el lagrangiano dado por

_ ; (64" 9o — (0,0) &) = m . (6.145)

Y las expansiones en operadores de creacion y destrucciéon dadas por

b = Z/d3 - o 3Ek (cracr (k) e 4 df v, () 7)), (6.146)
b = Z/d3 - ) 3E (drac (k) € 5% e 1, (1) €57, (6.147)

donde consideramos la relacion habitual E, = vk2 + m?2.

En el Apéndice C indicamos las convenciones utilizadas para los operadores, las matrices

gammas y los espinores.
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6.2.1. Valor medio de Q%(t,x)

Al igual que con el campo escalar necesitamos una forma explicita del tensor energia-
momento en funcién de los campos si queremos calcular el valor medio y otras cantidades

estadisticas de Q2(t,x). De [19] tenemos que

T = j; (V7 0 + ¥ 7 00 = (9u0) Wt — (00) Y t0) - (6.148)

Por lo que es directo que las componentes diagonales son

<1/) Yo Ootp — (301@ Yo 1/)) ; (6.149)

OO_

I\D\N

%(@M R CIDEADE (6.150)

donde los indices subrayados indican que no se suma sobre indices repetidos.
Debido a la simplicidad del T}, se puede calcular el valor medio de 02 de forma directa.

De las expansiones en las Ecs. (6.146) y (6.147) es directo que

<¢ Y0 0010 /d3k/d3k‘/< m 1By <dr,k di’,k’> x

VE. Ev
x ek TR 5 (K)o vy (k’)) (6.151)
kEj .
Y como
((969) 10 ) = — (70 Oo) - (6.152)

Tenemos que

(Too) =) = =4 [ G5y (6.153)

De forma equivalente tenemos que

(17: 0) = / @ [ d?%:’( ” ngk (dpsedlyo )

% e—imkeixkz’ o, (k) Vi Ups (k/)> (6154)

21 k2
= A3k 22
(271')3 / Ek ’
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y
<(a§¢3) %@ = @%@@ : (6.155)
Por lo que queda
Bk k2

(Tyi) = —2/ (%)35;, (6.156)

Cuya suma €S

Bk Kk

> (pi) =2 (Ty;) = —2/ @ B (6.157)

Entonces queda que el valor medio de Q2 es

() =55 (0 + T )

(6.158)
_8nG Bk [ —2k%2 —m?
-3 (2m)? Ey ‘
Resolviendo la integral al igual que lo hicimos con el campo escalar, tenemos
o 871G ptd 2k? + m?
(@) =
3 (27T d 1 k2 + m2
(6.159)
B _25 dGmd =% i 2 g
B 3d
Expandiendo alrededor de d = 4, queda
(%) = Gmt (1 (6.160)
 3r \d—-4 & )’ '
donde
fi = e, (6.161)
1 1 1
¢= 7~ 5 + 5 log(dm) ~ 123, (6.162)

Utilizando el esquema de substraccion minimal (descartamos el polo), obtenemos

(%) = G3m4 log<m>, (6.163)

m 1

donde se sobreentiende que se absorbié una constante dentro del p.
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Nétese que el resultado tiene un factor —4 de diferencia con la Ec. (6.28), como es

esperable por el conteo de grados de libertad y el caracter fermiénico del campo.

6.2.2. Covarianza

Al igual que con el campo escalar, usamos la covarianza definida como

Cov (Q*(1), Q(12)) = = (F(1,32) + F(2,71)) (6.164)

N | —

donde

F(a,b) = (2*(a) *(b)) — (2*(a)) (%)) - (6.165)

Por lo que primero obtendremos la expresién de Q2 en funcién de los campos, en una

notacién conveniente para calcular (Q2(x;) Q%(z2)),

4G - - -
0? = 3 ( (w Yo Ootp — (301?) Yot + ¢y 0 — (aﬂb) Vi 1/1))
2 G (6.166)
i -
(99 0t = (9u) W) -
Reemplazando las expansiones de los campos queda
2 3 31./
02 — WZGZ//dk‘dSk EmE (AP, +BP+CPy+
VB By (6.167)
+DP—AQ—BQy—CQ3—DQy),
donde
A= dr,k Cr' k! (6168)
B=dyd . (6.169)
C= Cl,k Cr' k! (6170)
D=cld ., (6.171)
y
Py =0, (k) yupe (K) (=i k) e KD (6.172)

Py =, (k) yvm (K) (i k) ) e o F7F) (6.173)
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Py = ity (K) e (K') (=i k) €7 7F), (6.174)
Py = ity (K) v (K) (i k) er 7 K0 (6.175)
Q1 = v, (k) Yy (K') (=i k) e/ (6.176)
Q2 = Uy (k) v (K) (=i k) et B=F) (6.177)
Qs = U, (k) v up (K) (i k) €= ) (6.178)
Q4 = Ty (K) Y, v (K) (i k) €72 B (6.179)

Ahora, al calcular el valor medio (2%(z;) Q%(z2)) vemos que, de las combinaciones posibles
de operadores de creacién y destruccion, los tinicos términos que sobreviven son aquellos
de la forma BBy AD.

Escribiendo Q2(x;) Q2%(z2) solo con las componentes que sobrevivirdn, queda

4 2 A3k d3ky d3ks A3k
02 (21) () — s G Z //// 1 dPky ks d*ky m? "
1,72 27’(’ \/Ek1 Ek2 Ek3 Ek4

r3,T4

X (A12 D34 (Pl - Ql)lZ (P4 - Q4)34 + 4B12 BS4 (P2)12 (P2)34) )

(6.180)

donde el doble indice numérico indica el primer y segundo conjunto de indices {r, k} que

le corresponde a cada término, por ejemplo se tiene que Ays = dy, ky Cryks-
Y se utiliz6 también que
Py = Qs =20, () yuvw (K) (i k) e ") =2, (6.181)

Ahora, los valores medios de Bis B3y y A1s D34 son

<Bl? B34> = <d7”1,k1 dig,ksz37k3d14,k4> = 57‘17“2 57”37“4 53<k1 - kz) 53(1{3 - k4) ) (6'182)

(A12 D3s) = (dp, ke Cry ey Chy sy Al ) = Oramy Oy 63 (Kz — k) 0°(ky — ka) . (6.183)

Por lo tanto, integrando las deltas queda que

<Q2(x1)Q2(x2>> 47r G2 // Bk BPhy m?

o6 X
1,72 27T Elﬂ Ekz

(6.184)
X (Pt = Q1)12 (Py — Qa)o1 +4(P2)11 (P2)22) -

Al igual que sucedi6 con el campo escalar, nétese que si escribimos (€2?) como una integral,
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queda

() = 2”Gz// kA hy o () (P

1,72 Ekl Ekg

2 2in G G d3k dPky m
3 // 1C 5m2 5 (k1 — ko) (Po — Qs) (6.185)
T1,72 Ekl EkQ

227TG d3ky m
Z/ : 2(Py)1

271' (27)3 By, Ek1

Y por lo tanto tenemos que su cuadrado es

22_ 4’/T G2 dkldSkgm
(22 = = O G B, B (P (Po)). (6.186)

Lo que hace que F' se reduzca a
2
Fw, ) = (Q(21) @ (22)) — (27)

47T G2 d3k1 d3/{22 m
= . P _
7"127;2 // 27T 6 Ekl Ek2 ( 1 Ql)lQ( 4 Q4>21

(6.187)

En el Apéndice C mostramos que esto se puede reescribir de la siguiente manera

<QQ(:L'1) Q2(x2)> . <Qg>2 _ _47T;G2 // d3<]{;217:;2k52 f(kla k?) —i(x1— 12)(k1+k2)’ (6.188)

donde

2

ki, ko) = — X
f( ! 2) Ek1 (m+Ek1)Ek2 (m—i—Ek2)

X <(AE1 k’1Z (m + E]CQ) - AEQ k2z (m + Ekl))Q +

(6.189)
+ (AB K[ (m+ By,) — AB Ky (m+ Ey,) ) X
x (AE Ky (m + Ey,) — AB Ky (m + Ek))> ,
y donde se utilizé la siguiente notacion
K =kig—1ikiy, (6.190)
K1+:klx+ik1y, (6191)

K27 - kgz - ’ikgy, (6192)
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Ky =kyp+ikay, (6.193)

y
AE, =m+ Ey, — Ey, | (6.194)
AEy =m — Ey, + Ey, . (6.195)

Solo hasta aqui es posible llegar manteniendo el caso general de masa cualquiera y de
una separacion espacio-temporal arbitraria. Por otro lado, si miramos casos particulares es
posible resolver las integrales pasando a esféricas, para primero integrar en las variables

angulares y luego en las radiales.

Veremos primero el caso de separacion temporal con m # 0, y luego para el caso de m = 0
bastara con hacer el limite. No veremos la situacién de separacion solo espacial para m # 0,
ya que es muy dificil regularizar las divergencias que aparecen. Aunque la expresion final
sabemos que es convergente, los términos parciales que hay que integrar tienen divergencias
que, aunque se deberian anular entre si, en la practica complican enormemente el calculo.
Por otro lado, si tomamos m = 0 desde el principio es posible hacer las integrales con
un procedimiento idéntico al que mostraremos para el caso de separacién temporal. Pero
como esta cantidad no es de interés para el analisis que queremos hacer, solo daremos el

resultado final.

Covarianza para separaciéon temporal

Como para este caso la exponencial no depende de las variables angulares, se pueden

hacer las integrales angulares de f pasando a esféricas

<Q2(gg1) QQ(x2)> _ <Qg>2 _ 4;?22:;62 // By By f(kr, ko) o~ At (Ei, + By )

471'2G2 o0 > —

></07T0192/07rde1 /OZWd@/OZWd(bl\J]f(kl,kQ)

— /Oo dkl /OO de e—iAt(Ek1+Ek2)A7
0 0

(6.196)
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donde

A L [ [ s ik 0 )

4G?ki k3
- G ki ki <k12<2k22+m2—\/k12+m2\/k22+m2)— (6.197)
972 /i + m? /K +m?

— <k§+m2) (\/kf+m2\/k22+m2—m2>).

Por lo tanto, queda

A2 (2 k2 k2 7iAt(Ekl+Ek2)
F(l’l,l'g): —M/ dkl/ dkg 12 € X
9 \/kf+m2\/k22+m2

< (0 (205 4 m? = iE i ) - (6.198)

— (k22+m2) (\/k12+m2 \/k22+m2 —m2)>.

Al expandir el integrando se tienen 7 términos con dos posibles formas

k b —iAt (Ekl +Ek2>

/ dkl/ Ay F
\/k2—|—m2 VK3 +m?2
a-1 b—1
_/ dElﬁ/ dEk;2< _m2) <m) e—lAt(Ek1+Ek2)7

(6.199)

/OO dkl /Oo dk'Q kla k2b e—iAt (Ek1+Ek2>
0 0

00 0o a—1 b—1 )
— / dEkl/ dE’],C2 Ek1 Ek2 (\/W) <\/W) e—z At (Ekl +Ek2) ,

donde se utiliz6 el cambio de variables dk = m dF.

(6.200)

Como es habitual las integrales no son convergentes, pero se pueden regularizar facilmente

usando At — —i A7 + At. En concreto las 4 integrales particulares que aparecen son
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I - /oo dE, ( /EkQ 2 et (AtiAT)Ek>

m

6.201
_imKy(m (i At + A7) ( )
B At —i AT ’
Ib — / dEk << /Ek2 . m2> el (At—’LAT)Ek>
(6.202)
B _3m2 Ky(m (i At + AT))
(At — i AT)? ’
IC _ /oo dEk <Ek /Ek? —m2 6_1‘ (At—iA’T)Ek>
" 6.203
_im?® Ky(m (i At + A7) ( )
N At — i AT ’
I, = / dE, (Ek ( /EkQ _ m2> et (At—i AT)Ek>
(6.204)
_ 3mPKa(m (i At + A7)
N (At — i AT)? ’
donde K, (z) es la funciéon de Bessel modificada del segundo tipo.
Por lo que F' queda
2G? 2 2 4
Flay,x) = 5 (4141 +2m I I, — AL Iy — Am* I, I, — 2m" I, I,
1GEm! (m2 (At — i AT)? K1 (m (i At + AT))*+
~0-2(; 1 —taT) A T
972 (i At + A7) (6.205)

n (6 —m? (At — iAT)z) Ky(m (1 At + AT))2)

4G2mt . 9 5 A2 » )
= 9TAf (m At Ky (im At) —|—(6—m At )KQ(zmAt) ),
T

donde en la tercera igualdad se hizo el limite A7 — 0.
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Y la covarianza entonces es

F(At) + F(—At)
2
2G*m* . |
= orpg (A (Ki(—im AD + K (im A1) + (6.206)

+ (6 —m? A?) (Ka(—im At)* + Kp(im At)?)).

Cov =

Usando la variable g = m At y adimensionalizando la covarianza queda

Cov 2 9 o o
GZm8 ~ 9gin? (g (Kl(_lg) +Ki(ig) )_ (6.207)
- (92 - 6) (Kz(_i 9)? + Ky (i 9)2>) :
El caso de m = 0 se obtiene haciendo el limite,
, 32 G?

Vemos que coincide con la Ec. (6.74) salvo por un factor numeérico, concretamente
3 Covy(At) = Covy(At), donde los subindices ¢ y ¢ indican campo fermiénico y campo
escalar respectivamente. Por lo tanto, cuando m = 0, la transformada de Fourier de
la covarianza para el campo escalar (en ¢ = 0) y para el fermiénico tendran igual

comportamiento cualitativo. El grafico para el caso m # 0 se muestra en la Figura 6.9.

41 ]
o 2 —
S
— \_/
NS _2 B N
S
P 2
o
@

-6l a

_8 | | | | | |

2 4 6 8 10 12 14 16
m At

Figura 6.9: Covarianza adimensionalizada en funcién del pardmetro m At para un campo fermiénico

Finalmente mencionaremos que si tomamos m = 0 desde el principio, las integrales para

el caso de separacién espacial, se pueden hacer con un procedimiento idéntico al usado en
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esta seccién. Haciendo esto se obtiene

32G?

COV(AZE) = m .

(6.209)

Notese como a diferencia del campo escalar, se obtiene lo mismo que a separacién
temporal, Ec. (6.208). Y si lo comparamos con el resultado correspondiente para el campo
escalar (m =0y £ = 0) se tiene Covy(Az) = 3 Covy(Ax).

6.2.3. Transformada de Fourier de la covarianza

Al igual que con el campo escalar partimos de una expresion integral de F', en particular
usando las Ecs. (6.196) y (6.197) tenemos que

472 G? oo 00 - ~
F (21, 5) = —L/ dk:l/ dky e~? 8t (ButEi ) F (6.210)
972 Jo 0
donde
21,2
F=— k1k22 <k12<2k22—|—m2—\/k12+m2\/k22+m2)—
2 2
- (i) (Vi i ) )
Con el cambio de variables dado por

(|k1|7 |k2’) — (Ek’u V= Ek1 + Ekz) ) (6212)
dki dky — |det(J)| dEy, dv . (6.213)

Y las relaciones

ke| = /E2 —m?, (6.214)

ko| = \/(v — By,)* —m?2, (6.215)

Ekl (V - Ekl)

(B8 =) (@~ B =),

|det(J)| = (6.216)
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Queda

4 2 M2 00 0o ) .
F(J:I’IQ) = —ﬂ-G/(\) dkl/o dk,Q e—ZAt(Ek1+Ek2)f

972
472 G? -
=2 [aB [dvider()] fet
m
o (6.217)
. 42 G A
:/dye—zl/At (_ 791-71—2 /dEkl |det<<])’f>

= /du e~ AL Coy

Ahora, los limites de integracién en las variables originales eran |kq| € (0,00) y |ka| €
(0,00), por lo que en las nuevas variables v y Fy, son Ey, € (m,00) y v € (m+ Ey,,00).

Lo que alternativamente se puede escribir como

Ey, € (m,v —m), (6.218)
v e (2m,00). (6.219)
Queda entonces
F(xy,29) = /oo dve VAt Cov | (6.220)
0
con
— 42 G? v—m <
Cov = ————8(v —2m) /m A By, |det(J)] f(kr, ks) (6.221)
Al igual que antes, llegamos a la forma requerida por la Ec. (5.8) para la covarianza
1
Cov (Q(1), Q(x2)) = 5 (Flan,2) + Fwy, 21))
(6.222)
= / dv cos(v At) Cov .
0
Ahora, con el cambio de variables dado por
E
g=—"2_1, (6.223)
m
v
=—. 6.224
u=" (6.221)

Tenemos que, de los limites de Ey, € (m,v —m), los limites para g son g € (0,u —2). Y

usando las relaciones
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kol = mflu—g =1~ 1, (6-226)
queda
. 4 2 2 u—2 ~
Cov — — g f O(u — 2)/ dg |det(J)| f(k1, k2)
m 0
(6.227)

u—2
ze(u—2)G2m7/0 dg K (u,g),

Que adimensionalizado es

C/B;/ u—2
I 9(u—2)/0 dg K (u, g), (6.228)
donde
4
K(u.g) = 5sgnlg —u+1)/g(g+2)(g —u)g —u+2)

x (29" =49’ (u=2)— (u=1*((g+ Dlg—u+1|—1) + (6.229)

+2g(u—-2)(9+]|g—uv+1+2u—-1) -

—2¢%((g+ D lg—u+1|—u(u—6)u—5)).

Al igual que antes, es muy dificil hacer la integral analiticamente, por lo que la hacemos
numéricamente. El resultado de esto se muestra en la Figura 6.10
Finalmente recordamos que, para el caso no masivo, la covarianza (salvo un factor

numeérico) es igual a la del campo escalar (con € = 0). Entonces la transformada tendra

también el comportamiento mostrado en la Figura 6.8.

6.3. N campos

Todos los resultados obtenidos hasta ahora son facilmente generalizables al caso en que
tengamos N campos escalares o fermiénicos no interactuantes, no necesariamente con

igual masa.
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Cov/(G*m™u") (x10%)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

u

Figura 6.10: Transformada de Fourier de la covarianza para el campo fermiénico
Usando que la accién total es la suma de las acciones
N
S = Z S . (6.230)
=1
Se obtiene que Q%(¢,x) es

N
Q*(t,x) => Q7. (6.231)
=1

Luego, por la linealidad del valor medio, queda

() =3 (2?). (6.232)

=1

Ahora para obtener la varianza usamos que

N N
Q' =>">Y 007, (6.233)

m=1 =1
() = 33 (0702). (6.234)
Queda entonces

ot = () - (07 = 32 3 ((0792) - (97) (92). (6.235)

Si ahora separamos la suma doble, en los términos con indices iguales y con indices dife-

rentes (equivalentes a los términos de la diagonal y fuera de esta, viéndolo matricialmente),
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queda

_ ﬁ; <<Ql4> _ <Q,2>2) n l; ((2a2) - (o) (a2)) (6.236)
IR

N

od = ({91 - (28)). (6.237)

=1

Donde se us6 que los operadores de campos diferentes conmutan, i.e.

(i, G, iy B, ) = (e, i, ) (biey B, ) = 0° (k1 — k)% (ks — Ky), (6.238)

donde ay (al) v by (bl) son los operadores de destruccién (creacién) de dos campos
diferentes.

Con lo anterior es directo obtener F,

F(a,b) = (9*(a) Q*(b)) — (2(a)) (2*(b))

> (2@ Qnd) = (@) (2n0))) (6.239)

11

Il
WE

m

—_

-

(02(a) O2(b)) — (2 (a)) (D)) -

Y luego la covarianza sera la suma de las covarianzas

o~

1

COV .1'1, iL‘Q 5 2: (< (33'2)> + <Ql2(x2) le($1)> -
= (6.240)
— (2 (21)) ((w2)) — (2 (x2) ) (U (1)),
Cov(xy,x9) = ZZ: Cov(xy, z2); - (6.241)

Donde se us6 de nuevo que operadores de campos diferentes conmutan. Naturalmente

por la linealidad de la transformada de Fourier, la expresion anterior es valida también
para Cov.

Si ahora los campos son idénticos, los resultados anteriores se reducen a
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(%) =N (Q2), (6.242)
o2 = Nobs, (6.243)
Cov(xy1,2) = N Cov(zy, x2); . (6.244)

Donde i indica el valor para un solo campo.

6.4. Influencia sobre la expansién del universo

Como se discutié en las Secciones 4.2.1 y 6.1.1, el signo de (2%) no est4 a priori determinado.
En particular, para el caso de regularizacion dimensional, dependera de los valores de m y
w1 utilizados, o sea, del contenido de materia.

En el caso de que (Q2?) > 0, la Ec. (6.1) es la de un oscilador arménico usual. Esto
es lo que presuponen los autores de [1]. Ellos encuentran que al utilizar regularizacién
por cut-off ocurre el fenémeno de resonancia paramétrica débil, por lo que obtienen un
factor de escala que crece exponencialmente. Pero al mismo tiempo dicho crecimiento esta
suprimido exponencialmente por el cut-off elegido. Cabria entonces preguntarse si ocurrira
lo mismo en regularizaciéon dimensional. La condicién de resonancia paramétrica débil
presentada en la Ec. (4.41) requiere de analizar el espectro de frecuencias que contribuyen
a 2. Como para el caso de regularizacién dimensional las cantidades de las Ecs. (4.43)
y (4.44) son divergentes, se dificulta seguir dicho andlisis. Por eso, usaremos el criterio
dado por la Ec. (5.7), donde se utiliza la covarianza, que es convergente, para determinar
el comportamiento cualitativo del oscilador armonico.

Luego estudiaremos el caso (%) < 0, donde la Ec. (6.1) es la de un oscilador invertido,

basandonos en los resultados del Capitulo 5.

6.4.1. Condicién para frecuencia positiva

Para poder analizar la condicién de estabilidad dada por la Ec. (5.7), primero debemos

llevar los resultados de este capitulo a la forma adecuada.

Reescribimos la Ec. (6.1) de la siguiente manera

i+Q%a=0, (6.245)

i+ (0= (2*) +(0%)a=0, (6.246)
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i+ a(0?) (1 + W) —0. (6.247)

Ahora, si asumimos que (Q?) > 0, la Ec. (5.6) es equivalente a la Ec. (6.247) para 3 = 0.

Por lo que, comparandolas, tenemos los siguientes mapeos

wy +— (), (6.248)
1
¢ Ty (6.249)
£(t) +— Q2 = (0?) (6.250)
R(t —t') +— Cov(At). (6.251)
Entonces
S(w) = /0 T do R(o) ¢ = /O ~ do Cov(o) é¥7 . (6.252)

De las secciones anteriores, tanto para el campo escalar como el fermiénico, tenemos que

Cov(o) = /OOO dv cos(v o) Cov(v) . (6.253)

Por lo que S se puede escribir como

S = /OOO dl//oOo do Cov(v) cos(v o) e'“?
= /OOO dv Cov(v) /OOO docos(v o) e (6.254)
= /Ooody Cov(v)I,.
Donde

Id:/ docos(vo)e'“”
0

) . (6.255)
_O(w—v)+0(w+v)
2 Y

y donde O es la funciéon de Heaviside, cuya transformada es

0(w) = [~ dro(r) et = ; +row). (6.256)
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Por lo que queda

I; = (6(w—u)+(5(w+u))+;( ! + ! )

w—v w+v

w\:i

(O(w—v)+d(w+v))+ tw

w\:

w2 — 2’

Volviendo a S tenemos que

S_/OO"d,,CNOV(V)(g(é(w+u)+5(u—w))+ in )

= g CAO/V(w)+/OOOdV(C/a/(I/) L >

w? — V2

Si ahora definimos

]N(w):iw/oooduéovv(y)

W2 _ 2
donde asumiremos que el resultado de la integral es un ntimero real, queda
7"' —_—
S = B Cov(w) + I(w).

Tomando la parte real y evaluando en 2wy tenemos

Re(S(2wp)) = Re (g Cov (2 <Q2>)) .

Considerando la Ec. (5.7), tenemos que la condicién es

0> 6&(2 <92>),

y como para N campos tenemos que

N
Cov(zq,x2) ZCOV x1,T2);

Queda finalmente

N

0> ZZGHV (2 b <Q2>i) .

(6.257)

(6.258)

(6.259)

(6.260)

(6.261)

(6.262)

(6.263)

(6.264)

Como se vio en la Seccion 4.2.2, cuando se tiene un péndulo con frecuencia variable en el

tiempo es posible resolver sus ecuaciones de forma perturbativa. A primer orden se obtiene

que el fendémeno de resonancia paramétrica ocurre si la frecuencia externa es dos veces la

frecuencia natural del péndulo. Luego, a orden n se obtiene que la frecuencia externa debe

ser dos veces la frecuencia natural dividido n. En analogia con esto, conjeturamos que lo

mismo en valido para el caso del oscilador estocastico. Entonces, la condicién para orden
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n sera

0> znj Cov (i 3 (Q%) : (6.265)

=1 7

Ahora que tenemos la condicion de estabilidad escrita para el PCC con frecuencia positiva,
podemos analizar dos situaciones. Primero estudiaremos bajo qué condiciones se puede o
no tener estabilidad, lo que equivaldria a “resolver” el PCC haciendo cero la constante
cosmologica. Y segundo veremos bajo qué condiciones se tiene resonancia paramétrica

débil, en analogia con el trabajo de Wang et al.

Condicion de estabilidad

De la seccion de la transformada de Fourier de la covarianza para el campo escalar y el
fermiénico, sabemos que para los dos tipos de campos se tiene el mismo comportamiento
cualitativo. La trasformada es cero para frecuencias menores o iguales a 2m, donde m
es la masa del campo en cuestién, mientras que para frecuencias mayores crece muy
rapidamente y se mantiene positiva. Por lo tanto, de la Ec. (6.265) es directo que la

condicion de estabilidad pasa a ser

> (), < man®, (6.266)

7
donde my, es la menor masa entre todos los campos, escalares o fermidnicos, que se
consideren. Notese que, si hay al menos un campo no masivo, la condicion es que la suma
de frecuencia debe ser menor o igual que cero (recordemos que la condicién limite también
provee estabilidad).
Entonces, de las Ecs. (6.28) y (6.163) se deduce

G 4 my my mp 2 92
3 (Zf:mf 10g<ﬂ> _ZT log m < Mpin N (6.267)

b
donde los subindices f y b indican suma sobre campos fermiénicos y bosénicos respectiva-
mente.

Finalmente, adimensionalizando queda

1 A (mf> my (mb> o M2
— mylogl — | =) —>log|— || <3mn"—5%, (6.268)
m}% (zf: f L Z 4 L 2

donde mp = 1/v/G es la masa de Planck.
Si primero consideramos el caso de my;, = 0, es directo que la condiciéon nunca se va

a cumplir (por hipétesis el lado izquierdo de Ec. (6.268) es positivo). Por lo tanto, si se
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tiene al menos un campo no masivo el sistema serd inestable.

Si ahora consideramos My, # 0 podemos tomar la condicion de la Ec. (6.268) como una
cota inferior para n. Pero, si usamos valores del orden del modelo estandar, se vuelve una
cota trivial, ya que con n = 1 la condicién se cumple y hay estabilidad. En particular si
estimamos el lado izquierdo con la masa mas grande del modelo estandar, da que la cota

inferior para el n en orden de magnitud es

4
P~ 1073 <, (6.269)

2 2
v Mp

m

m

donde my,, = 102 GeV (quark top), m, = 1072 GeV (neutrinos) y mp = 10" GeV.

En conclusién, tenemos dos situaciones bien diferentes. Si la masa minima es 0, el
sistema serd siempre inestable (salvo que el lado izquierdo se anule, como por ejemplo en
supersimetria). Por otro lado, si la masa minima es distinta de 0, se tiene una condicién
de estabilidad para el n, que como vimos es trivial para el modelo estdndar (se cumple
para n = 1).

Por ultimo, nétese el contraste con la condiciéon encontrada por Wang et al., Ec. (4.49),

M? < 6rn*mp, (6.270)

donde M es el cut-off. Recordamos que la Ec. (6.270) es la condicién para que haya
resonancia paramétrica. Por lo que como condicién de estabilidad da una cota superior al
n, en particular se tiene M /mp > /67 n. Es por esto que ellos piden que M >> m,, a modo
de tener un n grande que les permite suprimir el crecimiento exponencial. El hecho de que
las condiciones encontradas para el n sean opuestas es consistente con una comparacion
de la Figura 4.3 con las Figuras 6.7 y 6.10, donde se observa que son complementarias.

Mientras una llega hasta 2 M, la otra parte de 2m.

Condicién de amplificacion paramétrica débil

De la Ec. (6.268) vemos que la condicién para tener amplificacion paramétrica débil, o

sea, que el sistema sea inestable pero se esté muy cerca del limite de la condicion, es

2

1 4 my m mp 9 Mg
— m log() -y —~log| — || 23mn" —5~. 6.271

b fitogz

Tanto si My, = 0, como si My, # 0 (pero del orden de las encontradas en el modelo
estandar) tenemos que el lado derecho es < 1. Por lo tanto, la condicién nos esta diciendo

que si queremos un crecimiento exponencial débil, el lado izquierdo de Ec. (6.271) debe
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ser < 1. Considerando el modelo estandar completo, de [15] tenemos que
n; mj m;
; f m% log(ﬂl> =7.11x 107", (6.272)
donde ny = —1 (bosones), ny = 4 (fermiones) y n,, = —3 (vectores masivos). Esta expresion

es equivalente al lado izquierdo de la Ec. (6.271) pero con campos vectoriales incluidos.
Pareceria entonces que se cumple la condicion, pero nétese que el lado izquierdo deberia
ser ~ 107122 para suprimir el crecimiento la cantidad justa y obtener asi el valor medido
de la constante cosmoldgica. Por lo tanto, en este caso estamos en la misma situacion que

en el PCC original, discutido en el Capitulo 1.

6.4.2. Condicién para frecuencia negativa

Para analizar este caso nos apoyaremos en lo obtenido en el Capitulo 5. Nuevamente
reescribimos la Ec. (6.1) para llevarla a una forma que nos permita compararla con la
Ec. (5.11)

a+0%a=0, (6.273)

i+ ((2*)+¢")a=0, (6.274)

a+(Q?%) (1 + <g;>> a=0, (6.275)
donde £” = Q2 — (Q?).
Entonces el mapeo es

—wg +— (%), (6.276)

£ ¢ (6.277)

{22 '

Al igual que con el andlisis del movimiento Browniano, siguiendo las definiciones de [28],

tenemos que

o® = (&) = () ()" (6.278)

= (6.279)
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R"= 2 - , (6.280)
€ )
c 1 t c I t/ R////
R™ = (€ ) ) _ L (6.281)
CORS
0} = — <§22>_2 R! . (6.282)
donde R)" = Cov(xy,73) = <{§”(x1),§”(x2)}>, que es la covarianza calculada en este
capitulo para el campo escalar y fermiénico.
Primera condicién de estabilidad
La primera condicién, Ec. (5.12), es
R// 1
P |t—0 _ " Q2 )
o7 >y = Byl < (0. (6.283)

Como ya mencionamos anteriormente, todas las expresiones que calculamos para la
covarianza divergen en coincidencia, por lo que una evaluacién directa de la primera

condicion no es posible. Para subsanar esto, consideremos la metodologia de smearing

utilizada en [32]. Simplemente por anlisis dimensional sabemos que
G2
"

R)(0) o (6.284)
donde o es la escala de smearing.
Por lo tanto, la condicién queda

G2
(%) — e —5 >0, (6.285)

y del cdlculo realizado para los campos escalares y fermiénicos tenemos que (%) va como

la masa a la cuarta del campo considerado, por lo tanto

G2
el = — [ea| m* G >0, (6.286)
o
donde ¢; y ¢y son dos constantes adimensionales y negativas por hipétesis.
Como mp = 1/ VG y considerando a la escala de smearing como la escala de Planck,
o~ 1/mp, queda

4

x| m2 = |es] —5 > 0. (6.287)
mp
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Que reescribimos como

4
I?; > % (6.288)
2 P

donde el término m*/mp se debe entender como la suma de todos los términos correspon-

dientes para los campos considerados, concretamente

m! 1 my myp 4 m
o (2417 log(lu> - zfjmf log(lj)) . (6.289)

4
mp  mp \ 5

Como para todas las masas del modelo estandar m < mp y si el lado izquierdo de la
Ec. (6.288) es de orden 1, la condicién se cumple automéaticamente. Esto nos dice que el
ruido esta logrando estabilizar el “oscilador”, haciendo que pase a comportarse como un

oscilador tradicional en vez de uno invertido.

Segunda condicién de estabilidad

Primero recordemos que, de la Ec. (5.18),

K= () - Ry . (6.290)
Por otro lado, de las Ecs. (5.17), (5.19) y (5.20) tenemos que
¥~ Oy~ Ry~ Ry (6.291)

Por lo que v va a ser mayor que 0 si f{ij es distinto de 0 en la frecuencia 2k, lo que
equivale a que R;; tenga componentes en 2k (que es positivo y real de cumplirse la primer
condicién).

La transformada de Fourier de la derivada cuarta de Ry (~ évov) es distinta de 0
para toda frecuencia mayor a 2 mpyq, por lo tanto si queremos que se cumpla la segunda
condicién, Ec. (5.13), 7 < 0, tenemos que se debe cumplir k& < myy,.

Entonces, de lo visto para la primera condicion, queda que la segunda condicion de

donde nuevamente el termino m?*/mp esta dado por la Ec. (6.289).

Acé notamos inmediatamente que si My, = 0, 0 Si My, # 0 pero muy pequena (e.g.
neutrinos), esta condicion serd opuesta a la primera, o sea, que para el modelo estdndar no se

cumplira y el sistema serd inestable. De todas formas, esta inestabilidad es cualitativamente
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diferente a la que ocurre en el PCC tradicional. Aqui el ruido fue capaz de estabilizar el
sistema (hacer que se comporte como un oscilador tradicional en vez de uno invertido), pero
luego la amplificacion paramétrica, producida por el mismo ruido, vuelve a desestabilizarlo.
De este modo habra también un crecimiento exponencial, aunque mas lento que en el caso
de un oscilador invertido sin ruido.

Por ultimo vemos que si k ~ mpy;, se tendra un crecimiento exponencial tanto mas lento
cuanto mas cerca de my;, este k. Por lo tanto, la condicién para tener un crecimiento

exponencial suprimido es

4

m Mmi
1| = |ea oy z —.

(6.293)

mp

Esto es opuesto a lo que habiamos visto para el caso (?) > 0. Si en este caso queremos
resonancia paramétrica débil, y como myg,/mp en el modelo estandar es 0, necesitamos
S, mi/mp ~ 1. O sea que la suma de los términos proporcionales a m?*, para todos los
campos considerados, debe ser del orden de m 3. Esto es justamente lo opuesto a lo obtenido
para (Q%) > 0 (Ec. (6.271)), donde querfamos que dicha suma sea < 1. Notar como las
condiciones en ambos casos estan dominadas por las masas de los campos livianos, ya que

son estos los que ponen la cota inferior a la transformada de Fourier de la covarianza.



Capitulo 7
Conclusiones

En esta tesis analizamos diversos aspectos del PCC, con el objetivo principal de estudiar
los posibles efectos del ruido del tensor energia-momento, en la expansion del universo.
Esto estuvo motivado por [!], donde proponen utilizar las fluctuaciones del tensor energia-

momento alrededor de su valor medio para solucionar el PCC.

Empezamos estudiando la formulacién tradicional del PCC, en el marco de la gravedad
semiclasica. Luego de repasar resultados conocidos del PCC en Minkowski, y su dependencia
con el método de regularizacién, estudiamos que sucede con este esquema cuando la
métrica del espacio-tiempo donde viven los campos cuanticos es la de De Sitter. Nuestras
conclusiones son las siguientes: primero vimos que bajo condiciones fisicas (pardmetros del
orden de los del modelo estandar), la solucién calculada usando la métrica de Minkowski es
una muy buena aproximacion a la solucién obtenida considerando el espacio-tiempo de De
Sitter. Segundo, vimos que en el caso de De Sitter hay, para ciertos pardmetros, soluciones
no triviales donde las mismas difieren considerablemente de la tradicional obtenida en
Minkowski. Pero en general dichas soluciones presentan valores de la curvatura muy grandes,
teniendo asi el mismo problema cualitativamente que en el PCC tradicional. Finalmente,
vimos que bajo cierta eleccién de parametros (e.g. un acoplamiento a la curvatura muy
grande para un campo escalar) se puede solucionar el PCC en un espacio-tiempo de De
Sitter. De todas formas, esto sigue siendo un caso de ajuste fino, por lo que simplemente
se estarfa trasladando el problema de un pardmetro (constante cosmoldgica desnuda) a

otro (acoplamiento a la curvatura).

A los efectos de estudiar la influencia del ruido desarrollamos un modelo de juguete del
movimiento Browniano que presenta las mismas caracteristicas que el PCC en el contexto
de gravedad estocastica. La idea fue estudiar posibles mecanismos de estabilizacion en un
modelo que facilitara el calculo y no presentara las ambigiiedades del caso gravitatorio.
Aplicando condiciones de estabilidad estudiadas en la literatura para osciladores con
frecuencia estocastica, pudimos observar lo siguiente: tanto para el caso de un oscilador

tradicional (frecuencia positiva) como uno invertido (frecuencia negativa) es posible hallar el
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fendmeno de resonancia paramétrica con la eleccion adecuada de parametros. En concreto,
para el caso de frecuencia negativa vimos ejemplos especificos, donde si la densidad
espectral es continua, existen condiciones para los parametros del problema que hacen
aparecer resonancia paramétrica tan suprimida como uno quiera. De este modo pudimos
emular la idea planteada por Wang et al. en un caso donde el oscilador del modelo esta
invertido, similarmente a como sucede en el PCC tradicional.

Finalmente, reanalizamos criticamente los resultados de Wang et al. En su trabajo ellos
regularizan utilizando un cut-off ultravioleta, metodologia que no es invariante de Lorentz
y que produce una ecuacién de estado diferente a la de una constate cosmolégica. Debido
a esto nosotros decidimos utilizar regularizacién dimensional. En particular, para estudiar
los efectos sobre la expansion del universo de las fluctuaciones del tensor energia-momento
alrededor de su valor medio, calculamos la covarianza y el valor medio de la frecuencia
de la ecuaciéon dindmica que da el factor de escala. Como la regularizacion dimensional
respeta la invarianza de Lorentz, el valor medio del tensor de energia-momento satisface
(p) = — (p). Sin embargo, el signo de (p) depende del contenido de materia de la teoria y
de la escala p a la que se realiza la substraccién. Hicimos esto tanto para campos escalares
como fermiénicos, en ambos casos con y sin masa.

En este contexto, nuestras conclusiones son las siguientes: si (p) < 0, el factor de escala
satisface una ecuacion tipo oscilador armoénico, cualitativamente similar a lo que ocurre
en [1]. Para su andlisis, se pueden usar los resultados de osciladores estocéasticos [25]. En
particular encontramos dos situaciones. Si hay campos no masivos, el sistema sera siempre
inestable. Por el contrario, si hay campos solo masivos, el sistema (utilizando valores del
orden de los del modelo estdndar) serd estable, no imponiendo ninguna condicién sobre el
orden n. Esto entra en contraste con lo obtenido por Wang et al. donde ellos encuentran
una cota inferior para el n si se quiere lograr amplificacién paramétrica. El origen de
esta discrepancia se encuentra en el comportamiento diferente que tienen los espectros de
frecuencia de las fluctuaciones si se los evaliia mediante un cut-off (Figura 4.3), o si se los
evaliia con regularizacién dimensional (Figuras 6.7, 6.8 y 6.10).

Por otro lado, si (p) > 0, en ausencia de ruido el factor de escala crece exponencialmente
de la manera usual. De [28] y usando los resultados obtenidos con el modelo de movimiento
Browniano, pudimos analizar cualitativamente la condiciéon para que aparezca resonancia
paramétrica. Obtuvimos lo siguiente: con magnitudes del orden de las del modelo estandar
la gran amplitud del ruido logra estabilizar el sistema, o sea, hace que pase a comportarse
como un oscilador tradicional en vez de como uno invertido. Pero, debido a la amplitud del
espectro en espacio de frecuencias del mismo ruido, aparece el fenémeno de amplificacion
paramétrica. Esto desestabiliza al sistema, pero de una forma que es cualitativamente
diferente al PCC tradicional, donde el crecimiento exponencial ocurre porque el sistema se
comporta como un oscilador invertido. Con la presencia de ruido el sistema se comporta

como un oscilador tradicional pero debido a la resonancia paramétrica se desestabiliza a
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escalas de tiempo més grandes que si no hubiese ruido.

De todo esto concluimos lo siguiente: fue posible encontrar condiciones para que ocurra
amplificacion paramétrica suprimida, tanto si la frecuencia es positiva como negativa.
Estas condiciones, tanto si se realizan o no en el modelo estandar, requieren siempre de
un ajuste fino. Por otro lado, vemos que cuando se considera regularizacién dimensional,
los campos livianos son los mas relevantes en todas las condiciones ya que son los que
imponen las cotas de los espectros calculados, por ejemplo, con tener un solo campos de
m = 0 el sistema de frecuencia positiva ya se desestabiliza.

Por dltimo, mencionamos algunas limitaciones de este trabajo. Todos los calculos los
realizamos en Minkowski, por lo que un andlisis mas completo seria considerar espacios
curvos, por ejemplo De Sitter, para obtener las covarianzas. Por otro lado, no tuvimos
en cuenta la disipacion, la cual podria alterar los resultados al ayudar a estabilizar los

sistemas estudiados.






Apéndice A

Relatividad general

A.1. Definiciones de RG

En esta secciéon daremos las definiciones usadas en el marco de la relatividad general,

con la convencién de signos especificada en el Capitulo 1.

Consideremos las ecuaciones de campo de Einstein

R
R, — ng —Ag, =81GT,, , (A.1)

donde G es la constante de gravitacion universal, g, la métrica, T, el tensor de energia-
momento, A la constante cosmologica, R la curvatura escalar de Ricci y R, el tensor de
Ricci.

Es habitual denotar

G —R, -2 (A.2)

v w — 5 Y
donde G, es el tensor de Einstein.
Todos los términos del lado izquierdo de la Ec. (A.1), salvo la constante cosmoldgica, se
pueden escribir como funciones de la métrica. Es por esto que se dice que el lado izquierdo
denota la geometria, mientras que el lado derecho denota la materia, que es completamente

descripta desde el punto de vista de sus efectos gravitatorios, por T, .
Para obtener R, y R en funciéon de la métrica, primero definimos los simbolos de

Christoffel como

« 1 ad
F57:§9 (955,74‘957,5—9,37,5)- (A.3)

Con ellos es posible definir el tensor de curvatura de Riemann como

Raﬁ'y(‘; == Fa/@(S,'y — Faﬁ"{,(s + Fa,ye FGIB(S - Fa(se FGB’Y . (A4)
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Y luego mediante contracciones sucesivas obtenemos el tensor de Ricci R, y la curvatura

escalar de Ricel R

R, =R, =0%, %, +D° T, —I° I (A.5)

(nz pov [712e" pou, v Ve po?

R=g""R,,. (A.6)

A.2. Ecuaciones de Friedmann generalizadas

Ahora que todos los pardmetros geométricos estan definido en funcién de una métrica
genérica g,,,, obtendremos las ecuaciones de Friedmann generalizadas al caso donde el

factor de escala depende del espacio y el tiempo.

Sea la métrica

ds* = dt? — a®(t,x) (dx2 +dy® + sz) . (A7)

El tensor métrico y su inversa son

g;uz = diag (17 _a2<t7 X)? —CL2(t, X)a _az(ta X)) ) (AS)
1 1 1
= di 1,— — — . Al
o =g (1=~ ) )

Entonces es posible desarrollar las ecuaciones de Einstein diagonales de la siguiente

manera

1
Goo = Rgy — ) R Gy

1 O‘B

= Ry — B (9 Raﬂ) G
) (A.10)

= Ry — B (QOOROO + 9" Ryy + g% Ry, + 933R33)

1 1
= §R00 + ﬁ ;RZZ == 87TGT00 + AGoo,
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y de forma equivalente

1
Gu’ =R, — ) RGn’
_ 1 af G
=R, — ) (9 Raﬂ) i
a’ 00 11 22 33 (A.11)
:Rii—{—E(Q Rog+9 Ry +9 Ry +9g Rss)
a? 1

Jj=1

Por lo tanto, para la métrica elegida las ecuaciones de campo de Einstein diagonales

quedan

1 IR
Gy = 5300 + 2a2 ;Rzz =81 G Ty + A, (A.12)
a2 1 3 2
]:

A partir las definiciones dadas en el Apéndice A y utilizando el programa MATHEMATICA
es posible obtener las siguientes expresiones explicitas para el tensor de Ricci y para la

curvatura escalar.

2 4 2 2 e
R=-2 (Va) Va_6<a> 62 (A.14)
a? a’? a a a
Ry = —3 ﬁ’ (A.15)
a
_ 2 » 1 2 2 2 .2 .
Rn—ﬁ(aa:a) —5(28$a+8ya+3z a>+2a +aa, (A.16)
2 o Lo 2 2 .2 .
Ry, = = (9,0) —a(6$a+28ya+8z a)+2a’+ai, (A.17)
_ 2 2 Lo, 2 2 .2 .
Ryy = = (0:0)" = — (0] a+ 07 a+202a) + 24" +ai. (A.18)

Ahora podemos expresar las componentes diagonales del tensor de Einstein G, también

en funcion de a(t,x) y sus derivadas

2 \2 1 2 ) 2

a a? \ a a? a
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2 2 2
G.=—2ai—a®— Vay V—Jr2 Oia —Q'a. (A.20)
(23 a a

Con lo que es facil ver que

6
GOO + (Gll + G22 + G33> ? ) <A21>
AGo + (A Gy 4+ AGyy + AGyy) = —2A. (A.22)

Entonces si sumamos las ecuaciones de Einstein diagonales, y multiplicamos por un factor

1/a? a las espaciales, queda

60 1
L (TOO b= (Ty + Ty + T33)) —2A. (A.23)

a

Si ahora usamos la notacién

Too =p, (A.24)

T, =a’p;. (A.25)

]

Es directo obtener la ecuacién para a(t, x),

i+ Q2 (t,x)a = 0,] (A.26)

donde

2.0 = 5% 0+ X0 ) -

i=1

wl =

(A.27)

Si usamos las redefiniciones del Capitulo 2, Ecs. (2.7) y (2.8), queda

0t x) = TC <p +) pl> . (A.28)

Que es la expresion usada en los Capitulos 4 y 6, sobreentendiéndose que p y p; ya
consideran la contribucién de la constante cosmologica.

Notese que todas las derivadas espaciales que aparecen en el tensor de Einstein se anulan
entre si al sumar las componentes diagonales. Sin embargo, no hay que olvidar que en la
Ec. (A.26) estd implicito que a es una funcién del espacio y el tiempo.

Finalmente es posible obtener la relacion entre a y el parametro de Hubble H usando
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que la distancia fisica entre los puntos x; y X» es

L(t) = /: Ja(t,x) di (A.29)

donde dI = /da? + dy? + d2*.

Luego usando que la constante de Hubble se puede definir como el cociente entre la

velocidad de separacién de dos puntos espaciales y su distancia, H = L /L, tenemos que

. x2
L= N &\/cﬁ(t,x) di

_[* 2a(t,x)a(t, x) dl

o Zyethx) (A.30)

X2

a(t,x)sgn(a) dl

X2 [ t
= alt, x) a?(t,x) dl .
X1 CL(t,X)

Quedando finalmente

H= (/x a<t’X§\/a2(t,x) dl) </: Ja2 (%) dl)l. (A.31)

A.2.1. Ecuaciones de Einstein no diagonales

Por completitud presentamos el resto de las ecuaciones de Einstein para la métrica FLRW

generalizada. Los Ricci no diagonales son

2(O: , 9.
Ry = (9 a)Q(aj @) _9ida con i#j, (A.32)
a a
Por lo tanto, las ecuaciones no diagonales quedan
2(0;a)(0; 0; 0; o
Gij: ( a)2(ja)_ Ja:87rGTij con i#7j, (A.34)
a a
940, 90, ¢

a? a
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A.2.2. Ecuaciones de Friedmann en FLRW

Si tomamos que el factor de escala solo depende del tiempo, como es habitual para el

modelo FLRW, y poniendo la Ec. (A.19) en la Ec. (A.12) queda

aZ
3(a> :87TGT00 +A

Luego la Ec. (A.23) se puede reescribir como

5

Entonces de la Ec. (A.36) obtenemos la primera ecuacién de Friedmann

<a>2_87TG L A
s) 3 7’73

Y de la Ec. (A.37) obtenemos la segunda ecuaciéon de Friedmann

a2

a At G T T T. A
Z _7;<T00+ 11 T + 33>+

a A G 3 A
P <p+;pi>+37

—1

donde se usaron las Ecs. (A.24) y (A.25).

A.3. Tensores de RG para De Sitter

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

En esta seccién daremos expresiones explicitas para los tensores de RG para un espacio-

tiempo de De Sitter en d dimensiones. Todas aquellas componentes no mencionadas son

iguales a 0.

A.3.1. Curvatura escalar

. _d(d; 1)
(0%
A.3.2. Tensor de Ricci
d—1
Ry = — a2
R. = d—1 €2t/o¢’

(A.40)

(A1)

(A.42)
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d—1
R" = — el (A.43)
ii d—1 _ o
R == 2t/ (A.44)
Notar que para el caso se da
R
RHV = E gﬂl’ . (A45)
A.3.3. Simbolos de Christoffel
t 1 2t/
', =——e"", (A.46)
o
Fti:Fit:a' (A.47)
A.3.4. Tensor de Riemann
7 % 1
Rttz‘ =—R tit — ?’ (A-48)
1
Rtm‘ Rtn’t = ezt/a> (A.49)
R =R L £ (A.50)
Jij 33T 2 € L7 ’
A.3.5. Tensor de Einstein
(d—1)(d-2)
Gy = 2 02 ] (A.51)
(d=1)([d=2) 540
Gy =— 9 02 el (A.52)
A.3.6. Contracciones invariantes
N d(d—1)?
R,s R s — — (A.53)
N 2d(d—1)
Ry g5 R = : (A.54)






Apéndice B

Cuentas auxiliares para los Cap. 1 a
5

B.1. Tensor energia-momento para un campo escalar

En esta seccion obtendremos el tensor de energia-momento para un campo escalar masivo

con acoplamiento £ a la curvatura. La accién del mismo es

Sz/d%ﬁz/d%\/F(Q“VVM¢VV¢—m2¢2+§R¢2>, (B.1)

donde g es el determinante de la métrica g,,,.

La definicién habitual del tensor de energia-momento [3, 33], en espacios curvos y para

la convencion de signos utilizada es

2 08

T;w == \/ﬁég/ﬂ’ .

Donde la derivada funcional se obtendra de la definiciéon integral de la misma

0S = /d4x (is 5g”‘”> . (B.3)

(B.2)

Al variar la accién tenemos

o5 = [ d'a (5\/2@ (97 Vo0 Vo —m*¢* + ERG) +

+ @ (09" V6 Voo + R g¢2)) .

Por lo que usando las identidades (a demostrar luego)

137
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59(16 = “Yap 980 5gp0 ) (B5)

6g*P = —g* ¢P7 0G5 5 (B.6)

5/l = —£ G 59", (B.7)

SR =R, 69" — g VAV dg,, + V*V"dg,, . (B.8)

Queda

6S =1+ L+ I, (B.9)

donde

Iy =/d4x 09" \/; ( S (97" Vo6 Vo — m* ¢ + E RG?) +

(B.10)
+ Vo Voo +EG* Ry,
—g /d% V09l #* ¢ NV bg,, | (B.11)
I = g / dz \/|gl ¢ V* V¥ 5, . (B.12)

Ahora hay que integrar por partes Iy e I3, para ver con mas facilidad como hacer esto,

reescribimos primero /5 como

_¢ s [at ( gl AP, ) (B.13)
donde A™ = ¢* g* y F*,, = V*dg,,.

De esta forma integramos por partes por partes de la siguiente manera

§/d4 A,ul/ F)\ ) - (v}\ A,ul/) F)\lw)
— g/d4x O\ (\/@AW F>\W> _ \/@(V)\ A“”) F)\/w (B.14)
-5 Jat ) F

Usando que la derivada covariante de la métrica es nula, volviendo a integrar por partes
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y usando la Ec. (B.5), obtenemos
— g/d4 < ‘glﬂ/ v}\ ¢2> V)\ (59””)
-t / d'z ( glg™ (V' Vs )m) (B.15)
/d4 < |g,uz/ vA V)\ ¢ ) 5.9””) :
De forma equivalente para I3 queda
— g [ ata\lglé* vV og,,
_¢ / d'z/|gl (V*V" 62) 89, (B.16)

/ dhe ( (V¥ ?) 5gW)

Reemplazando en 0.5 obtenemos

VI 9
55 = [ atw o L (=2 (97 0,00, — m? 6 + € RP) + .

0u00,0+ £ Ry + €9, (T 00) = € (V0107 )

donde se us6 que V,¢ = 0,¢.
Comparando con la Ec. (B.3) queda que

68

= 7\g\ (— T (g”" 0y Oy — m* ¢ +£R¢2) +

o9 2 2 (B.18)
+0,00,0+EF Ry, + €9, (V' 0r0*) — £ (V, m?)) .
Entonces de la Ec. (B.2)
1 2 42 1 o

T,uz/ = N¢8V¢+ ig,uym ¢ - igl“/a ¢acr¢+

(B.19)

— 59 R) +€(0,, 06 — V,0,67).

L (Ru .

B.1.1. Demostracion de identidades

Aqui demostraremos las identidades utilizadas en la deduccién del tensor de energia-

momento.
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La identidad en las Ecs. (B.5) y (B.6) se obtienen de forma directa de las propiedades de

la métrica.

9" Gop = 0%

09" Gop + 977 094, =0,
977090, = —09" Gup

980 9" 090y = =955 9ap 09"

5pﬁ 6gap = _gﬁo' gap 591)0 ’

590‘6 = _gap gﬁo’ 5gp0 o

Luego de forma equivalente se obtiene

69" = —g* 9% bg,, . ]

(B.20)
(B.21)
(B.22)
(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

Para demostrar la identidad de la Ec. (B.7) primero obtendremos una propiedad general

de las matrices. Sea U una matriz cuadrada invertible y f una funcién arbitraria de las

matrices cuadradas a los complejos, tenemos que

0f(U) = f(U+oU) = f(U).

Luego tomando el caso particular f(-) = log|det(-)|, tenemos que

d log |det(U)| = log |det(U + oU)| — log |det(U)|

det )
~log et(U + U)‘

det(U)
= log |det(U + 0U) det(U’l)‘

= log|det (U~ (U + 6U)))|

= log det(]l + U_15U>’
= Tr(log |1 + U~ 0U|)

~Tr(UoU),

(B.27)

(B.23)

donde usamos log(det(U)) = Tr(log(U)) en la anteultima igualdad, y aproximamos a

primer orden en la variacién en la ultima igualdad.
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En los pasos anteriores ignoramos cualquier ambigiiedad en el orden de multiplicacion de

las matrices debido a la propiedad de ciclicidad de la traza en el resultado final. Por lo

tanto, tenemos que se cumple

 Sldet(U)]

Y, por lo tanto

ldet(U7)] = |det(U)| Tr (U~ 0U) ,

_ dldet(U)]

|det(U)| Tx(U~10U)
2,/|det U]

1

Ahora, con U = g, tenemos que

1 4
591 = Lyl T S

1 v
=3 9] 9" 69,.,, -

Luego aplicando la Ec. (B.5) tenemos que

1 4 o2
5\/@ ot \/@g“ (=9,p 900 09")

1

= _5 |g|5’/p Yo 5900'

1
=-3 V1091 9,, 6977 .

Quedando finalmente las identidades buscadas

- Tr(U‘l 5U) .

= 5 VIdet(U)] Te(U16U) .

gl ., ] ,
5@2\59“ 09, = —~5— 9, 09" .

v 2 1%

Finalmente demostraremos la identidad de la Ec. (B.8)

Al variar R tenemos que

0R=6(R,, ¢") = R,, 09" +g" oR,, .

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)
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Por lo que necesitamos obtener 6 . De la definicién en la Ec. (A.5) tenemos que

OR,, =0T%, = 0T%,, ,+06(1% T, =%, T%,). (B.36)

Y de la definicién en la Ec. (A.3) la variacién de los Christoffel es

1 1
51‘\(1!“/ = 5 6.9&6 (gé,u,,z/ +g6u,u - g,uzz,é) + §ga5 (595#’1, + 5951/,# - 59“1/,5) : (B37)

Pasando al sistema localmente inercial (SLI), donde la primera derivada de G €8 0,

queda

@ 1 o
or’ wo 59 ’ (5g§M,V + 5géu,u - 5guu,6> : <B38)

Por lo que tenemos que

oR,, =or, ,—or,, . (B.39)

Volviendo ahora al sistema de coordenadas general (0, — V,,) tenemos

SR, = Voo, -V,

uv

1

I
DO
<
)

a0 (Vl, 59(;“ +V,dgs5, — Vs 5gW) +

[0}

+

9° (VaVi 095, + VaV, 095, = VaVs 0g,,, ) —

Vo 9°° (Vo 095, + Vi 0950 — Vs 00,0 ) —
(B.40)

N = N = N =

9* (Vo Va 095, + VoV 0950 — ViV 69,
1 ad
=59 (VaVi 095, + VaV,u 095, = VaVs 09, ) —
1 ad
- 59 (vyva 895, + ViV, 8950 — Vi, Vs §g#a)

1
= g (VaVi 695, = VaVs 09, — ViV 0050 + Vi Vs 0g,,) -

Ahora si contraemos con la inversa de la métrica

9" R, = 5 9" 9" (VaV, 005, — VaVs0g,, — ViV, 005, + Vi V500, )

(B.41)

N~ N

9" 9% (VaV, 095, = VaVs 0g,, — VaVs0g,, + VaV,dgs,) -
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Quedando

9" R, = V'V dg,, — ¢" VAV ig,, . (B.42)

Lo que finalmente da la identidad buscada

SR =R,, 09" — g"' VAV dg,, + V*V" bg,, . ] (B.43)

B.1.2. Campo escalar en Minkowski

Si consideramos el espacio-tiempo de Minkowski (R,, =0, R =0y V, — J,) de la
Ec. (B.19) queda

T,ul/ = M¢8V¢ (1 _25) - 2€¢8M8V¢+

1 (B.44)
5 G (M”67 = 070,60 (1 - 46) +4£000)
donde se reescribi6 la expresion de forma mas conveniente.
Ahora, usando que
) 0sd = ¢* — 0;$0; &, (B.45)
Op=¢—0;0; 0. (B.46)
Podemos escribir las componentes diagonales explicitamente
1/. 1
p=T, :§(¢2+m2q§2)+§(1—4£)(V¢)2—2§¢A¢, (B.47)
T 060G (1—26) 266006+ 2 ((1—48) (32 — (V) —
pi=Ty =0,00,6(1-26) ~2600,0,6 + 5 (148 (9* — (Vo)) s
B.48

—m?¢? —4€6 (6 Ag)).

En el caso particular de &€ = 0, como se utiliza en el calculo habitual del PCC, queda

1.
p=To =5 (6*+ (Vo) + m* &) (B.49)

pi= Ty = 0,000+ 3 (32— (Vo) —m* ). (B.50)
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B.1.3. Campo escalar sin acoplamiento a la curvatura

Si consideramos £ = 0 en la Ec. (B.19), obtenemos

wo— u¢au¢ .glu,z/ ( p¢ap¢ —m? ¢2> . (B.51)

Si ahora consideramos la métrica dada por Ec. (A.7) podemos escribir las componentes

diagonales explicitamente

2
Ty = ; (¢2 + (?) +m? 9252) ; (B.52)
2
Ty = 0P+ (&2 - (T) e ¢2) . (B.53)

Es directo entonces obtener la suma

1
a?

l\'J\OJ

gpz‘ Ei: (6% —m?¢*) -5 (Vj) . (B.54)

Con lo que Q3(t,x), Ec. (A.26), en funcién del campo queda

Q(t,x) = am G(p—i—Zp,)— ”G(zqs?—m?qs?). (B.55)

Notar que el resultado final es independiente del factor de escala a(t,x), por lo que es
valido tanto para la métrica de la Ec. (A.7) como para Minkowski. Y permite interpretar

la Ec. (A.26) como la ecuacién de un oscilador armoénico.

B.2. Ecuacion de estado del modelo

En esta seccién mostraremos explicitamente la forma de integral de (p) y (p;) para el
caso usual del PCC (campo escalar masivo con £ = 0 y en Minkowski).
Usando la expansién del campo dada por Ec. (6.2) y usando las Ecs. (6.8) a (6.10),

tenemos que

ddflk ’u/47d Iu47d md72 d
2\ __ — _
<¢>_/(27r)d—1 2w  2dxd/2 ! 2)’ (B-56)
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. de-1k B 2 4-d ., d d
<¢2> - / (2m)d1 e ;Tu B _2/2“ 7171;/2 F<_2> ’ (B:57)
ddflk - k2 4—d ,,d d
ddflk 3 kiQ <(V¢)2> 4—d ,,d d
(@i0)) = / (2m)d 1 e T AT 51+1 :;/2 F<_2> ' (B.59)

Ahora es facil ver que, de las Ecs. (B.49) y (B.50),

(6} = (Too) = 5 ((6) + (Vo)) + m* (#"))

B A= d /2 d (B-60)
T R WY
_ _ 2 Ly 2 2/ .2
(pi) = (Tu) = ((8:0)°) + 5 ((&*) = ((Vo)*) —m* (¢*))
B (A4 md =i/ - d (B.61)
T advt T2
Notar que los valores medios de las tres componentes de presion son iguales.
Finalmente, el cociente queda
@ =-1, (B.62)

()

donde se aprecia explicitamente que para Minkowski la relacién entre presién y densidad
es la de una constante cosmologica.

Finalmente, nétese que de las Ecs. (B.56) a (B.58) y (B.60) tenemos que

1 A3k w? A3k k2 d3k m?
o) =) =3 (/wgwﬁ (27r)m+/wgw)
Bk em? Pk ow(k)
B / (27)3 4w B / (2r)3 2

que es la expresion habitual de la densidad de energia del vacio para un campo escalar.

(B.63)

B.3. Identidad estadistica

En esta seccion demostraremos la identidad de la Ec. (4.12), que repetimos a continuacién

Cov(Tyg (), T (7))
o,(z) g,(2")

Ap*(Az) =1 — (B.64)
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Notar que para el caso en el que se utiliza, tanto o, como (T},,) no dependen del punto
del espacio-tiempo, como se mostré mediante cdlculos explicitos en las Ecs. (4.6) y (4.8).

Usando la notacién T, = T, (z) y de la Ec. (6.31) tenemos que

COV(Twa Tm’) = ; ((Tm Tm’> -2 <Tm> <Tx’> + <Ta:’ Tx>) . <B65)

Ahora de la definiciéon de Ap?(Az), Ec. (4.9), tenemos que para un intervalo espacio-

temporal arbitrario

5 (Tu)

_ L - T, T~ Tor}) (B.66)

2
2 op

<T2> + <T2’> - <T:c Tx’) - <Ta:’ TJ:>

T 2@ oW ’

donde se usé la Ec. (4.8).

Como o, y (T,) no depende de = podemos escribir

20,(2) 0y(a') = 0,(x) (') + () (') = 0,2(x) + o 2(x") . (B.67)

Y de forma equivalente

2(T,) (Tor) = (To) (Twr) + (To) (Twr) = (Tu)* + (Tw)” . (B.68)

Queda entonces

ApQ(AQZ) _ <Tm2> + <,1;c2l2>(‘7?) fzfzﬁ/; <Tac’ Tac>

<T2> + <T:Jc2’> — 2 <Tx> <Tx’> + 2 <T:Jc> <Tm’> — <Tx Tx’> — <T:Jc’ T:Jc)
o2(z) + ol (z')

, (B.69)
<TI/> 2 COV(TI, Tx/)

< — (L)
o2(x) + o2(z') 20,(x) g,(2")

> + x
07 (x) + () ACEACS)
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Donde en la tltima linea se usé que o.*(x) = (T,7) — (T,)>.

Entonces, en la notacién original queda

Cov(Ty, (), Ty (7)) .

ap() 9, ()

Ap*(Az) =1 - (B.70)

Lo que vale para un intervalo espacio-temporal arbitrario, para el caso de la Ec. (4.12)

simplemente se evalia en t = t'.

B.4. Desarrollo de un campo escalar en una métrica

conforme general

En esta seccién calcularemos la funcién x, que entra en el desarrollo del campo escalar

en una métrica conforme.

Considerando la Ec. (3.14), tenemos que la inversa de la métrica y su determinante son

g =C g, (B.71)

VIgl =2 (B.72)

Luego usando el programa MATHEMATICA obtenemos el escalar de curvatura en d

dimensiones

1

R==71cs

((d=1)(d=6)C'(n)*+4(d—1)C(n) C"(n)). (B.73)

Aplicando la ecuacién de movimiento, Ec. (3.13), a la expansion del campo, Ec. (3.15),

tenemos que

(O+m? - ¢R) (Cﬁidxexp(ik-x)) =0. (B.74)

Que se puede escribir como:

DF(%X) = (fR o m2) F(%X) ) (B75)

donde F(n,x) = Cy exp(ik « x).
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Como F' es un escalar, tenemos que usando las Ec. (B.71), queda:

OF = g" V,0,F =

Oy (\/EQW &,F>

— Cfd/Q aﬂ (Cd/2 Cfl Truu aVF)

="

— Cfd/Z 87] (C«d/Zfl 877F) . C«fd/Q Cd/271 al aLF <B76)
—exp(ik -x)C ™A - C7! C 5 X 0;0; (exp(ik - x))
= exp(ik-x)C 7 (C7H A+ 07 xK?).
Donde A esta dado por
A=0,(Cci7 9, (c x))
et 7 (u-n -0 (-4)
xCr ( < ( 6)) "
< con X ) (B.77)
R d— X"
—yOis [ Zo3 2 o2
X < d—1 X
En el dltimo paso se usé la Ec. (B.73), quedando finalmente
A=xCT REd) + ' CT, (B.78)
donde
1d—2
=—-—. B.
D)= 5 (B.79)
Reemplazandolo en [JF' tenemos
OF =exp(ik-x) C 7 (Y R&(d) + C 7y + C 7 yk?) | (B.80)
Uséandolo en la Ec. (B.75) queda
X'+ x (K + CRE(d) = CRE+Cm?) = 0. (B.81)
Asi se obtiene finalmente la ecuacion diferencial para y
d*x, 2 2
2+ (K 4+ Cp) (m* + (€= &(d) R)) x, = 0. (B.82)

dn?
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La misma se resuelve con

Xe(n) = c1 N Ja(kn) +ca/nYa(kn), (B.83)

donde

a2:i—a2m2—d(d—1) (€ —&(a)). (B.84)

Donde ¢; y ¢o son constantes de integracion, J, y Y, son las funciones de Bessel del
primer y segundo tipo respectivamente y k = |k]|.

De la condicién de normalizacién tenemos

0= Xp O X = X&' O X - (B.85)

Quedando para las constantes la siguiente ecuacion

(X
c1cy —Cocf = 5 (B.86)
Con la eleccién de vacio adiabético, o vacio de Bunch-Davies [19], tenemos

= ﬁ, (B.87)

2
e = —i \/j (B.88)
Asi queda finalmente que y es
mn
= Yo P k), (B.59)
donde
1
@ =5 —am’—d(d=1)(§-¢(d), (B.90)
1d—2
d)=-—. B.91
)= 7 (B.91)

Y donde H?(z) = J,(2) — i Yy(2) es la funcién de Hankel del segundo tipo.

B.5. Calculo de R,(t —t)

De las Ecs. (5.31) y (5.32) vemos que para obtener R,, tenemos que analizar las combina-

ciones de cuatro operadores de creaciéon y destruccion. En concreto tenemos que
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(ilaaaali)=0,

(ilatatatal|i) =0,

donde P indica permutaciones.

Solo permutaciones de (i|aaa' a' |i) serdn distintas de 0. En particular

(laaatal iy = (i+1)(+2),

Glatataalid) =i —1),

(laatatalid) =di(i+1).

Entonces de la Ec. (5.47) tenemos que

2 Bwn
(864! 6ty = (;jﬂ -
(afafaa) = (eﬂwf_ 7
Pem (efem 41
<€L€LT&&T> - : (eﬁgi _ 1)2 > )

(o 1
1
saaal) —
<a aaa > cosh(Bw,) — 1’
1
satata) _
<aa ¢ a> cosh(fw,) — 1

De las Ecs. (5.37) y (5.52) obtenemos al orden més bajo

(B.92)
(B.93)
(B.94)

(B.95)

(B.96)
(B.97)
(B.98)
(B.99)
(B.100)

(B.101)

(B.102)

(B.103)

(B.104)

(B.105)

(B.106)

(B.107)
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2 Yn2
ol = — (B.109)
" 4w2m?’ '
* 1 iwp (t—t'
fa)? (') = YT 2iwn (=) (B.110)

Por lo tanto, desarrollando los §, en la Ec. (5.31) en operadores de creacién y destruccién

queda

Ryt —t) = —— (cos(2uwn (t— 1)) (V2= 1) + V,2 1), (B.111)

- 2,2
Admz2w.?

donde Y,, = coth(Bw,/2).

B.6. Ruido y disipacién para [(w) = 0(w)w"

En esta seccién calcularemos el ruido R(t — t') y disipacion D(t — t') definidos en el

Capitulo 5, Ecs. (5.80) y (5.81), para un T" cualquiera y para /(w) = 6(w)w", con n € N.

B.6.1. D(t )

De la Ec. (5.81) vemos que tenemos que integrar

2 1(w) Z(w) sin(2w (£ — ') = i 8(w) " coth(;}T) (21— — i =) | (B.112)

Por lo que explicitamente la disipacién es

D(t —t) :/OO dw w" <z’6(w) coth(QwT>) e W
- (B.113)
o n(; w —iwa
—[mdww <19(w) Coth<2T>)e :
Que se puede reescribir como
Dt — ¢y = o &I _ 4 (@) (B.114)

da® dar

donde

a=20t—1t), (B.115)
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i=—-a=2(—1)), (B.116)
Flw) = i8(w) coth(2T> (B.117)
/ dw f(w)eia (B.118)
Entonces trasformando f queda
fl@)=aT coth(xnT) —iT (2y5y + V(—izT) + U(izT)), (B.119)

donde 7z, es la constante de Euler-Mascheroni y ¥(x) es la funcién digamma.

Realizando la derivada n-ésima de f queda

TIO) _ (Ciry 1w (iaT) - T W aT) +

(B.120)

n

1 1V
5 T (coth(an T) — 1) 3 (—2) SO (coth(an T) + 1),
1=0
donde S es el niimero de Stirling del segundo tipo y W™ (z) es la n-ésima derivada de la

funcién digamma.

Queda entonces

r D(t—t) = —iT"" ("™ — 1) (¥ (ib) — ¥™(—ib)) +

+ (i2)™ (w T)"t? ((coth(b )+ 1) x

2 B.121
x> ( > SO (1 = coth(bm)) + (coth(bm) — 1) x ( )

=

<3 (—) SO 1 (1 + coth(b)) )

=0

~

.

donde b=2T (t —t').

Algunos resultados particulares son
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n D(t—1t)
1 20 7% (WO (ib) — W (—ib))
2 —4 72 T3 coth(b) csch?(b)
3 20 T4 (W) (ib) — WO (~ib))
4 | 80 T5 (coth(2m b) + 5) coth(bn) csch*(b )
B.6.2. R(t— 1)
De la Ec. (5.80) vemos que tenemos que integrar
I(w) (2% +1) cos(2w (t —t')) + 2° — 1)
y y y (B.122)
_ 2( = —2iw (t—t') 2qw (t—t) n 2( %
5 (csch <2T)+2> (e +e )—l—w csch <2T>'
Igual que antes
L(t— ) / dw w" < (1+csch2< >) Tiwa
+/ dww" ( <1+1 cchQ(w>>) e Wi 4 (B.123)
2 PN \ar '
#(37)
+/ dww™ B(w) csc 5T
Que se reescribe como
drf
R,(t—1t)=1" d];(” @) + 4" da” —I—/ dww" B(w) csch? <2a;> : (B.124)
donde
Flw) =0 )(1+1 h(57)) (B.125)
w) =0(w 5 eseh’( o ) :
Tenemos entonces
fla) = — L —~T+76(a) +iaT? (=24 275y +
a (B.126)

+imcoth(anT)+V(—iaT)+V(iaT)).
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) C(n)xnTn ! n par
/ dww™ O(w) csch (2T> = : (B.127)
T 4T (n+1)&(n) n impar

Donde £(z) es la zeta de Riemann y para n = {2,4,6,8,10, 12} tenemos que

4 16 64 256 5120 2830336
C(n) = { i , } . B.128
MW=\3 o B 53 1365 (B.128)
Algunos resultados particulares son (donde nuevamente b =27 (t — t'))
n=2
2
R,(t—1') = 3 72 T3 csch?(br) (cosh(2mb) +
(B.129)
+ 6w b coth(bm) —7) — 4(5"(t—t)
n =3
Ry(t—t) = 3o (=3 (@ (=ib) + P (ib)) +
A(t—t)
(B.130)

+ib (TP (—ib) — T (b)) +12€(3)).

B.7. Integraciéon de R)"(t)

En esta seccién demostraremos que al integrar dos y cuatro veces la Ec. (5.96) se obtienen
las soluciones dadas por Ecs. (5.113) y (5.114). Recordemos que cuando 7' — 0, la solucién

debe coincidir con la obtenida trasformando por Fourier.

Primero proponemos la solucién

4 w?

2wt
/ dw I(w (COS( wt) (V2 +1) +h+ bf(t)) , (B.131)
donde k; y ko son constantes. Nétese que es una propuesta completamente genérica, ya

que se utilizé la funcién desconocida del tiempo f(t).

Entonces tenemos que

R)"(t / dw I(w cos(2wt) (Yn2 + 1) + ko f”(t)) : (B.132)

Comparandola con la Ec. (5.96) tenemos
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Yi-1
frt) = ——, (B.133)
ko
/ Yn2 —1
£t = t+ ks, (B.134)
ko
Y2—1¢
ft)=-"= — 4 kst + ky, (B.135)
ky 2
donde k3 v k4 son constantes de integracion.
Por lo tanto, queda
" o0 cos(2wt) /o, ) 2 .
R!(t) = —/_oodwl(w) — W)+ (2 - D5 +hksttk),  (B136)

donde se absorbié la constante ks en l~€3 =koksy 154 = ko k4.

Si ahora queremos que coincida con la Ec. (5.112) en el limite de 7" — 0, es directo que

ks = k4 = 0. Por lo que finalmente queda que a T’ cualquiera R es

cos(2wt)

RI(t) = — /_O; dw I (w) ((Y,f +1) — T (v,2-1) t;) .

Con un procedimiento idéntico se obtiene

i [t (7 =0 0 ).

(B.137)

(B.138)
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C.1. Convenciones para el campo fermiénico

Como convencion de matrices gamma usamos

(10
=10 1

donde

0 1
o] = ,
oo

Los espinores utilizados son

uy (ko) =

U,Q(k2> =

(0
09 = .
1

Ey, +m
V' 2m

| By, +m
2m

157

. 0 —0;
) ’V’L - o O )

ks -

Ey, +m ’
koy + 1 ko
Ey, +m

kog — i kay

EkQ +m ’
k2z

_EkQ +m

(C.2)

(C.3)
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klz
Ek1 —f- m

By, +m kig +ikiy
va(ky) = Tom Er, +m ) (C.5)

By +tm | ki
U1(k1)—\/W Er +m | (C.6)

Donde

Ek = \/k2 —i—m2. (C?)

Finalmente, usamos las siguientes relaciones habituales entres espinores y operadores de

creacion y destruccion

{erchi} = {dnc. dl i} = 6. 0%(k = k), (C.8)
%
ur (k) v us(k) = v,.(k) v vs(k) = o Ors - (C.9)

C.2. Esféricas en N dimensiones

Al hacer el pasaje de N coordenadas cartesianas a esféricas [31], estamos haciendo el

mapeo dado por

(ajla"'7xN)_>(|X|7¢7017"'70N—2)' (ClO)

Lo que produce el siguiente diferencial de volumen

dVz = x"1 da d¢ sin(f;) d; sin®(0y) dby ... sinV 2 (Oy_s) dOn_s , (C.11)

con

0<|x|<0,0<¢p<2r,0<0;, <m, i=1,...,N—2. (C.12)
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Si integramos solo la parte angular se obtiene

2 N/2
/dQ = v (C.13)

C.3. Integrales utilizadas

Para los calculos del Capitulo 6 se utilizaron las siguientes integrales,

242 oo
/ddk:f(kQ): I?W)/O dk k4 Lf(K?), (C.14)
/ A%k (K2)® =0, (C.15)

% k4 m? d d+1
dk = N—— || —— C.16
J VR rm? 27 ( 2) ( A (C.16)
Donde las primeras dos expresiones se obtuvieron de [11], y la dltima se calcul6 con el

programa MATHEMATICA y se chequeo numéricamente.

C.4. Demostracion de la identidad de la covarianza

En esta seccién demostraremos la identidad de la Ec. (6.31) mediante un célculo explicito.

Concretamente queremos ver que

{92 (1) — (%(a1)), Q2 () — (P(22))}) = ; (F(z1,22) + Flxo,21)),  (C.17)
con F(a,b) = (@*(a) 2*(b)) — (2*(a)) (2*(D)).
La definicion del corchete presente en la identidad es
{X,Y}:;(XY—I—YX). (C.18)

Tenemos entonces 4 términos,

{@ (1) = (@ (1)), P(w2) — (P(w2)) ]
= {A-B,C - D} (C.19)
={A,C} —{A, D} = {B,C} +{B, D},

donde A = Q%(z)), B = (Q2(1)), C = Q(xs) y D = (Q2(22)).

Explicitamente, los términos y sus valores medios son
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Juntando todo queda

({2@0) = (@), Pla2) = (Pla)) }) =

= {40} = {A,D}) = ({B,C}) + ({B, D})

Llegamos entonces asi a

N | —

({02(@1) — (Q2(21)), R2(a) — (Q2(2))}) =

(F(x1,22) + F(x2,11)),

(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)
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con F(a,b) = (Q2(a) Q2(b)) — (Q2(a)} (Q2(0)).

C.5. Integrales para la covarianza del campo escalar

En esta secciéon mostraremos como se llega a las relaciones de las integrales I7 a I;5 con

las integrales I, e I. De las Ecs. (6.45) a (6.47) es directo que las integrales I; a 1 son

3 3 61, (:CQ xl ]Cl +k2 3 Z xz xl) k 2 5
:/ By Py — /d — 12, (C.30)
1 W2

=[] ki@, (o) ( JEEr ) — 12, (C.31)
. , 2
Iy = [[ @k ks (1 wp el mlai)) ( [ we“fz—fl)’f) — 12, (C.32)
ki - ko . S
I4 = / d3k1 d3k2 (12 e’ (z2—x1) k1+k2)> </ d3 z (z2—21) ) = ‘ID 2’ (C33)
w1 W2
Is = Is = //d K, A3k (Wl i(xo— x1)(k1+k2)) =141, (0‘34)
2 —
Ir= [[ @k ks (kKo Grta)) ( [ ke“wwnk) = |1/, (C.35)

Iy=Iy = [[ @ @k, (w} eilere0osi) - gy (/ Bl e mrl)’f) — IyIr, (C.36)

3
Lo = / d*ky &k, (wl e’ (’72_“”1)(’“1““2)) =1, </ d*k Wi e W‘“”) =1I4lg, (C.37)

%)

I = [ @k ks (kl ks (3 “ry ”) . <r2—w1><k1+k2>)
W9 w1

_L. (/ £h kwei(:cz—m)k) +31p- (/ &k kwei(xz_xl)k> (C.38)

AL, (/d?’k; kwe“wzmk) —4lp- Iy,

2
Ly = / d*ky Ak <(k1'k2) e“m—xl)(’fﬁ’fz)). (C.39)

W1 W



162 Cuentas auxiliares para el Cap. 6

Donde quedaron definidas 9 integrales diferentes, 14, Ig, Ic, fD, I;, Ip, Ig, , I;{ e Iis.
Resulta que todas se pueden escribir en funciéon de casos particulares de I, e I,,. Repetimos

las definiciones del Capitulo 6,

00 kesin(|k| Az) exp(—i vk2 +m?2 At
(@.8.7) = [ dk( (| (%f&j )), (C.40)

00 ke cos(|k| Az) exp(—i vk +m2A
a5 = [ dk( (| |( _:2+pni2)ﬂ - t)), (1)

donde Az = |x1 — Xa| y At =t — 1.

Si consideramos un sistema de referencia tal que Ax este en la direccion z, y usando

coordenadas esféricas se obtiene

7 /d3 —i(z1-a2) /d3 exp (—iw At +ik - Ax)
4 VRt m?

B /d3k exp(—iw At + i |k| Az cos())
B VIE +m?

2m % m  k%sin(f) exp(—iw At) exp(i |k| Az cos(f))
= [Tao [ aw ["a0 .
/ ¢ 0 v k2 + m?2 (C 42)
. / dk 2sin(|k| Az) k? exp(—iw At)
n |k| Az VK2 +m?
|k| sin(|k| Ax) exp( ivk?+m? At)
— 4 / = 4rI,(1,1,1).
vk? +m? Ax
De forma idéntica obtenemos
Ip= /d3k (e7itrre2) = 4r 1,(1,0,1), (C.43)
Io = /d3k (wei @) = 4r I,(1,-1,1), (C.44)
Ip = /d% (w? et mmm)k) = dr I,(1, -2, 1), (C.45)
Io = /d3k (P e k) = 4m 1,(1,-3,1). (C.46)

Las integrales vectoriales son todas iguales salvo por la potencia de w en el integrando
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(0, 1 o —1). Por lo tanto analizaremos solo I;; en detalle, siendo el resto equivalentes.

In = / &k (ke k). (C.47)

Nuevamente eligiendo un sistema de referencia tal que x; — X5 este en la direccion z y

usando esféricas, podemos ver cada componente de la integral por separado

z)

21 o] s . .
/0 dé /0 dk /0 46 (12 sin(8) ¢~ A1 A2 eosO) 1| sin(9) cos(6)) =0.  (C.48)

<

/ do / dk / 49 (12 sin(8) ¢ A A2 O) 1| sin(9) sin(¢)) = 0. (C.49)

27 o] ™ . .
[ a0 [ an [ a0 (1 sin(9) et M Anes ) 1| cos(p))
0 0 0

=27 /Oo dk k® exp(—iw At) /7T dfsin(f) cos(0) exp(i |k| Az cos(6))
0 0

k3 exp(—iw At) |
_4m/ d =5 5= (sin(|k| A) - || Az cos(|k| Ax)) o
.50

=, |klexp(—iw At)sin(|k| Az)
=4mi (/ dk AL

< kZexp(—iw At) cos(|k| Ax))
- [ ak
0 Ax
— 4 (1,(1,0,2) + [,(2,0,1)) .

Donde las integrales en ¢ son las que anulan las primeras dos componentes. De forma

idéntica se obtiene que

Ig=47mi(1,(1,0,2) + [,(2,0,1)) 2, (C.51)
Ip=4mi(I,(1,1,2) + 1,(2,1,1)) 2, (C.52)

Iy = 4mi(I,(1,—1,2) + I,(2,—1,1)) 2. (C.53)
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1,5 es un caso especial, por lo que lo estudiaremos en detalle

2
112 _ / dSkl d3k,2 ((kl . k2) e—i (xl—xz)(k1+k2)> ] (054)

W1 Wa

Nuevamente elegimos un sistema de referencia tal que x; — x5 este en la direccion z y

usamos esféricas, por lo tanto ky y ko son

ky = {|ki]|sin(6;) cos(¢1), |k1| sin(6;) sin(¢1), |k1| cos(61)}, (C.55)

ko = {|ka| sin(6s) cos(¢ps), |ka| sin(fs) sin(¢ps), |ka| cos(62)}, (C.56)

y su producto escalar es

(ky - ko)® = ki k3 (cos(6:) cos(fa) + cos(py — ¢) sin(6y) sin(6s)) . (C.57)

Por otro lado, la exponencial queda

exp(—i (|k1| + |ka|) Az) = exp(—i (wy + wq) At +iky « Ax +iky « Ax)

(C.58)
_ efi (w14wa) At ei k1| Az cos(61) ei k2| Az cos(62) .

Ya podemos hacer entonces las integrales angulares, en concreto hay que integrar

i L 2 2
/ d6; / d6, / dgy [ Aoy sin(6y)sin(8s) x
: ‘ ‘ ‘ (C.59)
% 6i|k1\Azcos(91) ei\k2|Axcos(92) (kl . k2)2 .

Integrando sobre ¢, v ¢2 queda

/7r del /71' dQQ Sin(Ql) Sin(eg) ei |k1| Az cos(61) ei |k2| Az cos(02) %
0 0
(C.60)

kiks w2

5 (34 cos(26s) + cos(261) (1 + 3cos(26s))) .

Al integrar en 0y y 6 y expandir el resultado se obtienen 9 términos de la forma general

f(kal, [kz|, Az) trig([k:| Az) trig(|kz| Az), (C.61)

donde trig es la funciéon seno o coseno.

Al juntar esos nueve términos con el término que no incluimos en la integral angular por
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solo depender de los modulos

6—i (w1+w2) At k12 k%

Vi +m2 k3 +m2 (€02
se puede escribir la integral ;5 en términos de de I, y I, quedando
Ly = 9672 I,(2,1,2) I,(2,1,2) — 96 7° I,(2,1,2) I,(1,1,3) +
+ 3272 1,(2,1,2) 1,(3,1,1) — 96 m* (2, 1,2) I,(1,1,3) +
+ 3272 1,(2,1,2) 1,(3,1,1) + 96 7* I,(1,1,3) 1,(1,1,3) — (C.63)
— 3272 1,(3,1,1) I,(1,1,3) — 3272 I,(3,1,1) I,(1,1,3) +
+167%1,(3,1,1) I,(3,1,1).
Lo que finalmente se simplifica a
Iy = 167> (VB 1,(2,1,2) + L(3,1,1) - V6 L(1,1,3))” + oo

+167 (4= 2V6) L(3,1,1) (1(2,1,2) — L,(1,1,3)).

C.5.1. Caso no masivo

En esta seccion damos los resultados explicitos de las integrales relevantes para el calculo
de la covarianza del campo escalar no masivo. De las Ecs. (6.70) y (6.71) y con las relaciones
de las Ecs. (6.58) y (6.61) a (6.65) es directo obtener

- 6472 (3 At + Az?)?

’ (A2 — Az2)® (C.65)
1024 72 At? Az
7= - : ; (C.66)
(At2 — Ax?)°
L1 _ 768 w2 At? (At? + Ax?) (C.67)
T (A2 — Az2)° ’ '
38472 (5 At + 10 At? Ax? + Az?)
[10 = (AtQ . Al’2>6 ’ (C68>
1024 w2 Az? (5 At + Ax?)
Iy = (A2 AJ;Q)G ; (C.69)
64 7% (3 At + 2 At? Ax? + 11 Ax?
[, = ST BACE v+ 1Az (C.70)

(At2 — Ax?)°
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C.5.2. Integrales de la covarianza para separaciéon temporal

En esta seccion obtendremos las integrales I'g, Ip, Iy e I3 para el campo escalar masivo
y con separacion solo temporal. Primero mostraremos en detalle como se obtiene Ig por

los dos mecanismos mencionados en el Capitulo 6.

Si Ax =0, Ig es

Iy— /d3 e (C.71)

Vemos cada componente por separado

z)

/ dgb/ dk/ d@ sin(f) exp(—iw At) |k| sin(6) cos(gb)) =0. (C.72)

<

/ d¢/ dk/ d9 ?sin(f) exp(—iw At) |k| sin(6) sin(¢)) =0. (C.73)

o [k [7 a0 (2 sin(0) exp(—iw At) [K| cos(6)
/0 /0 /0 OO( _ ) (C.74)
:2@4<Mk%mm4wAwA(wammmqmzo.

O sea, que para Az = 0 queda I;; = 0. Esto lo podemos ver también haciendo el limite

de Ig como funcion de I, e I,

Ip=4mi(I,(1,0,2) + 1,(2,0,1)) 2

— ot </°° n k| exp(—iw At)sin([k| Az)
0

Ax?
/oo K2 exp(—i w At) cos([k| Az) (C.75)
— dk A z
Y , sin(|k| Az)  |k|cos(|k| Ax) |\ .
= 47i (/0 dk exp(—iw At) K| < N Ay z.

Y como

(C.76)

) sin(|k| Az)  |k|cos(k|Az)\
A, ( Az2 Az =0
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Queda nuevamente

Jim (Ig) = 0. (C.77)

De forma idéntica se obtiene
Ip=0, (C.78)
Iy =0. (C.79)

En el caso de 15 también se puede hacer de las dos formas, pero la mas facil es partir de
la Ec. (C.39) ya con Az =0

-k
I = / / &k, d3k2< 2)° Z<W1+w2>“>. (C.80)

w1 Wo
Usando un sistema de referencia tal que ks quede en la direccién z tenemos que en
esféricas
(kq - ko)® = ki k3 cos(6,)”, (C.81)
y la integral a realizar es

—iwo At

k2 T 21
I :/d3l<:2 (”)/ d@l/ depy x
W9 0 0

o0 ' 2 9
X / dky (k% sin(6;) e~ At klcos@"l)> '
0

w1

(C.82)

@ 2
/ A6 sin(01) cos(01)” = . (C.83)
0

Queda

—jwg At 0o k4 —jwi At
Iy = /d3k2< )/0 dk, <lew>
1

= 167 (/Ooo dk exp( vk? +m? At)) (C.84)

3 vk? +m?
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Resolucién de I,

En esta seccién mostraremos los resultados explicitos de las diferentes I, que aparecen al

calcular la covarianza del campo escalar masivo, para separacién temporal.

De las Ecs. (6.77) a (6.82) y (6.86) vemos que las integrales a realizar son I,(1,1),
I,(1,0), I,(1,-1), I,(1,—2), I,(1,-3) e I,(3,1). Esto corresponde a 5 valores de 3. I, se
puede calcular en cada uno de estos valores y o genérico, para luego evaluar en los o de
interés. Cabe destacar ahora que las integrales anteriores no convergen para un At real.
Para resolver esto hacemos el cambio At — —i A1 + At. Ahora si podemos tomar At y
AT reales y tener igualmente una integral convergente. Debido a este cambio todas las
igualdades se tendran que entender en el sentido del limite AT — 0.

Resolviendo las integrales con el programa MATHEMATICA, queda

~ m

Lo(1,1) = = Ka(im At), (C.85)
I,(1,0) = JZ: Ky(im At), (C.86)
L3,1) = —3A”;2 Ky(imAt), (C.87)
I(,-1) = Z‘; (—im At Ky (im At) — 3 Ky(im At)), (C.88)
I,(1,-2) = Z‘; (—im At Ky(im At) — 3 Ks(im At)), (C.89)
I,(1,-3) = A; (—2m At Ka(im At) — i (m? A — 15) K3(im At)), (C.90)

donde que ya se aplicé el limite A7 — 0y K,(2) es la funcién de Bessel modificada del

segundo tipo.

C.5.3. Integrales de la covarianza para separacion espacial

En esta seccién resolveremos I, e I, para los valores particulares de o y S que necesitamos
para el caso de separacion solo espacial. Considerando que para At = 0, I, e I, tienen las

formas dadas por las Ecs. (6.98) y (6.99). Tenemos que, usando p = [3/2, queda

L(1.5.7) = /000 s <|k\sin(]k|Ax)>

(k2 + m2)1’ Y
(C.91)

N

95D \/EAQH*W K _g(m |Az|) (\%;\)p_

p

(p) ’
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00 k3 sin(|k| A
La(3,8,7) = /0 dk ((k2 inygz’?)’p A:I::27>

1 5 _5
2Pz m2 P /2 AtV | AxfP2

I'(p) ) (C.92)

x (3 Is_,(m|Ax]) = 2(p = 1) [,_5(m|Az]) +

p

+ m |Ax| (I;_,(m|Az|) = I,_s(m |Az])) ) sec(pr),

_3
2

K2 + m2) Az)

1(2.8,7) = [~ dk ((k2 cos([k| Az) )

273 P3P 3/2 A |A:L’|p_%
= ) (Ts_,(m]Az) = 2(p—1) x

x I, s(m|Ax]) +m|Ax| (I, (m|Ax]) = I,_1 (m |Az]))) sec(pr).

(C.93)

Ahora evaluamos para los diferentes valores de /5 dados por las Ecs. (C.42) a (C.46),
(C.51) a (C.53) y (C.64),

m Az~ Ky (m|Az|)

Ia(17 177) = ‘ALIZ" ) (094)
I,(3,1,7) = m? Az~ (—m |Az| Ky (m |Ax|) Ko(m |Az])), (C.95)
3m3 Az Kz(m|Ax
1(1,-3,7) = e e (C.96)
I(1,—1,7) = —m* Az~ "7 Ky(m |Az]), (C.97)
mAx~7
L(2,1,7) = - A (m |Az| Ko(m [Az]) + Kyi(m |Azl)), (C.98)
I,(2,—1,7) = m* Az™277 (m |Azx| K1 (m |Az|) + 3 Ky(m |Az])), (C.99)
I,(1,-2,7) =0, (C.101)

1,(1,0,7) = 0. (C.102)
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C.6. Integrales para la covarianza del campo fermié-

nico

En esta seccién mostraremos como se obtiene la Ec. (6.188) de la Ec. (6.187).

Los dos términos de la Ec. (6.187) a integrar son

(Pl - Q1)12 = Z_}7"1(1{1) Ty Ury (k2) (_i (k2u —k u)) e ' (b2 ) (C'103)
(Pr = Qa)a1 = Uiy (Kz) Yy vy (k) (0 (haye = kzye)) €772 B8 (C.104)
Analizaremos cada uno por separado

Py — Q4

(P4 - Q4)21 = ieim (k1-+kz) (’arz (k2) 7# (%8 (kl) klu - ﬂrg (k2) 7/1 Uy (kl) k?ﬂ) 3 <0105)

donde el primer término del lado derecho lo separamos de la siguiente manera

Ury (K2) Yy b1y vry (K1) = — iy (k2) Ky 0y (K1) + 210, (k) Y0 k1o v, (k) - (C.106)

De la ecuacion de movimiento sabemos que

(k1 +m) vy, (ka) = 0. (C.107)

Por lo que queda

Ury (K2) Yy k1 o Ury (K1) = Mty (Ka) 0, (Ka) + 2 By w), (Ka) vy, (Kq) - (C.108)

El segundo término del lado derecho lo separamos de igual forma

—717«2 (kz) am kQ# Ury (kl) = ﬂ’m (kZ) k2 Ury (k1> —2 17“7"2 (k2) Yo k20 Upy (kl) ) (Clog)

y con

i, (ka) (y +m) = 0. (C.110)

Lo escribimos como

_arz (k2) Y k2u Upy (kl) = marz (k2) Uy (k1> —2 Ekz U’?-I;Q(k2) Ury (kl) . (C'lll)
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Entonces juntando las Ecs. (C.108) y (C.111) queda
(Py = Qu)or = i 178 (2, (ka) vy, (ka )+
(C.112)
+ 2 (Ey, — By,) ul, (kz) vy, (ka)) -
P — ()
De igual forma que con Py — ()4, escribimos
(Pl - Q1>12 - ie_ixl (k1-+kz) (_777“1 (k1> 7u um (kz) k2,u + 67"1 (kl) '7# U’T2 (kz) kl #) . (CllS)
Luego separando el primer término del lado derecho
—Up, (kl) T k2u Ury <k2) = Upy (kl) kQ Upy (k2> —2 Ur, (kl) 7o k20 Uy (k2) ) <C114)
y con (fy +m)u,,(kz) = 0 queda
— Ty (K1) Yy Koty (Ka) = MmOy, (K1) Uy (k) — 2 By, 0f (ka) u, (ka) - (C.115)
Hacemos igual con el segundo término
Ur, (kl) Tu ka1 p Ury (k2> = —Up, (kl) kl Upy (kZ) +2 Up, (k1> Yo k1o Ury (k2) ) (0'116)
y con v, (k1) (¥, +m) = 0 queda
17?"1 (kl) ’7# klﬂ Upy (kz) =m ?71”1 (kl) Uy, (kz) + 2 Ek1 1);[1 (kl) Uy, (kz) . (Cll?)
Finalmente, juntando todo obtenemos
(Py — Q1)1g = e im(hth) (2m1§r1(k1) U, (ka)+
(C.118)
+ 2 (Ekl - Ekz) U;[l (kl) Ury (k2)) :
Ahora, podemos escribir F' como
2 2 02 AT G Pk &k i (z2—21) (k1+k2)
(@) Pe) () = =25 [[ T k) S, Cng
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donde

et = X (5 () ) + (B, B o ) )

(C.120)
mem%wwwwww%%Mﬁm)

Reemplazando por las expresiones explicitas de u,.(k) y v,(k) queda el f final utilizado
en la Ec. (6.188)
2

ki, ko) = — X
f( ! 2) Ek1 (m+Ek1)Ek2 (m+Ek2)

x ((AE1 ki (m+ Ey,) — ABs ks (m + Ey,))* +

(C.121)
+ (AE K[ (m+ By,) — ABy Ky (m + Ey,)) x
X (AEl K" (m+ Ey,) — AE, K" (m + Ek1))> ]
donde
K =kig—ikiy,, (C.122)
KlJr :klz‘i‘ikly, <C123)
Ky = kog —ikyy, (C.124)
Kyt = kyy +ika,, (C.125)
y
AEl =m+ Ek1 - EkQ R <C126)

AE, =m — By, + Ey, . (C.127)
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