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Resumen

El entrelazamiento es uno de los fenómenos más intrigantes de la mecánica cuántica

y un recurso fundamental para protocolos en información cuántica. Además, es una

herramienta poderosa que, mediante el análisis de sistemas de muchos cuerpos inter-

actuantes, nos permite detectar sus transiciones de fases cuánticas, fases topológicas y

entender algunas de las muchas propiedades f́ısicas sobresalientes que presentan. Nues-

tro objeto de estudio en esta tesis es caracterizar el entrelazamiento cuántico debido

a las interacciones en sistemas de muchos cuerpos. En particular, nos centramos en el

estado fundamental de sistemas que presentan efecto Kondo.

El efecto Kondo es un concepto clave en materia condensada, permite entender el

comportamiento de sistemas metálicos con fuertes correlaciones. Dicho efecto consiste

en el apantallamiento del momento magnético de impurezas magnéticas en un metal,

debido a la interacción con el baño de conducción. Utilizamos modelos simples para

describir la f́ısica de estos sistemas como el SIAM (Modelo de Anderson para una sola

impureza) y el de Kondo.

Medimos el entrelazamiento cuántico v́ıa la entroṕıa de von Neumann para un sistema

bipartito de proyecciones de esṕın opuestas de los electrones. Primero se determina-

ron expresiones anaĺıticas aproximadas para la entroṕıa en función de las interacciones

para cada modelo. Para SIAM se consideró la aproximación a orden cero con simetŕıa

electrón-hueco, luego trabajamos con funciones de onda variacionales con una degenera-

ción en el momento angular igual a 2 (Varma-Yafet) y con degeneración N considerando

la aproximación perturbativa en la expansión 1/N . Para el modelo de Kondo se aplicó

la teoŕıa de perturbaciones para J grande.

Mediante el método del Grupo de Renormalización de Matriz Densidad (DMRG) se

determinó la entroṕıa de entrelazamiento en la partición de esṕın del estado fundamen-

tal. Se encontró numéricamente la presencia de asimetŕıa par -impar en el número de

electrones, en el caso par se observa como estado fundamental un singlete fuertemente

correlacionado, mientras que en el caso impar no se observa la formación del singlete a

vii



viii Resumen

menos que L→∞ . Además, se encontró que la entroṕıa de entrelazamiento para cada

modelo estudiado supera el máximo valor registrado S↑ = 1 a base de los resultados

anaĺıticos aproximados a orden O(1) y con una corrección a orden O(1/N) en el SIAM.

Por último, usando herramientas tanto numéricas y anaĺıticas, encontramos que el

entrelazamiento cuántico entre proyecciones de esṕın de los electrones es una función

universal monótona de la renormalización de la masa de las cuasipart́ıculas Z. Esto

podŕıa utilizarse para obtener experimentalmente el entrelazamiento de esṕın y provee

una nueva intepretación para Z.

Palabras clave: ENTRELAZAMIENTO, ANDERSON, KONDO, DMRG



Abstract

Entanglement is one of the most intriguing phenomena in quantum mechanics
and a fundamental resource for protocols in quantum information. It is also a
powerful tool that, by analyzing interacting many-body systems, allows us to
detect their quantum phase transitions, topological phases and to understand
some of the many outstanding physical properties they exhibit. Our aim of
study in this thesis is to characterize quantum entanglement due to interactions
in many-body systems. In particular, we focus on the ground state of systems
manifesting the Kondo effect.

The Kondo effect is a key concept in condensed matter, it allows us to un-
derstand the behavior of metallic systems with strong correlations. This effect
consists in the screening of the local magnetic moment at the impurity by the
conduction electrons. We use simple models to describe the physics of these
systems such as SIAM (Single Impurity Anderson Model) and the Kondo model.

We measure the quantum entanglement using the von Neumann entropy for
a bipartite system of opposite spin projections of electrons. First, approximate
analytical expressions for the entropy as a function of the interactions were de-
termined for each model. For SIAM we considered the zero-order approximation
with electron-hole symmetry, then we worked with variational wave functions
with a degeneracy in angular momentum equal to 2 (Varma-Yafet) and with N
degeneracy considering a perturbation theory in 1/N . For the Kondo model,
the perturbation theory was applied for large J .

Using the Density Matrix Renormalization Group (DMRG) method, the en-
tanglement enropy between opposite spin projection electrons in the ground
state was determined. The presence of odd-even asymmetry in the number of
electrons was found numerically, in the even case a strongly correlated singlet is
observed as the ground state, while in the odd case no singlet formation is ob-
served unless L → ∞. In addition, it was found that the entanglement entropy
for each model studied exceeds the maximum recorded value of S↑ = 1 based on
the approximate analytical results at order O(1) and with a correction to order
O(1/N) in SIAM.

Finally, using both numerical and analytical tools, we find that the quantum
entanglement between opposite spin projections is a monotonic universal func-
tion of the quasiparticle mass enhancement Z in the Kondo regime. This could
be used to obtain experimentally the spin entanglement and provides a new
intepretation for Z.



Caṕıtulo 1

Introducción

“A great deal of my work is just playing with equations and

seeing what they give”

— Paul Dirac

Los sistemas de electrones fuertemente correlacionados han sido de gran interés durante

las últimas décadas [1]. La fuerte interacción entre los electrones en estos sistemas es

responsable de la presencia de propiedades f́ısicas sobresalientes y fenómenos importan-

tes, como la superconductividad a “altas temperaturas”, aisladores de Mott, sistemas

de fermiones pesados y transiciones de fase cuánticas, entre otros. El problema Kondo

es un caso paradigmático de comportamiento cuántico de muchos cuerpos con corre-

laciones fuertes y ha sido intensamente estudiado a lo largo de los años [2]. Aparece

tanto en la f́ısica de impurezas magnéticas diluidas en un metal como en el transpor-

te cuántico a través de nanoestructuras. También es la base de la teoŕıa de campo

medio dinámico que permite el tratamiento de materiales fuertemente correlacionados

superando dificultades que presentan los métodos basados en la teoŕıa de funcional

densidad (DFT).

En el problema de Kondo, una impureza magnética de esṕın-1
2

se acopla antiferro-

magnéticamente a los electrones no interactuantes de un mar de Fermi. Los modelos

que se emplean para comprender de manera más simple los aspectos fundamentales de

la f́ısica de este tipo de sistemas son el de Anderson (descripción de una sola impureza

magnética que se hibridiza con un baño de electrones de conducción no interactuantes)

y el de Kondo (descripción mediante la interacción de intercambio esṕın-esṕın entre la

impureza y el baño).

En estos sistemas cuánticos, las interacciones entre los electrones dan origen a correla-

ciones entre los subsistemas del espacio de Hilbert correspondiente. Estas correlaciones

1



2 Introducción

se pueden utilizar para caracterizar al sistema y detectar transiciones de fase cuánti-

cas (a temperatura cero) cuando se modifica uno de los parámetros del hamiltoniano.

Entre estas correlaciones, el entrelazamiento cuántico, en particular, es un recurso pa-

ra criptograf́ıa, comunicación y se cree que es la base para un mayor poder de las

computadoras cuánticas respecto a las clásicas.

Según la mecánica cuántica, un estado puro de un sistema se puede describir a partir

de un elemento de su espacio de Hilbert. Para un sistema bipartito, el espacio de

Hilbert asociado se puede escribir como el producto tensorial H = Ha ⊗ Hb de los

espacios correspondientes a cada uno de los subsistemas. Dado un elemento del espacio

|Ψ〉 ∈ H se puede expresar como |Ψ〉 = |Ψa〉⊗ |Ψb〉 a excepción del caso en el que haya

entrelazamiento entre los estados de a y b.

La entroṕıa de entrelazamiento de von Neumann permite cuantificar el entrelazamiento

en sistemas bipartitos y la utilizaremos para analizar estas correlaciones en el estado

fundamental de los modelos antes mencionados.

En este primer caṕıtulo se introducen conceptos fundamentales del entrelazamiento

cuántico que serán útiles para una comprensión del trabajo y los modelos utilizados en

la descripción del problema de Kondo.

1.1. Entrelazamiento Cuántico

El entrelazamiento es un fenómeno cuántico en el cual los estados individuales de dos

o más part́ıculas no pueden describirse de manera independiente y es necesario una

descripción del sistema como un todo, incluso cuando las part́ıculas estan separadas

espacialmente una distancia muy grande. Además, el entrelazamiento está asociado a

correlaciones que no tienen análogo clásico [3].

1.1.1. Estados Entrelazados

Un sistema cuántico compuesto puede descomponerse en dos o más subsistemas. El

espacio de HilbertH asociado al mismo está dado por el producto tensorialH1⊗...⊗Hn

de los espacios correspondientes a cada uno de los subsistemas.

A continuación, consideramos sistemas cuánticos bipartitos, i.e., sistemas compuestos

de dos subsistemas diferentes (A y B), descritos por el espacio de HilbertH = HA⊗HB.

Definición 1: (Entrelazamiento en estados puros): Sea |Ψc〉 ∈ HA ⊗ HB. Entonces:

|Ψc〉 está entrelazado ⇐⇒ @ |ΨA〉 ∈ HA, |ΨB〉 ∈ HB tal que |Ψc〉 = |ΨA〉 ⊗ |ΨB〉.
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Si se considera, por ejemplo, un sistema de dos part́ıculas con espines 1
2
. La primera

part́ıcula tiene dos estados posibles |↑〉1 y |↓〉1 y de manera similar la segunda con |↑〉2
y |↓〉2. Sea el siguiente estado,

|Ψ〉 =
1√
2
|↑〉1 |↓〉2 −

1√
2
|↓〉1 |↑〉2

Se observa una superposición de productos de estados y que no es posible representar

como un producto de un estado para la part́ıcula 1 y uno para la part́ıcula 2, resultando

en un estado entrelazado. Por tanto, si medimos el observable de esṕın en la proyección

ẑ en la part́ıcula 1 y resulta el autovalor correspondiente a esṕın-↑, entonces sabemos

que la otra part́ıcula tiene esṕın-↓. La medición de una part́ıcula colapsa a la medición

de ambas (independientemente de su separación espacial). Sin embargo, para que haya

entrelazamiento no es suficiente que la función de onda |Ψ〉 sea una superposición de

productos de estados. Sea, por ejemplo,

|Ψ〉 =
1√
4

(|↑〉1 |↑〉2 + |↑〉1 |↓〉2 + |↓〉1 |↑〉2 + |↓〉1 |↓〉2),

puede verse que

|Ψ〉 =
1√
2

(|↑〉1 + |↓〉1)⊗ 1√
2

(|↑〉2 + |↓〉2).

Es una superposición de productos de estados pero puede escribirse como un solo

producto de estados, por tanto no está entrelazado. De manera que es útil encontrar

una forma más directa para detectar el entrelazamiento. Esto se logra obteniendo el

operador densidad asociado al estado y evaluando la traza sobre uno de los subsistemas

para obtener la matriz reducida del otro.

Definición 2. (Matriz de densidad reducida) Sea el espacio de Hilbert H = HA ⊗HB

con la matriz de densidad ρ. La matriz de densidad reducida del subespacio A se obtiene

evaluando la traza sobre los estados B

ρA = TrBρ. (1.1)

Por lo tanto, la condición Tr(ρ2
A) = 1 es un sello de un estado no- entrelazado. Si en-

contramos Tr(ρ2
A) 6= 1 entonces el estado está entrelazado. A continuación se introduce

una medida de cuantificar este entrelazamiento.
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1.2. Medidas de Entrelazamiento

El entrelazamiento es y ha sido un fenómeno cuántico de grán interes. Este hace posible

la teleportación y el posible incremento en la velocidad de algoritmos cuánticos, entre

otros [4]. Los sistemas entrelazados, son en gran medida un recurso para la comunica-

ción cuántica y el procesamiento de información [5]. Como tal, es relevante cuantificar

la cantidad de entrelazamiento asociado a cualquier estado. Por tal motivo existen nu-

merosas propuestas de medidas de entrelazamiento [6], de las cuales haremos uso de la

entroṕıa de entrelazamiento de von Neumann.

1.2.1. Entroṕıa de entrelazamiento

Es la generalización para sistemas cuánticos de la entroṕıa de Shannon. Es una medida

de entrelazamiento que permite describir cuantitativamente las correlaciones cuánticas

sin análogo clásico.

Definición 3. Dado un sistema cuántico descrito por una matriz de densidad ρ. En-

tonces la entroṕıa de Von Neumann se define como:

S(ρ) = −Tr(ρ log2 ρ) (1.2)

Si λi son los autovalores de ρ entonces se puede reescribir la entroṕıa como:

S(ρ) = −
∑
i

λi log2 λi (1.3)

La entroṕıa de von Neumann adquiere el mı́nimo valor de cero si y solo śı uno de los

autovalores es la unidad, por lo tanto los otros son cero. El sistema en este caso será un

estado puro. Adquiere el máximo valor de log2 d , donde d es la dimensión del espacio

de estados, solo si todos los autovalores toman el valor de 1
d
.

Definición 4. Sea |Ψc〉 ∈ HA ⊗ HB un estado puro, dim(HA) ≤ dim(HB). Entonces

|Ψc〉 esta máximamente entrelazado ⇐⇒ ρA = 1
dim(HA)

.

Definición 5. Propiedades generales de la entroṕıa de von Neumann como medida de

entrelazamiento de estados puros:

Sea ρ = |Ψ〉 〈Ψ| la matriz de densidad del estado puro |Ψ〉 enH = HA⊗HB, dim(HA) ≥
dim(HB). Entonces:

1. S(ρA) = 0 ⇐⇒ |Ψ〉 es separable

2. S(ρA) > 0 ⇐⇒ |Ψ〉 está entrelazado.
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3. dim(H) = d y S(ρ) = log2(d) ⇒ ρ = 1
d
, ρ pertenece a un estado máximamente

entrelazado.

4. ρ en HA ⊗HB pertenece a un estado puro ⇒ S(ρA) = S(ρB).

1.3. Efecto Kondo

El efecto Kondo descubierto en 1930 es un fenómeno bien conocido y ampliamente es-

tudiado en la f́ısica de la materia condensada. Se manifiesta mediante comportamientos

anómalos en las propiedades de transporte de metales a bajas temperaturas, por ejem-

plo, en la resistividad y en la potencia termoeléctrica. Estos comportamientos se deben

a la presencia de impurezas magnéticas que interactuan con el mar de electrones de

conducción del metal.

Una de las manifestaciones del efecto de las impurezas magnéticas, es la presencia

de un mı́nimo en la resistencia de algunos metales. En muchos metales, la resistencia

decrece monótonamente al disminuir la temperatura porque el scattering de fonones

decrece rápidamente a bajas temperaturas. Para explicar el mı́nimo en la resistividad,

Kondo se basó se en un modelo simple que fija un momento magnético local en el sitio

de la impureza y este se acopla v́ıa interacción de intercambio J con los electrones

de conducción. Usando la teoŕıa de perturbaciones a tercer orden en el acoplamiento

J , encontró una contribución del tipo lnT en la resistividad. Este término incrementa

a bajas temperaturas para un acoplamiento antiferromagnético y al incluirse junto a

la contribución de fonones se puede describir el mı́nimo. Sin embargo, lnT diverge

para T → 0, por tanto, los cálculos perturbativos de Kondo no seŕıan válidos a bajas

temperaturas, conocido como el “Problema de Kondo“.

Dos sistemas fuertemente correlacionados permitieron encontrar soluciones exactas a

este problema, el modelo de Kondo y el modelo de una sola impureza de Anderson. Son

básicos arquetipos de modelos que describen las impurezas magnéticas en un metal.

1.3.1. Modelo de Anderson

La presencia de impurezas magnéticas en un baño de electrones libres, puede generar

un potencial lo suficientemente atractivo como para inducir estados virtuales ligados

resonantes, es decir, un electrón de conducción en un estado localizado en la vecindad de

la impureza debido al scattering resonante en el sitio de la impureza, por tanto, tendrá

una función de onda que decae exponencialmente con la distancia a la impureza. La

resonancia en este caso, se puede calcular usando funciones atómicas (orbitales tipo

f) para una impureza aislada y considerar como se modifican con la presencia de los

electrones de conducción. Habrá un término de hibridación Vk entre el orbital de la
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impureza y los estados de Bloch de los electrones de conducción. Los estados en una

impureza se parecen a los estados tipo d o f , porque al tener un momento angular

grande, el potencial efectivo debido al momento angular tiene el efecto de localizar

dichos estados.

El hamiltoniano de Anderson considera un único nivel en la impureza con repulsión

coulombiana U > 0 y para el metal se supone un baño de electrones de conducción no

interactuantes:

Ĥ =
∑
k,σ

εkσc
†
kσckσ +

∑
k,σ

Vkf (c
†
kσcfσ + h.c.) + Unf↑nf↓ +

∑
σ

εfσc
†
fσcfσ. (1.4)

Donde, denotamos el estado localizado como el nivel f , εfσ (εkσ) es la enerǵıa del estado

localizado (baño de conducción), el cual, en ausencia de campo magnético se denota εf

(εk). Los operadores c†kσ y ckσ crean y destruyen un electrón en la banda de conducción

con vector de onda k y proyección de esṕın σ y c†fσ y cfσ lo hacen en el nivel de la

impureza.

El parámetro σ =↑, ↓ indica la proyección de esṕın del electrón a lo largo del eje ẑ,

nkσ = c†kσckσ es el operador de número de electrones en la banda de conducción, Vkf el

término d hibridización y el parámetro U representa el costo energético de una doble

ocupación en el estado localizado.

La relación entre los parámetros εf , U y Vk determinan la f́ısica del modelo, permitiendo

clasificarlo en 3 reǵımenes según los valores de los parámetros:

Vk = 0: Se presenta un desacople entre el gas de electrones y la impureza, aparece

un momento magnético local cuando, εf < εF (εF nivel de Fermi) con −εf < U

y 2εf +U > εF para penalizar la doble ocupación que no resulta en un momento

magnético. Esto no afecta a las propiedades de transporte del metal.

U=0: Caso no interactuante, la suceptibilidad se comporta como Pauli y para

εf � εF aparecen resonancias de Fano.

Vk 6= 0 y U > 0: Para εf < εF se tiene la presencia de dos procesos importantes,

la aparición de un momento magnético local debido a los valores altos que sue-

le tener la repulsión coulombiana, favoreciendo la simple ocupación del nivel de

la impureza y por ende estados magnéticos. El segundo proceso es el apantalla-

miento de este momento magnético debido a la hibridización con los electrones

de conducción. La temperatura a la que aparece este apantallamiento es la tem-

peratura de Kondo, TK , la escala de enerǵıa caracteŕıstica del problema. Además,

a bajas temperaturas estos procesos combinados modifican el espectro de enerǵıa
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y aparece una resonancia en el nivel de Fermi que modifica las propiedades de

transporte (resonancia de Kondo).

1.3.2. Modelo de Kondo

El modelo de Kondo fue introducido por J. Kondo [7] a fin de explicar el mı́nimo en la

resistividad que presentaban metales con impurezas magnéticas diluidas. Este modelo

describe la interacción de un momento magnético local y los electrones de conducción

de un metal con una dispersión εk mediante la interacción de intercambio esṕın-esṕın.

Este modelo representa muy bien el sector de baja enerǵıa del sistema.

A partir del modelo de Anderson, en el régimen de parámetros que permiten la presencia

de un momento magnético local (para Vkf � U , Vkf � −εf y εf < εF y −εf < U ) se

puede realizar una transformación canónica para simplificar el hamiltoniano. Además,

despreciamos las fluctuaciones de carga considerando el subespacio de baja enerǵıa,

el cual, posee un solo esṕın ↑ o ↓ en la impureza. Esta transformación da lugar al

hamiltoniano de Kondo [8]

Ĥ =
∑
k,σ

εkc
†
kσckσ + JŜ · ŝo, (1.5)

donde Ŝ es el esṕın localizado asociado a la impureza, ŝo es la densidad de esṕın en

el sitio de la impureza de los electrones de la banda de conducción y J representa al

acoplamiento esṕın-esṕın entre el esṕın de la impureza y del baño de conducción. J

está dado por la expresión

J = 2V 2 U

εf (εf + U)
> 0, (1.6)

siendo un acoplamiento antiferromagnético.





Caṕıtulo 2

Entrelazamiento en los modelos de

impureza cuántica de Anderson y

Kondo

“What we observe is not nature itself, but nature exposed to

our method of questioning.”

— Werner Heisenberg

En este caṕıtulo, se obtienen anaĺıticamente expresiones para la entroṕıa de entre-

lazamiento, utilizando aproximaciones para el estado fundamental de los modelos de

impureza de Anderson y Kondo. Se considera, por un lado, el llamado ĺımite de banda

angosta [9] y por otro una función de onda variacional de Varma-Yafet [10] para el caso

de degeneración N = 2 en el momento angular iónico. Asimismo, se obtuvo el estado

fundamental con el método de expansión variacional de Ngrande.

2.1. Aproximación de banda angosta para el mode-

lo de una sola impureza de Anderson (SIAM):

Esta aproximación, también conocida como “ĺımite molecular”, remplaza el continuo

de la banda de conducción por un único nivel “o” en el nivel de fermi con enerǵıa

εF = 0. Esto es equivalente a tomar εk → 0 en el hamiltoniano (1.4) y el nivel de la

banda de conducción que se acopla a la impureza corresponde a

coσ =
1

V

∑
k

Vkfckσ. (2.1)

9
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El hamiltoniano en la aproximación de banda angosta se puede escribir como

Ĥ0 =
∑
σ

V (c†oσcfσ + h.c.) + Unf↑nf↓ + εf
∑
σ

c†fσcfσ, (2.2)

donde no se consideran los estados de la banda que no se hibridizan con la impureza.

A continuación, obtenemos el estado fundamental considerando tanto el caso con si-

metŕıa electrón-hueco εf = −U/2 como el caso no-simétrico. El primero nos permite

simplificar el problema y obtener expresiones anaĺıticas sencillas para la entroṕıa de

entrelazamiento en función de los parámetros del modelo.

2.1.1. Caso Simétrico

Tomando el modelo con simetŕıa electrón-hueco tenemos: 2εf + U = 0, por tanto, el

estado doblemente ocupado y vaćıo en la impureza son degenerados. Siendo el hamil-

toniano representado por:

Ĥ0 =
∑
σ

V (c†σcfσ + h.c.) + Unf↑nf↓ −
U

2

∑
σ

c†fσcfσ (2.3)

El espacio de Fock de este hamiltoniano de dos niveles se representa por una base de 16

estados posibles, los cuales pueden ser clasificados por el número total de electrones Ne

porque N̂e conmuta con Ĥ0 y de esta manera facilita el cálculo de los autovalores y sus

autovectores correspondientes. Considerando nuestro estudio restrigindo a las propie-

dades del estado fundamental, podemos simplificar los cálculos tomando el subespacio

de baja enerǵıa, (Ne = 2) con una base de 6 estados posibles. La matriz hamiltoniana

para este subespacio es:

Ĥ0 =

(
−U

2
2V

2V 0

)
(2.4)

en la base { |S = 0〉a , |S = 0〉b }, donde |S = 0〉a = 1√
2
(|↑, ↓〉 − |↓, ↑〉) es un estado

singlete entre los sitios de la impureza y el baño, mientras que |S = 0〉b = 1√
2
(|−, ↑↓〉+

|↑↓,−〉) entre ambos sitios doblemente ocupados. Los dos sitios en cada ket |s1, s2〉
corresponden al estado localizado o de impureza “f” y del nivel de conducción “o”

respectivamente.

Diagonalizando obtenemos la enerǵıa εGS = −U
4
−
√

(U
4

)2 + 4V 2 que corresponde al

estado fundamental con autovector de la forma

|ΨGS〉 =
α√
2

(|↑, ↓〉 − |↓, ↑〉) +
β√
2

(|−, ↑↓〉+ |↑↓,−〉) (2.5)
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En el régimen de correlación fuerte V � U tenemos εGS ≈ −U
2
− 8V

2

U
y se obtiene

la relación entre los coeficientes β = −4V
U
α. De esta relación vemos que |α|2 � |β|2

de manera que los estados doblemente ocupado y vaćıo en la impureza tienen poca

probabilidad de ocurrir, lo que se esperaba.

Enerǵıa Estados

1 0 1√
2
(|↑↓,−〉 − |−, ↑↓〉)

2 -U
2

|↑, ↑〉
|↓, ↓〉

1√
2
(|↑, ↓〉+ |↓, ↑〉)

3 -U
4
−
√

(U
4

)
2

+ 4V 2 |ΨGS〉 = α( |↑,↓〉−|↓,↑〉√
2

) + β( |↑↓,−〉+|−,↑↓〉√
2

)

4 -U
4

+
√

(U
4

)
2

+ 4V 2 λ( |↑,↓〉−|↓,↑〉√
2

) + χ( |↑↓,−〉+|−,↑↓〉√
2

)

Tabla 2.1: Enerǵıas de los 6 estados posibles de la base del subespacio para Ne = 2 electrones
en el sistema molecular.

En la tabla 2.1 se presenta la base de 6 estados con sus respectivas enerǵıas. Para el

régimen de correlación fuerte el estado de más baja enerǵıa es el singlete 1√
2
(|↑, ↓〉 −

|↓, ↑〉.

Figura 2.1: Esquema del modelo de Anderson, para una impureza con degeneración de Kram-
mers, incluyendo las dos particiones del espacio de Hilbert total H considerado para calcular la
entroṕıa de entrelazamiento: a) H = Hi ⊗Hbath, b) H = H↑ ⊗H↓. La repulsión coulombiana U
entre las proyecciones opuestas de esṕın de los electrones en la impureza y el acoplamiento de
hibridación V entre la impureza y los electrones de conducción, se indican en la figura.

A continuación, se calculan las entroṕıas de entrelazamiento para las siguientes par-

ticiones: H = H↑ ⊗ H↓ (partición entre proyecciones opuestas de esṕın, para una
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degeneración del momento angular N = 2 (j = 1/2) Fig. 2.1(b). Para el caso de

degeneración N , se realiza una partición entre los valores de proyecciones de esṕın

m = −j,−j + 1, ..., j − 1, j. positivos y negativos, por tanto, H = Hm<0 ⊗ Hm>0. La

siguiente partición Fig. 2.1(a) H = Hi ⊗Hbath divide el espacio de Hilbert total H en

dos subespacios, los estados con todas las posibles proyecciones de esṕın de la impureza

“i” y del baño de conducción “bath”. Al trabajar con aproximación de banda angosta,

definimos un estado localizado “f” (impureza) y un solo nivel de conducción “o” que

se acopla con la impureza, la partición será H = Hf ⊗Ho .

Para la partición entre proyecciones de esṕın con una degeneración de momento angular

N = 2 se calculó la entroṕıa de entrelazamiento S↑ a partir de la matriz densidad

reducida ρ↑, la cual se obtiene realizando únicamente la traza parcial “esṕın-↓” sobre

la matriz densidad total ρ = |ΨGS〉 〈ΨGS|, ρ↑ = Tr↓ρ, los grados de libertad sobre los

cuales se realiza la traza son: { |↓〉f ⊗ |−〉o , |−〉f ⊗ |↓〉o }. Siendo α, β ∈ IR y teniendo

en cuenta la normalizacion de |ΨGS〉, la matriz ρ↑ queda

ρ↑ =

(
1
2

αβ

αβ 1
2

)
(2.6)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 10 20 30 40 50 60 70 80

S
↑

U
8V

Figura 2.2: Entroṕıa de entrelazamiento S↑ del estado fundamental del SIAM en el ĺımite de
banda angosta en función de U

8V . V corresponde al término de hibridación.
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En el régimen de interacción fuerte U →∞, la entroṕıa S↑ = 1, este valor corresponde

a un estado máximamente entrelazado (β = 0 y α = 1), siendo una superposición de

estados singletes de los sitios “f” (impureza) y “o” (baño).

Para el caso general los autovalores son λ± = 1
2
± αβ, la entroṕıa de entrelazamiento

se puede expresar como:

S↑ = −
(

1

2
+

γ

1 + γ2

)
log2

(
1

2
+

γ

1 + γ2

)
−
(

1

2
− γ

1 + γ2

)
log2

(
1

2
− γ

1 + γ2

)
(2.7)

con γ = U
8V
−
√

U
8V

2
+ 1. Su gráfica se observa en Fig.2.2 donde S↑ incrementa monóto-

namente hasta alcanzar su máximo valor S↑ = 1.

Para la segunda partición Hf ⊗Ho (ver Figura 2.1(a)), la matriz densidad del baño de

conducción se obtiene realizando la traza en la base de estados posibles de la impureza

{ |−〉f , |↑〉f , |↓〉f , |↑↓〉f }. La matriz densidad resulta

ρo =


|β|2

2
0 0 0

0 |α|2
2

0 0

0 0 |α|2
2

0

0 0 0 |β|2
2

 (2.8)

con autovalores |β|
2

2
y |α|

2

2
de multiplicidad 2. La entroṕıa de entrelazamiento respectiva

es

S = − γ2

1 + γ2
log2

(
γ2

2(1 + γ2)

)
− 1

1 + γ2
log2

(
1

2(1 + γ2)

)
, (2.9)

tomando V = 1 para simplificar los cálculos, tenemos γ = U
8
−
√

U
8

2
+ 1. En la Fig

2.3 se observa como la entroṕıa disminuye tendiendo a 1 y adquiere su máximo valor

2 cuando la interacción coulombiana es nula considerando que tenemos un espacio de

Hilbert de dimensión 4.

Vemos que para caracterizar el rol de las interacciones en el entrelazamiento del proble-

ma de Kondo, es conveniente realizar la partición H↑⊗H↓, que da un entrelazamiento

nulo para el caso no interactuante.
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0
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Figura 2.3: Entroṕıa de entrelazamiento en la partición impureza-mar de electrones So vs. U
8V

y simetŕıa electrón-hueco.

Modelo de Kondo

A continuación, se considera el ĺımite de correlación fuerte U → ∞ del modelo de

Anderson para describir el Modelo de Kondo en el ĺımite de banda angosta. La parte

de interacción esṕın-esṕın del hamiltoniano 3.10 se describe como

ĤK = JS · so =
J

2
[(S + so)

2 − S2 − so2] (2.10)

En este ĺımite el estado fundamental corresponde al estado singlete 1√
2
(|↑, ↓〉 − |↓, ↑〉.

Aplicando el hamiltoniano 2.10 a este estado se obtiene la enerǵıa fundamental EGS =

−3J
4

. El término de interacción J se puede determinar de la diferencia de enerǵıa entre

los estados de más baja enerǵıa y asignando un término de hibridación V → ∞ para

obtener un J constante. Siendo J = Etriplete − Esinglete = 8V 2

U
(de acuerdo con el valor

encontrado de la transformación de Schrieffer-Wolff [8] que resulta de una perturbación

en el término de hibridación entre la impureza y el baño), obteniéndose aśı una relación

entre los términos de interacción de los modelos de Anderson y Kondo.
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En este ĺımite, el valor de β → 0 y la matriz densidad se representa por:

ρ↑ =

(
1
2

0

0 1
2

)
(2.11)

lo cual corresponde a un estado máximamente entrelazado, por tanto la entroṕıa del

sistema siempre será 1, sin importar el valor de J > 0. Como veremos en la sección 2.4

S↑ supera 1. Los resultados de S↑ = 1 de esta sección son únicamente consecuencia de

la aproximación de banda angosta.

2.1.2. Caso no-simétrico

El hamiltoniano de Anderson corresponde a 2.2, por tanto, la matriz del hamiltoniano

en el subespacio de más baja enerǵıa (Ne = 2) es la matriz de 3× 3

Ĥasymm =

 εf 2V 0

2V εf + U
2

εf + U
2

0 εf + U
2

εf + U
2

 , (2.12)

en la base {|S = 0〉a , |S = 0〉b , |S = 0〉c} con un estado singlete de simple ocupación

|S = 0〉a = |↑,↓〉−|↓,↑〉√
2

y dos de doble ocupación |S = 0〉b = |↑↓,−〉+|−,↑↓〉√
2

y |S = 0〉c =
|↑↓,−〉−|−,↑↓〉√

2
. La no-simetŕıa del problema rompe la degeneración y aparece una mezcla

con el estado singlete |S = 0〉c a diferencia del caso simétrico.

De diagonalizar la matriz 2.12, el estado fundamental corresponde al autovector

|ΨGS〉 = α

( |↑, ↓〉 − |↓, ↑〉√
2

)
+β

( |↑↓,−〉+ |−, ↑↓〉√
2

)
+γ

( |↑↓,−〉 − |−, ↑↓〉√
2

)
, (2.13)

los valores α, β y γ son los componentes del autovector asociado al autovalor de más

baja enerǵıa. A diferencia del caso simétrico, no se puede expresar fácilmente estos

valores en función de los parámetros del hamiltoniano. Se podŕıa aplicar teoŕıa de

perturbaciones para V → 0 y aśı determinar expresiones aproximadas que aplican en

el ĺımite de Kondo.

La matriz densidad reducida en la partición de esṕın ρ↑ del estado fundamental |Ψ〉GS
es

ρ↑ = Tr↓|ΨGS〉〈ΨGS| =
(

1
2

+ γβ αβ

αβ 1
2
− γβ

)
(2.14)
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y la entroṕıa de entrelazamiento de esṕın S↑ se puede expresar como

S↑ = −1

2
−β
√
γ2 + α2 log2

(
1

2
+ β

√
γ2 + α2

)
−1

2
+β
√
γ2 + α2 log2

(
1

2
− β

√
γ2 + α2

)
.

(2.15)

−40.0 −30.0 −20.0 −10.0 0.0
0.2

0.4
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0.8
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S
↑

−40.0 −30.0 −20.0 −10.0 0.0
εf/V

0.4

0.8

1.2

1.6

〈n̂
↑

+
n̂
↓〉

U/V = 8.0

U/V = 16.0

U/V = 32.0

U/V = 40.0

Figura 2.4: S↑(arriba) y ocupación (n↑ + n↓) en la impureza (abajo) vs. la enerǵıa del estado
localizado εf para diferentes valores del parámetro de interacción U con V = 0,25 fijo.

A partir de esta expresión, se determinó numéricamente el valor de la entroṕıa de esṕın

S↑ en función de los parámetros del hamiltoniano U , εf y tomando como escala de

enerǵıa el término de hibridación V = 0,25 fijo. En la Fig. (2.4) se fija el término de

interacción U y se vaŕıa la enerǵıa del estado localizado. La entroṕıa S↑ es simétrica
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bajo la transformación εf → −U − εf y adquiere su máximo valor S↑,max en εf = −U/2
(simetŕıa electrón-hueco). La región con S↑,max aumenta cuando incrementamos U y

S↑,max → 1 en el ĺımite de interacción fuerte U → ∞. Analizando a partir de la

ocupación en la impureza, esta región corresponde a la zona con nf = 1 (un electrón

en la impureza), lo que favorece la formación del estado singlete con un momento

magnético local en la impureza.

También, se puede ver que S↑ empieza a decaer para nf < 1, esto ocurre porque

nos encontramos en una zona donde incrementa la probabilidad de encontrar el estado

localizado vaćıo y no actúa el término de interacción U . Se observa el mismo decaimiento

para nf > 1 debido a la simetŕıa electrón-hueco. En la Fig. (2.5) se fija el nivel de la

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0

U/V

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

S
↑

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0
U/V

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

〈n̂
↑n̂
↓〉

εf/V = −2.0

εf/V = −6.0

εf/V = −10.0

εf/V = −14.0

Figura 2.5: Entroṕıa de entrelazamiento S↑ (arriba) y doble ocupación n̂↑n̂↓ (abajo) en función
de U y V = 0,25 fijo, variando la enerǵıa del estado localizado.

impureza εf y se vaŕıa el término de interacción U . Si εf se hace más negativo, extiende
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la región donde S↑ = 0 (sistema descorrelacionado), esta región se ampĺıa debido a un

incremento en la probabilidad de tener el nivel de la impureza doblemente ocupado.

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0

U/V

0.0

0.4

0.8

1.2

1.6

2.0

S
f

εf/V = −2.0

εf/V = −6.0

εf/V = −10.0

εf/V = −14.0

Figura 2.6: Entroṕıa Sf vs. U interacción coulombiana para valores del nivel de la impureza
εf y V = 0,25 fijos.

Realizando la partición Hf ⊗Ho impureza-baño de conducción, la matriz de densidad

ρf trazando sobre los estados {|↑〉o , |↓〉o , |↑↓〉o , |−〉o} resulta

ρf =


α2

2
0 0 0

0 α2

2
0 0

0 0 (β+γ)2

2
0

0 0 0 (β−γ)2

2

 . (2.16)

Asimismo, se presentan figuras midiendo la entroṕıa en esta partición en función de los

parámetros del modelo. En la Fig. 2.6 se fijan distintos valores del nivel de la impureza

εf y se vaŕıa U . Para valores de εf cada vez más negativos, la entroṕıa Sf → 0 cuando

la interacción coulombiana es nula U = 0, es decir, el estado fundamental tiende al

estado de doble ocupación en el nivel de la impureza |↑, ↓〉f . Además, para U →∞ la

entroṕıa Sf → 1, siempre y cuando, εf � 0 sea lo suficientemente negativo, análogo si

se considera la partición de esṕın.

El máximo de las curvas se ubica en la región εf = −U , este valor converge a Sf,max →
− log2(1/3) ≈ 1,58 cuando U → ∞. Esto en vista de que el estado vaćıo |−〉f se

vuelve inaccesible y por la presencia de un estado de muy baja enerǵıa con tres estados

posibles |↑〉f , |↓〉f y |↑↓〉f . Considerando la partición de esṕın, tener la entroṕıa en
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su máximo valor, nos aseguraba la existencia de un momento magnético local en la

impureza y un estado máximamente entrelazado. Como vimos, esto no ocurre en la

partición impureza- baño de conducción.

−40.0 −30.0 −20.0 −10.0 0.0

εf/V
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1.30

1.45

1.60
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S
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U/V = 16.0

U/V = 32.0

U/V = 40.0

Figura 2.7: Entroṕıa Sf vs. εf el nivel de la impureza para valores de interacción U y V = 0,25
fijos.

En la Fig. 2.7 se fija U y se vaŕıa εf . En esta partición también se presenta una simetŕıa

en la entroṕıa de entrelazamiento bajo la transformación εf → −εf − U , esto se debe

a la presencia de simetŕıa electrón-hueco en el sistema. De igual manera, en el ĺımite

de interacción fuerte U →∞, tanto en el caso simétrico (εf = −U/2), como en los dos

máximos (εf = 0, εf = −U), la entroṕıa Sf tienden a 1 y ≈ 1,58 cuando εf se hace

más negativo. Como ya mencionamos, no es conveniente realizar esta partición porque

independientemente del valor que tome εf el entrelazamiento no se anula en el caso no

interactuante.

A continuación, trabajando en la partición de esṕın, se analiza la relación de S↑ con la

suceptibilidad χ en la impureza. Se define la suceptibilidad en la impureza a tempera-

tura cero, como

χ =
dmf

dh

∣∣∣∣
h→0

. (2.17)

Esta mide el cambio en la polarización del esṕın de la impureza en el estado funda-

mental mf = 〈(n̂↑ − n̂↓)〉 /2 cuando se aplica una separación energética de Zeeman en

la impureza igual a 2h = gµBB. La matriz asociada al hamiltoniano 3.10 aplicando un

campo magnético en el nivel de la impureza es
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Ĥcampo =


εf −h

2
2V 0

−h
2

εf 0 0

2V 0 εf + U
2

εf + U
2

0 0 εf + U
2

εf + U
2

 , (2.18)

en la base {|S = 0〉a , |S = 1〉d , |S = 0〉b , |S = 0〉c} con |S = 1〉d = |↑,↓〉+|↓,↑〉√
2

. Corres-

ponde a la misma base obtenida sin aplicar campo más un estado triplete de simple

ocupación.
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Figura 2.8: La curva de color negro corresponde al caso simétrico (εf = −U/2), S↑ tiene
un comportamiento monótono con (χV)−1. La parte coloreada corresponde a valores de εf en
[−10, 0] con paso de 0,05 y U en [0, 20] con paso de 1.

Se presentan cálculos numéricos aplicando valores por debajo de una separación energéti-

ca δh lo suficientemente pequeña, tal que la magnetización presente un comportamiento

lineal y nos permita obtener la suceptibilidad mediante la pendiente de la curva. En la

Fig. (2.8) se fija V y se calcula la suceptibilidad χ para cada valor de εf en [−10, 0] con

paso de 0,05 y U en [0, 20] con paso de 1. Para el caso simétrico εf = −U/2 se tiene

una curva universal monótona en función de (χV)−1, independiente de la elección de

εf y V . Además, se percibe que a partir de (χV)−1 ≤ 1 el caso no-simétrico y simétrico

empiezan a colapsar en una sola curva.

Debido al solapamiento de los datos no se puede apreciar con claridad aquellos, co-

rrespondientes a V = 0,05, V = 0,15 y V = 0,45, que caen en la curva universal. Por
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(a) (b)

Figura 2.9: Mapa de la entroṕıa de entrelazamiento de esṕın S↑ para valores de interacción U
en [0, 20] y εf en [−10, 0] con (a) V = 0,05 y (b) V = 0,45

(a) (b)

Figura 2.10: Mapa de Suceptibilidad χ en la impureza para valores de interacción U entre
0, 20 y εf entre −10, 0 con (a) V = 0,05 y (b) V = 0,45
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tanto, se presentan mapas para χ y S↑ en función de los parámetros U y εf para una

mejor visualización.

En las Fig. 2.9a y 2.9b se exibe un incremento en la zona con S↑ → 1 y a la vez, en la

zona con valores de suceptibilidad grandes Fig. 2.10a y Fig. 2.10b al disminuir el valor

de hibridación V .

2.2. Función de onda variacional de Varma-Yafet:

A continuación, se considera la función de onda variacional de Varma-Yafet [10] :

|ΨGS〉 = a0 |Ψ0〉+
∑
k

ak(c
†
f↑ck↑ + c†f↓ck↓) |Ψ0〉 . (2.19)

Donde |ΨGS〉 es una combinación lineal de estados singlete. El primer término corres-

ponde a la esfera de Fermi llena |Ψ0〉 =
∏kf

k c†k↑c
†
k↓ |0〉 y el segundo son estados con

un hueco en la enerǵıa εk,σ de la banda de conducción y un electrón en el nivel de

la impureza con esṕın σ. Se espera que |ΨGS〉 resulte una buena aproximación para

U →∞ dado que nf↑nf↓ |ΨGS〉 = 0.

Aplicando el hamiltoniano de la Ec.(1.4) a la función de onda variacional, su enerǵıa

se puede expresar como

E =
〈ΨGS|H|ΨGS〉
〈ΨGS|ΨGS〉

= E0 + εf + ε, (2.20)

donde, E0 corresponde a la enerǵıa no perturbada de |Ψ0〉, εf la enerǵıa del nivel de

la impureza y ε la enerǵıa que gana el sistema al formar el singlete entre la impureza

y el baño de conducción. Se define la enerǵıa del singlete de Kondo positiva εk =

E0 − εf − 〈ΨGS|H|ΨGS〉/〈ΨGS|ΨGS〉.

De la condición de normalización de |ΨGS〉, los coeficientes deben cumplir con la igual-

dad 1 = a2
o + 2

∑
k a

2
k. Para determinar las ecuaciones variacionales que rigen los coefi-

cientes ak y a0, los cuales nos permiten construir |ΨGS〉, se minimiza la función

〈ΨGS|H|ΨGS〉 − λ (〈ΨGS|ΨGS〉 − 1) , (2.21)

con λ como multiplicador de Lagrange que nos asegura la normalización de |ΨGS〉.
De la minimización de esta expresión en función de los coeficientes se encuentra que

λ = εK con valor
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εK = +2
∑
k

(εka
2
k + 2Vkaka0)− εfa2

0. (2.22)

Las ecuaciones variacionales para los coeficientes son:

εKa0 = εfa0 − 2
∑
k

Vkak (2.23a)

εKak = εkak − Vka0 (2.23b)

Despejando ak de la Ec.(2.23b) y obteniendo a0 de la relación de normalización, obte-

nemos expresiones para los coeficientes

ak =
Vka0

εk − εK
(2.24a)

a0 =

√√√√ 1

1 +
∑

k

2V 2
k

(εk−εK)2

. (2.24b)

Remplazando la Ec.(2.24a) en Ec.(2.23a) obtenemos la expresión que nos permite de-

terminar εK a partir de los parámetros del hamiltoniano y de los niveles de enerǵıa de

los electrones de conducción.

εK = εf − 2
∑
k

V 2
k

εk − εK
. (2.25)

Para determinar el término de hibridación Vkf y los respectivos niveles enegéticos de

los electrones de conducción εk, es útil reformular el mar de electrones como de una

cadena lineal finita de orbitales tipo s (ver Apéndice A).

Posteriormente, para determinar la entroṕıa de entrelazamiento en la partición de esṕın

S↑, se encontró una expresión para la matriz de densidad reducida de |ΨGS〉 en función

de los coeficientes ai, los cuales, se pueden obtener mediante cálculos numéricos.

ρ↑ =



∑N
i=0 a

2
i . . . (−1)j+1a0aj . . . . . .

. . .
...

...
...

a2
j (−1)k+jajak

...
. . .

...

a2
N


. (2.26)
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Sin embargo, realizando un cambio de base espećıfico a los operadores solo es necesario

diagonalizar una matriz de 2×2, concidiendo los autovalores con los obtenidos mediante

la matriz 2.26. El cambio de base es:

c0 =
1√
A

∑
k

akck (2.27)

siendo A una constante de normalización, este nuevo operador cumple con la propiedad

{ c0, c
†
0 } = 1. Entonces la función de onda variacional se puede expresar como:

|ΨGS〉 = a0 |Ψ0〉+ b0(c†f↑c0↑ + c†f↓c0↓) |Ψ0〉 (2.28)

con A =
∑

k a
2
k y b0 =

√
A. La matriz de densidad reducida tiene la forma

ρ↑ =

(
a2

0 + b2
0 a0b0

a0b0 b2
0

)
(2.29)

Tenemos que b2
0 =

∑
k a

2
k se puede obtener remplazando la sumatoria por una integral

en εk,

b2
0 =

a2
0

π

∫ 0

−D

Γ(ω)

(ω − εK)2
dω (2.30)

donde Γ(ω) = π
∑

k δ(ω− εk)V 2
k y D es el semiancho de la banda de conducción. En el

régimen de Kondo (εK � D, |εf |;−εf � Γ) la integral 2.30 está dominada por enerǵıas

cerca del nivel de Fermi (ω ∼ 0), lo cual permite aproximar Γ(ω) ∼ Γ(0) = Γ = πV 2ρ(0)

con ρ(0) la densidad de estados en el nivel de Fermi. Tenemos,

b2
0 ∼

a2
0Γ

πεK
. (2.31)

expresado en función de la relación εK/Γ. De manera similar resolvemos para εK de la

Ec.(2.25), donde se satisface aproximadamente

εK = De−εfπ/2Γ. (2.32)

Utilizando la condición de traza unitaria de la matriz densidad, 2.29 a2
0 + 2b2

0 = 1, se

puede expresar b2
0 uńıvocamente en función de εK/Γ.

b2
0 =

1

1 + εKπ
Γ

. (2.33)

Remplazando (2.33) en (2.29), la matriz densidad queda completamente expresada en
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función de la relación εK/Γ, aśı como todos sus autovalores que luego se requieren

para calcular la entroṕıa de entrelazamiento de esṕın S↑. Primeramente, se obtuvo

numéricamente S↑ en función de los parámetros εK y εf de remplazar 2.31 y 2.32 en

la matriz densidad 2.29.

0.0 0.50 1.00 1.50 2.00
εK/D

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

S
↑

V = 0.2

V = 0.3

V = 0.4

V = 0.6

Figura 2.11: Entroṕıa de entrelazamiento S↑ para la función de onda variacional de Varma-
Yafet vs. εK (enerǵıa que gana el sistema para formar el singlete) fijando diferentes valores del
término de hibridación V y D = 1 el semiancho de banda.

En la Fig. (2.11) se presenta la entroṕıa de entrelazamiento S↑ en función de la enerǵıa

que gana el sistema para formar el singlete εK para diferentes valores del término de

hibridación V . Todas las curvas tienen máximo entrelazamiento S↑ = 1, independien-

temente del término de hibridación V , cuando εK = 0. En estas condiciones b2
0 = 1 (ver

Eq. 2.33), entonces, se prohibe el estado vaćıo en la impureza y tenemos la formación

del estado singlete entre la impureza y el baño. Por el contrario, al incrementar εK el

entrelazamiento S↑ → 0 y se presenta mayor peso en el estado vaćıo de la impureza,

siendo aśı, la probabilidad de formar el singlete entre impureza-baño disminuye.

En la Fig.(2.12) se fijan diferentes términos de hibridación V y se vaŕıa la enerǵıa

del estado localizado εf . Las curvas tienden rápidamente a un estado máximamente

entrelazado S↑ → 1, siempre y cuando V � −εf
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0
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V = 0.3
V = 0.4
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Figura 2.12: Entroṕıa de entrelazamiento S↑ para la función de onda variacional de Varma-
Yafet vs. εf (enerǵıa del estado localizado) fijando el término de hibridación V . D = 1 es el
semiancho de banda.

Considerando la enerǵıa Γ = πV 2ρ(εF ), que además caracteriza la vida media de un

estado de la impureza (~/Γ) en el caso no interactuante (U = 0). La entroṕıa se puede

describir como:

S↑ = −
(

1

2
+ λ

)
log

(
1

2
+ λ

)
−
(

1

2
− λ
)

log

(
1

2
− λ
)

(2.34)

con

λ =

√
π
√
z(zπ − 4)

2(zπ + 2)
,

los autovalores de la matriz densidad 2.29 escrita en función de z = εK
Γ

. En la Fig.

2.13 se observa el comportamiento de la entroṕıa en función de εK/Γ. Esta función es

“universal”, ya que sistemas con diferentes valores de εf , V y densidad de estados en

el nivel de Fermi tienen una entroṕıa que solo depende de los parámetros a través de

εK/Γ. Algo similar ocurre en el problema de Kondo con otras cantidades f́ısicas como

la susceptibilidad magnética y el calor espećıfico que dan lugar a curvas universales

cuando la escala de enerǵıa utilizada es εK (de manera más general, la temperatura de

Kondo TK). En el problema de Kondo ~/εK cuantifica la vida media de un estado en la

impureza en el caso interactuante, por lo que la entroṕıa de entrelazamiento solo depen-
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deŕıa de la renormalización de dicho tiempo al encender las interacciones. El cociente

εK/Γ está también asociado a la renormalización de la masa de las cuasipart́ıculas en el

problema de Kondo que es a su vez una medida muy utilizada, y que se puede obtener

experimentalmente, de las correlaciones electrónicas [11].

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
εK
Γ

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

S
↑

Figura 2.13: Entroṕıa de entrelazamiento S↑ para la función de onda variacional de Varma-
Yafet en función de ε

Γ . Donde Γ es el ancho medio de resonancia.

2.2.1. Modelo de Kondo

Considerando la función de onda variacional, de Varma-Yafet en el ĺımite de Kondo

εf → −∞. Por tanto, b0 = 1√
2

y a0 = 0 para la función de onda variacional 2.28),

i.e., la probabilidad de que este vaćıo el estado localizado es nula. La matriz densidad

tiene la misma forma que en el ĺımite molecular 2.11. Por tanto, la entroṕıa del sistema

siempre es 1.
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2.3. Expansión variacional de N-grande para siste-

mas de impurezas magnéticas diluidas en un

metal.

En esta sección se introduce un nuevo método variacional [12] que nos permite obtener

una aproximación de la enerǵıa del estado fundamental de los sistemas que hemos veni-

do estudiando, mediante una expansión en 1/N , con N = 2j + 1 como la degeneración

de los posibles grados de libertad m del momento angular total j. El hamiltoniano de

Anderson degenerado se puede escribir como:

Figura 2.14: Esquema de los estados de la base usada en el calculo variacional de la enerǵıa
del estado fundamental (εGS) [11]. Cada fila corresponde al órden en 1/N de la contribución en
εGS . Los ćırculos de color negro representan a los electrones, los blancos a los huecos en la banda
de conducción y εf el estado localizado (linea horizontal).

Ĥ =
∑
k,m

εkmĉ
†
kmĉkm +

∑
k,m

Vk(ĉ
†
kmf̂m + h.c.) + U

∑
m>m′

n̂mn̂m′ +
∑
σ

εfmf̂
†
mf̂m, (2.35)

m es el número cúantico magnético que vaŕıa entre {−j,−j + 1, ..., j − 1, j}, εkm(εfm)

las enerǵıas de los electrones de conducción (impureza) con operadores de creación

ĉ†km(f̂ †m) y operadores número n̂km(n̂m).

En el ĺımite de interacción fuerte U →∞ el hamiltoniano 2.35 se pude expresar sin el
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término de interacción coulombiana,

Ĥ =
∑
k,m

εkmĉ
†
kmĉkm +

∑
k,m

Vk(ĉ
†
km |0〉 〈m|+ h.c.) +

∑
σ

εfm |m〉 〈m| , (2.36)

aśı las únicas posibles configuraciones en la impureza son el vaćıo |−〉f y el ocupado

por un solo electrón con proyección del momento angular m.

A continuación, mediante teoŕıa de perturbaciones detallamos algunos cálculos nece-

sarios para poder entender el motivo por el cual se consideró 1/N como parámetro de

expansión, lo cual no es obvio porque N no aparece expĺıcitamente en el hamiltoniano

2.36.

Se sabe a ciencia cierta que el estado fundamental exacto para el hamiltoniano de

Anderson es un singlete [13], por tanto, se puede tomar la esfera de Fermi llena |Ω〉
(estado singlete con el estado localizado vaćıo, ver Fig. 2.14) como punto de arranque

del cálculo variacional. El siguiente estado singlete es producto de aplicar el término

de hibridación en |Ω〉, resultando en estados de la forma |εfεhkm〉 (estado localizado

ocupado por un electrón y un hueco en la esfera de Fermi). La combinación lineal de

estos estados corresponde a la función variacional de Varma Yafet 2.19 para N = 2.

Luego, calculando la contribución para cada uno de estos estados a segundo orden en

la enerǵıa del estado fundamental εGS del hamiltoniano de Anderson degenerado en

el ĺımite de U → ∞, podemos determinar el orden en 1/N al que corresponde cada

contribución.

La corrección a segundo orden en la enerǵıa por el estado |Ω〉 se calcula v́ıa

∆E0 =
∑
N

〈Ω| Ĥmix |M〉 〈M | Ĥmix |Ω〉
−EM

,

donde Hmix es el término de hibridación y M todos los estados del sistema distintos de

|Ω〉. Las únicas contribuciones vienen de los estados electrón-hueco |εfεhkm〉 (Fig. 2.14).

∆E0 =
∑
km

|Vk|2
〈Ω|
(
|0〉 〈m| ĉ†km

)
|εfεkm〉 〈εfεkm| (|m〉 〈0| ĉkm) |Ω〉
−(εf − εk)

∆E0 =
∑
k

N |Vk|2
εk − εf

= −ΓN

π
ln

D

|εf |

Suponiendo la banda de conducción con un semiancho D � |εf | y una hibridación



30 Entrelazamiento en los modelos de impureza cuántica de Anderson y Kondo

constante. La corrección resulta proporcional a NΓ. Del mismo modo, la contribución

de los estados |εfεkm〉 es

∆Em = −Γ

π
ln

D

|εf |
,

para este caso los estados M que presentan una contribución son de la forma |EKεkm〉
(ver Fig.2.14).

En el ĺımite de N → ∞, se fija ΓN para evitar la divergencia de la contribución

del estado |Ω〉 en la enerǵıa, por tanto, la contribución del estado |EKεkm〉 se vuelve

despreciable. La función de onda exacta del estado fundamental a orden O(1) (2.37)

en la expansión 1/N se escribe como

|Ψ(1)
GS〉 = A

[
|Ω〉+

1√
N

occ∑
k1m

αk1 |εfεhk1m〉
]
. (2.37)

Este estado coincide con la función de onda variacional de Varma Yafet para degene-

ración N = 2.

Los estados de mayor orden construidos a partir de la aplicación del término de hibrida-

ción en |Ω〉 además del primero son de mayor orden en 1/N . Estos estados se muestran

de manera esquemática en (ver Fig. 2.14), y también se indica el orden en 1/N al cual

contribuyen en la enerǵıa del estado fundamental. Por ejemplo, los estados que deben

ser incluidos para el orden O(1/N) son |EKεhkm〉 y |(εfεhk1m′)(Ekεhkm)〉, corresponden

a la segunda fila de la Fig. 2.14.

2.3.1. Entroṕıa de entrelazamiento de la función variacional

del estado fundamental |Ψ(1)
GS〉

Aplicando el cambio de base ĉom = 1
b0

∑
k1
αk1 ĉk1m y b2

0 =
∑

k1
α2
k1

como factor de

normalización. La función de onda (2.37) se puede escribir como

|Ψ(1)
GS〉 = a0

(
|Ω〉+

b0√
N

∑
m

ĉ†fmĉom |Ω〉 ,
)

(2.38)

Para la partición del espacio total de Hilbert H = Hm=1 ⊗Hm 6=1. La matriz densidad

reducida ρm=1 = Trm=1ρ se calcula trazando sobre los estados con momento angular

iónico m = 1. La base de estados con m = 1 es { |1̃〉 , |0̃〉} con |1̃〉 = ĉ†f,m=1 |0〉1 y

|0̃〉 = ĉ†o,m=1 |0〉1 donde |0〉1 es el estado vaćıo de la impureza o baño con proyección

m = 1. La matriz de densidad tiene la forma
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ρm=1 = a2
0

(
1 +

b20
N

b0
√
N−1√
N

b0
√
N−1√
N

b20(N−1)

N

)
, (2.39)

para N → ∞, tenemos Sm=1 = 0, por tanto, la contribución de un único momento

angular m es despreciable para el ĺımite de N grande.

Considerando la partición H = Hm≤0⊗Hm>0 y reescribiendo la función de onda (2.37)

nos queda

|Ψ(1)
GS〉 = a0 |Ωm≤0〉 ⊗ |Ωm>0〉+

a0b0√
N

(
|Ωm≤0〉 ⊗

∑
m>0

ĉ†fmĉom |Ωm>0〉+(∑
m≤0

ĉ†fmĉom |Ωm≤0〉
)
⊗ |Ωm>0〉

) (2.40)

Donde, la esfera de Fermi llena se puede escribir como el producto tensorial de la

parte de la esfera con momento angular estrictamente negativo (incluyendo al cero)

y positivo, |Ω〉 = |Ωm≤0〉 ⊗ |Ωm>0〉 con |Ωm≤0〉 =
∏

εk≤εF
∏

m≤0 ĉ
†
km |0〉 y |Ωm>0〉 =∏

εk≤εF
∏

m>0 ĉ
†
km |0〉.

Aplicamos el cambio de base con ω =
√

2
N

como factor de normalización, |δm≤0〉 =

ω
∑

m≤0 ĉ
†
fmĉom |Ωm≤0〉 y |δm>0〉 = ω

∑
m>0 ĉ

†
fmĉom |Ωm>0〉. La función (2.40) se puede

escribir como

|Ψ(1)
GS〉 = a0 |Ωm≤0〉 |Ωm>0〉+

a0b0√
2

(
|Ωm≤0〉 ⊗ |δm>0〉+ |δm≤0〉 ⊗ |Ωm>0〉

)
. (2.41)

La paridad de N es irrelevante en el ĺımite de N grande debido a la contribución nula

de un estado con un único momento angular m′ en la entroṕıa de entrelazamiento.

Por tanto la supresión de los estados con m = 0 se justifica. Para calcular la matriz

densidad reducida ρm>0, usamos los estados |Ωm<0〉 y |δm<0〉 como base ortonormal.

ρm>0 = Trm<0 |Ψ(1)
GS〉 〈Ψ

(1)
GS| = a2

0

(
1 +

b20
2

b0√
2

b0√
2

b20
2

)
, (2.42)

coincide con el caso de degeneración N = 2. Como podemos notar, pese a considerar la
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solución exacta del estado fundamental a orden O(1), la entroṕıa de entralazamiento

aún nos sigue dando Sm>0 ≤ 1.

Se realizó el mismo cálculo variacional de la enerǵıa del singlete 2.38, como en la sección

de Varma-Yafet. Las ecuaciones variacionales que permiten obtener los coeficientes a0,

bk y la enerǵıa de Kondo εK son:

bk =

√
NVk

−εK + εk
(2.43)

εf − εK =
N

π

∫ 0

−D
dω

Γ(ω)

−εK + ω
, (2.44)

Como se puede ver, la única diferencia con los cálculos a partir de la función variacional

de Varma-Yafet es el término de degeneración del momento angular N . Definiendo Z =

πεK/NΓ, tenemos b2
0 = NΓ

∫ 0

−D
dω

(−εK+ω)2
∼ NΓ

πεK
∼ 1

Z
y de la relación de normalización

de la función de onda se tiene a2
0 = (1 + b2

0)−1, los cuales nos permitirán escribir la

matriz densidad ρm>0 uńıvocamente en función de Z. Para Z � 1 la función de S↑ se

puede escribir en función de Z4 como:

S↑ ∼ 1− Z4

ln(4)
. (2.45)

2.3.2. Función variacional del estado fundamental a orden O(1/N)

La función variacional del estado fundamental a orden O(1/N) se puede representar

tomando los estados de la primera y segunda fila (ver Fig. 2.14) como,

|Ψ(1/N)
o 〉 = A

(
|Ω〉+

1√
N

occ∑
k1m

(
αk1 |εfεk1m〉+

unocc∑
k2

(
βk1k2 |Ek2εk1m〉

1√
N

occ∑
k3m′

γk1k2k3 |(εfεk3m)(Ek2εk1m
′)〉
)))

.

(2.46)

Donde, las sumatorias son únicamente para los estados con εk1 , εk3 ocupados y εk2

desocupados del baño de conducción. Los nuevos estados que se incorporaron son,

|Ek2εhk1m〉 = ĉ†k2mĉk1m |Ω〉 (estado electrón-hueco) y |(εfεhk3m)(Ek2ε
h
k1
m′)〉 (estado con

dos huecos en el baño de conducción, un electrón en el nivel de la impureza y el otro en

la región con enerǵıa positiva del baño de conducción) con Ek2 > εF . Los parámetros

variacionales αk2 , βk1k2 y γk1k2k3 permiten construir completamente el estado funda-

mental. Estos están determinados por la minimización de la función
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〈Ψ(1/N)
o | Ĥ |Ψ(1/N)

o 〉 − E0
(
〈Ψ(1/N)

o |Ψ(1/N)
o 〉 − 1

)
, (2.47)

donde E0 es un multiplicador de Lagrange que permite asegurar la normalización.

Minimizando con respecto a A encontramos que E0 es la enerǵıa del estado fundametal,

E0 =
〈Ψ(1/N)

o | Ĥ |Ψ(1/N)
o 〉

〈Ψ(1/N)
o |Ψ(1/N)

o 〉
. (2.48)

Para simplificar el problema, tomamos el parámetro γk1k2k3 = 0, el nivel de Fermi εF = 0

y el término de hibridación Vk = V independiente de k. Por tanto, al evaluar (2.48)

usando (2.46) y (2.47) encontramos la enerǵıa del estado fundamental considerando el

primer término de orden O(1/N),

E0 =
occ∑
k1

α2
k1

(
εf−εk1

)
+

occ∑
k1

unocc∑
k2

β2
k1k2

(
Ek2−εk1

)
+2V

√
N

occ∑
k1

αk1+V
occ∑
k1

unocc∑
k2

αk1βk1k2 .

(2.49)

Por último, minimizando 2.47 con respecto a αk1 y βk1k2 obtenemos sus ecuaciones

variacionales,

(εf − εk1 − λ)αk1 +
√
NV + V

unocc∑
k2

βk1k2 = 0 (2.50a)

(Ek2 − εk1 − λ)βk1k2 + V αk1 = 0. (2.50b)

Despejando los parámetros del sistema de ecuaciones anterior, se pueden determinar

numéricamente los parámetros αk1 y βk1k2 a partir de las siguientes expresiones.

αk1 =

√
NV

εK + εk1 − εf −
V 2

4

unocc∑
k2

1

εk1 + εK − Ek2

(2.51)

βk1k2 =
V αk1

2(εk1 + εK − Ek2)
(2.52)

2.3.3. Entroṕıa de entrelazamiento de la función variacional

del estado fundamental |Ψ(1/N)
GS 〉

Determinamos una expresión anaĺıtica para la entroṕıa de entrelazamiento descartando

los estados que acompañan al parámetro γk1k2k3 , dado que nos imped́ıan realizar un

cambio de base apropiado que nos facilitara los cálculos.
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Reescribiendo la función variacional 2.46 y despreciando el parámetro γ

|Ψ(1/N)
GS 〉 = A

(
|Ωm≤0〉 ⊗ |Ωm>0〉+

1√
N

occ∑
k1

αk1

(
|Ωm≤0〉 ⊗

(∑
m>0

ĉ†fmĉkm |Ωm>0〉
)

+

(∑
m≤0

ĉ†fmĉkm |Ωm≤0〉
)
⊗ |Ωm>0〉

)
+

1√
N

occ∑
k1

unocc∑
k2

βk1k2

(
|Ωm≤0〉⊗

(∑
m>0

ĉ†k2mĉk1m |Ωm>0〉
)

+

(∑
m≤0

ĉ†k2mĉk1m |Ωm≤0〉
)
⊗ |Ωm>0〉

))
.

(2.53)

A continuación, se define un cambio de base con ξ =
A√
2

√∑
k1
α2
k1

+
∑

k1k2
β2
k1k2

y

1 = A2 + 2ξ2 condiciones necesarias de normalización.

|ϕm<0〉 =
A√
Nξ

(∑
k1

αk1
∑
m<0

ĉ†fmĉk1m |Ωm<0〉+
∑
k1k2

βk1k2
∑
m<0

ĉ†k2mĉk1m |Ωm<0〉
)

(2.54)

|ϕm>0〉 =
A√
Nξ

(∑
k1

αk1
∑
m>0

ĉ†fmĉk1m |Ωm>0〉+
∑
k1k2

βk1k2
∑
m>0

ĉ†k2mĉk1m |Ωm>0〉
)

(2.55)

La nueva base permite reescribir |Ψ(1/N)
GS 〉

|Ψ(1/N)
GS 〉 = A |Ωm>0〉 ⊗ |Ωm<0〉+ ξ

(
|Ωm>0〉 ⊗ |ϕm<0〉+ |ϕm>0〉 ⊗ |Ωm<0〉

)
(2.56)

Esto permite escribir la matriz densidad ρm<0 en una base más reducida {|Ωm<0〉 , |Ψm<0〉},

ρm>0 =

(
1− ξ2 ξ

√
1− 2ξ2

ξ
√

1− 2ξ2 ξ2

)
(2.57)

Cuando ξ → 1√
2
, ocasiona que A → 0 y la matriz densidad ρm>0 se vuelve una matriz

diagonal con términos igual a 1/2, por tanto, resulta en un estado máximamente en-

trelazado Sm>0 → 1. Esto también se puede ver a partir de 2.56, donde, A→ 0 implica

mayor peso en el estado entrelazado que involucra los estados del cambio de base |ϕ〉

Como veremos en el siguiente caṕıtulo, los datos numéricos presentan valores de en-

trelazamiento, usando la partición de esṕın, mayores que 1. Los cálculos realizados en
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esta sección (γ = 0) y las anteriores no nos permiten explicar los resultados numéricos

para el entrelazamiento. Pero, incluyendo los términos con γ 6= 0, se calcularon valo-

res mayores que 1 en el entrelazamiento considerando un sistema finito. Entonces, las

correlaciones que faltaban para explicar los resultados numéricos de S↑ corresponden a

considerar una función variacional del estado fundamental a partir del orden O(1/N)

en adelante.

Hasta el momento, solo se realizaron cálculos para determinar el estado fundamental del

modelo de Anderson y Kondo realizando aproximaciones de banda angosta en la banda

de conducción. También se empleo un método perturbativo en 1/N para el modelo de

Anderson, obteniendo funciones variacionales para el estado fundamental, que hasta

un cierto orden en 1/N nos permit́ıa mediante un cambio de base adecuado, obtener

una expresión anaĺıtica para S↑. En el modelo de Kondo no se pueden realizar cálculos

perturbativos en J , debido a la presencia de una singularidad en su temperatura de

Kondo TK ∝ e−1/Jρ [14]y esto dificulta la medición de las propiedades termodinámicas

y de transporte porque presentan una dependencia con la temperatura de la forma

ln(T/TK) [15].

Para determinar el estado fundamental mediante métodos perturbativos en el modelo

de Kondo, comviene hacerlo para 1/J , lo que nos permitirá determinar anaĺıticamente

una función de la entroṕıa de entrelazamiento S↑ en función del parámetro de interac-

ción de acoplamiento J del modelo. En el siguiente y último caṕıtulo se muestra detalle

de los cálculos realizados.

2.4. Entrelazamiento en el modelo de Kondo a par-

tir de teoŕıa de perturbaciones para J grande

En esta sección, se obtiene una expresión para la entroṕıa de entrelazamiento en la

partición de esṕın, aplicando teoŕıa de perturbaciones para J grande. De esta manera,

se puede determinar la función de onda para el estado fundamental del hamiltoniano

de Kondo.

Primeramente, modelamos el baño de conducción como una cadena tight-binding de

L sitios, en el ĺımite de J grande la impureza y el primer sitio de la cadena forman

un estado singlete desacoplado de la cadena. El estado fundamental del sistema es un

producto directo del estado singlete |S〉 y del mar de Fermi lleno para el resto de la

cadena |Ω〉. En este caso, el entrelazamiento de esṕın está dado por el estado singlete,

siendo S↑(J →∞) = 1.

Para obtener el estado fundamental mediante teoŕıa de perturbaciones dado un t/J



36 Entrelazamiento en los modelos de impureza cuántica de Anderson y Kondo

finito, es conveniente escribir el hamiltoniano como H = HK +He +H ′, donde

HK = JSf · S1, (2.58)

He = −t
L∑
i=2

∑
σ={↑,↓}

(
c†i,σci+1,σ + H.c.

)
, (2.59)

y considerar

H ′ = −t
∑

σ={↑,↓}

(
c†1,σc2,σ + H.c.

)
(2.60)

como una perturbación.

Realizando la transformación al espacio k, la perturbación Eq.(2.60) se puede reescribir

como

H ′ =
−2t√

2L

∑
σ={↑,↓}

∑
k

sin(ka)
(
c†1,σck,σ + H.c.

)
, (2.61)

con k = nπ
aL

para n = {1, 2, ..., L − 1}. A primer orden en t/J la función de onda del

estado fundamental es

|ΨGS〉(1) = |ΨGS〉(0) − t√
L

unocc∑
k

sin(ka)

−3
4
J − Ek

(
c†f↑c

†
k↓ − c†f↓c†k↑

)
|Ω〉

+
t√
L

occ∑
k

sin(ka)

−3
4
J + Ek

(
c†f↑c

†
1↑c
†
1↓ck↑ + c†f↓c

†
1↑c
†
1↓ck↓

)
|Ω〉,

(2.62)

Es conveniente realizar el siguiente cambio de base

c̃α,σ =
1

λα

2√
L

occ∑
k

sin(ka)

1− 4Ek

3J
ck,σ (2.63)

y

c̃†β,σ =
1

λβ

2√
L

unocc∑
k

sin(ka)

1 + 4Ek

3J
c†k,σ (2.64)

con λα y λβ constantes de normalización. Para el caso de banda semi-llena (simetŕıa

electrón- hueco) λα, λβ → 1 para el orden más bajo en t/J .

Por tanto, la función de onda Eq. (2.62) se escribe
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|ΨGS〉(1) = A

(
|ΨGS〉(0) − 2t

3J

[(
c†f↑c̃

†
β↓ − c†f↓c̃†β↑

)
+
(
c†f↑c

†
1↑c
†
1↓c̃α↑ + c†f↓c

†
1↑c
†
1↓c̃α↓

)]
|Ω〉
)
,

(2.65)

con A = 1√
1+( 4t

3J
)2

por condición de normalización. La matriz de densidad resulta

ρ↑ =
1

1 +
(

4tλ
3J
)2


1
2

+ 4
9
t2

J 2λ
2
√

2
3

t
J λ 0 0

√
2

3
t
J λ

4
9
t2

J 2 0 0

0 0 1
2

+ 4
9
t2

J 2λ
2
√

2
3

t
J λ

0 0
√

2
3

t
J λ

4
9
t2

J 2

, (2.66)

el cual tiene autovalores doblemente degenerados:
{

2
(

2
3
t
J
)4
, 1

2
− 2

(
2
3
t
J
)4
}

, al orden

más bajo no-trivial en t/J . Dado que empezamos con una correción a primer orden en la

función de onda, esto indica que necesitamos considerar un mayor orden de correcciones

en la función de onda para obtener las expresiones exactas para los autovalores de cuarto

orden. Sin embargo, la siguiente expresión deducida de estos autovalores

S↑ = 1 + c0 log2(J/t)/

(
J

t

)4

, (2.67)

describe adecuadamente la entroṕıa de entrelazamiento en el régimen de J grande. Más

adelante, utilizaremos esta función para ajustar los datos numéricos en el régimen de

J/D grande obtenidos por el grupo de renormalización de matriz densidad DMRG.





Caṕıtulo 3

Cálculos numéricos de DMRG para

los modelos de la impureza de

Anderson y Kondo

“A method is more important than a discovery, since the right

method will lead to new and even more important discoveries”

— Lev Landau

En este caṕıtulo, comparamos los resultados anaĺıticos aproximados obtenidos en el

caṕıtulo anterior con los resultados numéricos del Grupo de Renormalización de Matriz

Densidad (DMRG) [16]. Se calcula la entroṕıa de entrelazamiento de esṕın S↑ en los

modelos de Anderson y Kondo. En el primero, se utilizó el DMRG implementando el

algoritmo de sistema finito para calcular S↑ en función del término de interacción U

y fijando simetŕıa electrón-hueco, este algoritmo permite cálculos más precisos en la

entroṕıa de entrelazamiento. Se realizó un análisis del error asociado a estos cálculos

y se determinó la presencia de universalidad de S↑ en función de la renormalización

de la masa de las cuasipart́ıculas. Por último, para el modelo de Kondo, se utilizó el

algoritmo de DMRG para sistema infinito y finito para calcular la entroṕıa de esṕın S↑

en función del término de acoplamiento de interacción J .

3.1. Grupo de renormalización de la matriz densi-

dad DMRG

El método DMRG fue desarrollado por S.White [16] con la idea de solucionar las limita-

ciones numéricas que aparećıan aplicando el método de renormalización RG a sistemas

39
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fuertemente correlacionados en 1D. Se ha convertido en uno de los métodos más eficien-

tes, basandose de la diagonalización exacta, para calcular de manera precisa el estado

fundamental y sus propiedades f́ısicas. Por ejemplo, una cadena de esṕın 1/2 de tamaño

N , posee 2N grados de libertad, en consecuencia, su espacio de Hilbert crece exponen-

cialmente con el tamaño y resulta desfavorable para el proceso de diagonalizar, siendo

esta la parte del algoritmo que consume más tiempo. Por este motivo, se introduce el

concepto de renormalización, que nos permite reducir los grados de libertad efectivos

y considerar solo los más importantes para el estado fundamental. De esta manera, el

concepto de renormalización convierte un problema de complejidad exponencial en uno

de complejidad lineal con el tamaño del sistema.

Figura 3.1: Esquema de los algoritmos de DMRG. A la derecha se tiene el algoritmo de sistema
infinito. En la primera iteración se crece el bloque S1 y E1, se forma el superbloque, se determina
el estado fundamental y se renormalizan los operadores de cada nuevo Bloque considerando los
m autoestados de más baja enerǵıa. En la izquierda se presenta el algoritmo de sistema finito, se
realizan barridos tanto a la derecha como izquierda partiendo del estado final del algoritmo de
sistema infinito.

El método de RG [17] parte de una pequeña parte de un sistema cuántico bloque B,

tamaño L que vive en un espacio de Hilbert m-dimensional) que se pueda resolver

de manera exacta, en cada iteración se agrega un bloque y uno obtiene un sistema

compuesto de 2 bloques (tamaño 2L) a partir de un hamiltoniano que describe la

interacción entre dos bloques idénticos. Entonces, uno proyecta la representación del

nuevo sistema (dimensión m2) al subespacio generado por los m-autoestados de más

baja enerǵıa, en consecuencia, cada operador se debe proyectar a la nueva base m-

dimensional y se obtiene una nueva representación truncada. Se repite hasta llegar

al tamaño deseado del sistema. DMRG sigue la misma idea, pero, empieza con dos

bloques S1 (sistema) y E1 (entorno) Fig. 3.1 y se agregan dos sitios intermedios en
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cada iteración. Se añade un sitio a cada bloque y se construye un bloque alargado,

luego, agregando el hamiltoniano de interacción entre bloques se forma un superbloque

con su respectivo hamiltoniano total que describe el sistema global. Finalmente, esta

matriz global es la que se debe diagonalizar para encontrar el estado fundamental.

El bloque E, actúa como el entorno, que permite llegar al ĺımite termodinámico del

sistema.

El único precio de usar DMRG, implica un incremento en la demora del crecimiento del

sistema con el número de iteraciones del algoritmo. Existen dos algoritmos DMRG de

sistema infinito y finito Fig. 3.1 [18]. El primero coincide con lo explicado anteriormente,

se crece el sistema hasta el tamaño deseado y finaliza el algoritmo. Entre tanto el

algoritmo de sistema-finito realiza barridos manteniendo fijo el tamaño del sistema.

Toma como punto de partida el último superbloque seleccionado de longitud Lmax,

obtenido de aplicar el algoritmo de sistema infinito. Los barridos se referieren a aplicar

los pasos del DMRG de sistema-infinito, donde, un solo bloque incrementa su tamaño

y el otro lo reduce, estos a la vez permiten mayor precisión en los resultados. Es

importante recalcar que valores grandes de m nos permiten obtener resultados exactos,

pero eso compromete a un incremento del costo computacional [19].

A continuación, se implementó el DMRG (proporcionado por Daniel Garćıa) para tra-

bajar con modelos de impureza magnética de Anderson y Kondo. Para el modelo de

Anderson se mapearon los modelos a una cadena de tight-binding lineal, con la impu-

reza en un extremo. Se modeló el baño electrónico considerando una cadena semi-llena

de tamaño L, con hamiltoniano A.1, con un término de hopping a primeros vecinos

t = 0,5, por tanto, un semi-ancho de banda de conducción D = 1. Se obtuvo la enerǵıa

y la entroṕıa de entrelazamiento del estado fundamental para la partición H = H↑⊗H↓
usando dos configuraciones que nos permitieron obtener mayor precisión en el cálculo

de correspondientes propiedades f́ısicas del estado fundamental.

Figura 3.2: Esquema de las configuraciones utilizadas para determinar la enerǵıa del estado
fundamental por medio de una cadena normal (esquema inferior) y la entroṕıa de entrelazamien-
toconsiderando la cadena desdoblada con los estados esṕın-↓ a la izquierda y los estados esṕın-↑
a la derecha (esquema superior). Los ćırculos de color rojo y celeste representan a la impureza y
los niveles del baño de conducción.

La configuración de “cadena uniforme” mantiene la longitud de la cadena de tight-



42
Cálculos numéricos de DMRG para los modelos de la impureza de Anderson y

Kondo

binding Fig. 3.2 (inferior), el color rojo y azul corresponden a la impureza y el baño,

respectivamente, U es la enerǵıa de repulsión coulombiana entre los electrones esṕın-↑
y esṕın-↓ en la impureza y V el término de hibridación entre la impureza y el primer

sitio de la cadena del baño de conducción. Esta forma permite determinar de una

manera más precisa la enerǵıa del estado fundamental. Para determinar la entroṕıa de

entrelazamiento se empleo la configuración de “cadena separada por esṕın” Fig. 3.2

(superior). Es una cadena desdoblada, la zona izquierda admite electrones con esṕın ↓
y el lado derecho con esṕın ↑. Igualmente, los sitios de la impureza interactuan a través

del potencial de interacción U sin considerar un término de hopping entre ellos que

asegura una separación de esṕın, i.e., las part́ıculas del lado izquierdo no van a pasar

al lado derecho. Todo esto fue implementado para el modelo de Anderson utilizando el

algoritmo de sistema finito de DMRG

Para el modelo de Kondo a un principio se teńıa un código para el algoritmo de sistema

infinito, esto nos permitió llegar a tamaños mucho más pequeños del sistema. En el

transcurso de la Maestŕıa, se elaboró un algoritmo para sistema-finito con ayuda de

Daniel J. Garćıa. Similarmente, se implementó una cadena de tight-binding rempla-

zando el término de hibridación V por el término de acoplamiento esṕın-esṕın J y se

elimina la interacción coulombiana U , porque este modelo prohibe la doble ocupación

en el nivel de la impureza.

3.2. Cálculos de DMRG para el modelo de Ander-

son con U finito

Utilizamos el DMRG implementado para el modelo de Anderson con simetŕıa electrón

-hueco εf = −U/2 y el nivel de fermi εF = 0. En las Figuras. 3.4 y 3.3 presentamos

la entroṕıa de entrelazamiento de esṕın S↑ calculada a partir de la configuración de

“cadena desdoblada” de tamaño L = 2Nsitios que se obtiene de la cadena thight-binding

de Nsitios. Un valor de L/2 par o impar significa tener un número impar y par de

electrones Ne en el baño de conducción respectivamente.

Para un número impar de electrones de conducción Fig. 3.3 se observa un aumento mo-

notónico de la entroṕıa mientras se incrementa el término de interacción U o el tamaño

del sistema. Se encontró que para tamaños del sistema y valores de U suficientemente

grandes la entroṕıa supera el valor de 1 y esto no coincide con los resultados anaĺıticos

obtenidos en base a aproximar el estado fundamental. Tener un espectro de enerǵıas

en la banda de conducción y un número de electrones de conducción Ne impar (ver

Fig. 3.5) favorece a inducir un estado singlete entre el estado del baño de conducción

con enerǵıa cero en el nivel de Fermi (que tiene una ocupación 1) y la impureza.
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Figura 3.3: Entroṕıa de entrelazamiento S↑ calculada por DMRG en función de −U2D para
diferentes tamaños de la cadena desdoblada con un número de sitios par, siendo D = 1 el
semiancho de banda. Se trabajó con un parámetro m = 512.
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Figura 3.4: Entroṕıa de entrelazamiento S↑ calculada por DMRG en función de −U2D para
diferentes tamaños de la cadena desdoblada con un número de sitios impar, siendo D = 1 el
semiancho de banda. Se trabajó con un parámetro m = 512.

Para un número par de electrones de conducción Fig. 3.4, no se observa la formación

del singlete “molecular”para valores de interacción U grandes. En este caso, la cadena
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de conducción tiene todos los niveles doblemente ocupados hasta el nivel de Fermi

Fig.3.5 y para valores de U grande no es energéticamente favorable formar un singlete

con la impureza ya que esto requiere al menos una excitación electrón-hueco en la

cadena, un costo de enerǵıa ∆ que se vuelve un impedimento para la formación del

singlete. En este caso el valor de la entroṕıa adquiere un máximo que incrementa a

medida que trabajamos con sistemas de tamaño más grande, entonces ∆ ∝ 1/L se

hace lo suficientemente pequeño para permitir una excitación electrón-hueco y aśı la

formación del siglete. El máximo de la curva tiene valores de S↑ → 1 para L→∞. Falta

aclarar que solo para los sistemas con L/2 impar se añadio una pequeña perturbación

(campo magnético en la dirección ẑ), en el nivel de la impureza, dando lugar a una

ruptura de la degeneración del estado fundamental que de otro modo genera problemas

numéricos.

Figura 3.5: Esquema de un sistema finito con una impureza de Anderson. (Izquierda) número
par de electrones en el baño y un estado en el nivel de Fermi. (Derecha) número impar de
electrones con un nivel de Fermi a mitad de la banda.

En el ĺımite termodinámico L→∞ los resultados no deben depender de la paridad de

la cadena. Al aumentar U con el resto de los parámetros fijos, la enerǵıa caracteŕıstica

εK en el problema de Kondo se reduce exponencialmente, lo que hace necesario aumen-

tar el tamaño del sistema de manera tal que ε > D/L para poder describir la f́ısica

adecuadamente. Si esto no es aśı, se observan marcados efectos de tamaño y de paridad
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de sitios del baño. Esto dificulta llegar a ĺımite de Kondo (U grande).

En los siguientes cálculos numéricos consideramos tamaños de L mucho más gran-

des con un número Ne impar de electrones de conducción. En la Fig. 3.6, los puntos

representan los datos de la entroṕıa de entrelazamiento calculados (se trabajó hasta

L = 8192 con m = 256) en función del inverso de U . Se comprobó para todos los

valores de U , presentados en la figura, que la entroṕıa estaba convergida al ĺımite ter-

modinámico. Esto es, que los valores de L y m eran suficientemente grandes de manera

tal que el error, debido al tamaño finito y al descarte de estados en el proceso de re-

normalización, sea menor al tamaño de cada punto en la gráfica. Se puede apreciar

que, para valores de U grandes, la entroṕıa supera 1 adquiriendo el valor de ∼ 1,5 si se

extrapola linealmente en 1/U para U →∞. El ajuste lineal es fenomenológico y tiene

como ecuación la recta −1,98/U + 1,54 . También, se puede ver que para valores de

U ≤ 1 los datos se pueden describir con el modelo de la molécula [Ec. (2.7)] utilizando

una interacción efectiva U/5,15. La entroṕıa molecular tiende, sin embargo, a un valor

S↑ = 1 para U →∞.
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Figura 3.6: Entroṕıa de entrelazamiento S↑ calculada por DMRG en función de D
U con D = 1

el semiancho de banda. La recta punteada corresponde a la extrapolación lineal de los datos para
tamaños grandes (se trabajó hasta L = 8192). La curva corresponde al ajuste de los datos con la
función 2.7 obtenida del modelo de Anderson a en el ĺımite de banda angosta (la molécula) con
S↑ = 1 para U →∞.
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3.2.1. Análisis de error asociado a la entroṕıa obtenida me-

diante el cálculo de DMRG

En los cálculos del grupo de renormalización de la matriz densidad DMRG,se encuen-

tran dos parámetros relevantes a considerar: el tamaño final L del sistema y el máximo

número de m estados con los que nos quedamos en cada iteración. Es importante hacer

un análisis previo para determinar los valores de m y L a partir de los cuales aseguramos

precisión en los cálculos de la entroṕıa de entrelazamiento.

En la Fig. 3.7,se trabajó con un sistema de tamaño finito L = 512 e interacción coulom-

biana U = 4D; se calculó la diferencia de entroṕıa δS↑ = |S↑(m = 600)− S↑(m)| para

diferentes valores de m. La disminución de esta diferencia corresponde a la convergen-

cia de la entroṕıa (figura superior derecha) al incrementar el valor de m. En la misma

gráfica se incluye la polarización δn = |n↑ − n↓| en el estado localizado, cuya diferencia

debeŕıa dar cero para la solución exacta.
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Figura 3.7: Polarización del estado localizado |n↑ − n↓| y diferencia de entroṕıas de entrelaza-
miento |S↑(m = 600)− S↑(m)| en función de m para un valor fijo de U = 4 y tamaño L = 512.
La figura pequeña muestra la convergencia de la entroṕıa al incrementar m.
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Figura 3.8: Entralazamiento de esṕın S↑ en el modelo de Anderson con degeneración N =
2 en función del número de estados m que retenemos en cada iteración para el proceso de
renormalización. Los parámetros de los cálculos son U = 3D,Γ = 0,32D, donde D es el ancho de
la banda de conducción.

Estos resultados confirman el valor mayor a 1 obtenido en la entroṕıa. Vemos que parte

del error que tenemos en el cálculo de la entroṕıa podŕıa estar asociado a la existencia

de una pequeña polarización en la impureza que se puede contrarrestar si trabajamos

con valores más grandes de m. Al mismo tiempo, incrementar m implica diagonalizar

una matriz cada vez más grande lo que incrementa como m3 los tiempos de cálculo.

A continuación se presenta el proceso para obtener los valores de S↑ convergidos en el

ĺımite termodinámico. En la Fig. 3.8 se muestran cálculos de la entroṕıa de entrelaza-

miento de esṕın S↑ para el modelo de Anderson en función de m para diferentes valores

de L. Los puntos corresponden a los datos numéricos, se puede notar que al incrementar

el tamaño L aparece una dependencia cada vez más notoria de S↑ con m. Las ĺıneas

son el ajuste usando una función de la forma S↑(m) = Sm→∞↑ − c1e
−m/c2 , con Sm→∞↑ ,

c1 y c2 parámetros del ajuste. En la Fig. 3.9 podemos ver como S↑ converge a Sm→∞↑ al

incrementar m. Una vez obtenidos estos valores m-extrapolados de Sm→∞↑ para cada

sistema de tamaño L son a continuación extrapolados en el ĺımite L→∞ suponiendo

correciones polinomiales finitas en 1/L Fig. 3.10. Estas correcciones de extrapolación

ascendieron hasta un 2 %.
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Figura 3.10: Los puntos corresponden a los valores de la entroṕıa de entrelazamiento de esṕın
Sm→∞↑ , obtenida mediante extrapolación enm→∞ en función del inverso del tamaño del sistema
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a/L+ b/L2. Los parámetros del modelo de Anderson para estos datos son N = 2, Γ = 0,32D, y
L = 512.
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3.2.2. Cálculos de DMRG para determinar la universalidad

de la Entroṕıa en función de la renormalización de la

masa de las cuasipart́ıculas en el problema de Kondo

Se analizó la validez de la universalidad entre la entroṕıa de entrelazamiento de esṕın

S↑ y la renormalización de la masa de las cuasipart́ıculas Z = πεK/NΓ en el problema

de Kondo (obtenido en la sección Función de onda variacional de Varma-Yafet: y en

Expansión variacional de N-grande para sistemas de impurezas magnéticas diluidas en

un metal). Realizamos los cálculos numéricos tomando una degeneración N = 2. El

término de hibridación en el nivel de Fermi (εF = 0) es Γ = πρ(0)V 2 = 2V 2/D. En

nuestro caso, el término de hopping es t = 0,5 por tanto, Γ = 2V 2. A continuación,

se presentan los valores de la entroṕıa de esṕın S↑ previamente convergidos al ĺımite

termodinámico en función de los parámetros del modelo.
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Figura 3.11: Entroṕıa de entrelazamiento de esṕın S↑ vs. εf y U para Γ fijo. (a) S↑ vs.
el término de interacción U bajo una disposición con simetŕıa electrón-hueco εf = −U/2. El
recuadro muestra la probabilidad de doble ocupación en el nivel de la impureza. (b) S↑ vs. εf
para valores de interacción U fijo como se indica en la figura. La entroṕıa es simétrica bajo la
transformación εf → −U − εf debido a la simetŕıa electrón-hueco del baño de conducción. El
recuadro muestra la ocupación en el nivel de la impureza.

En la Fig. 3.11, S↑ decrece monótonamente cuando el sistema se encuentra, dado los

parámetros del modelo, en un estado fundamental menos correlacionado, i.e. disminu-

yendo la interacción coulombiana U , incrementado el acoplamiento impureza-baño de
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conducción Γ o alejando el nivel de la impureza εf del régimen con simetŕıa electrón-

hueco εf = −U/2. En la Fig. 3.11 (a) el sistema se encuentra en el régimen de simetŕıa

electrón-hueco y la ocupación media en el nivel de la impureza es nf = 1. Incrementar

la relación U/V conduce a una reducción de la doble ocupación media en el nivel de la

impureza, lo cual es señal de un incremento en las correlaciones entre las proyecciones

de los espines opuestos de los electrones en la impureza.

En la Fig. 3.11(b) se fijan la interacción U , la hibridación Γ y se vaŕıa el nivel de la

impureza εf . Los valores más grandes de S↑ se obtienen en condiciones de simetŕıa

electrón-hueco, esta región se extiende cuando incrementamos U/Γ. Tener una ocupa-

ción nf < 1 implica, mayor probabilidad de encontrar el nivel de la impurea vaćıo y

la interacción es menos efectiva creando correlaciones entre las proyecciones de esṕın

opuestas entre los electrones, similarmente para nf > 1.
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Figura 3.12: Entroṕıa de entrelazamiento de esṕın S↑ vs. Z para una variedad de parametros
del modelo. En el régimen de Z chico, los datos caen dentro de la curva universal. La ĺınea sólida
es un ajuste considerando una aproximación logaritmica en el ĺımite de Z → 0.

Para determinar la masa renormalizada de las cuasi-part́ıculas Z = εK/Γ , calculamos

la enerǵıa de Kondo εK que, dentro del régimen de Kondo, cumple la relación εK ≈
1/χ. Entonces la masa de las cuasi-part́ıculas se puede estimar como Z ≈ (Γχ)−1.

La suceptibilidad de esṕın en el nivel de la impureza a temperatura cero se calcula

mediante 2.17, el cual mide el cambio de la polarización de la impureza en el estado
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fundamental mf = 〈(n̂↑ − n̂↓)〉 /2 considerando una separación energética de Zeeman

2h = gµBB. En los cálculos numéricos presentados a continuación, se aplicó un splitting

δh lo suficientemente pequeño de manera que la respuesta de mf sea lineal.

La Fig. 3.12 presenta la entroṕıa de entrelazamiento de esṕın S↑ como una función de

la renormalización de la masa de las cuasi-part́ıculas Z. Para valores de Z . 0,3 los

datos de la Fig. 3.11 caen dentro de la curva universal como se esperaba en el análisis

de N -grande. Este comportamiento monótono universal indica que el entrelazamiento

de esṕın se determina univocamente por la renormalización de la masa de las cua-

sipart́ıculas Z. La ĺınea es un ajuste usando una función del tipo 1/ ln(Z) en lugar

de la dependencia esperada de Z4 en el ĺımite de Z → 0 para N grande, porque la

aproximación al valor SZ→0
↑ = 1 es más lenta para N = 2.

La renormalización de la masa de las cuasipart́ıculas se puede obtener de mediciones

de espectrocoṕıa de transporte de la resonancia de Kondo [20] [21]. Además, esta juega

un rol importante al momento de caracterizar correlaciones electrónicas fuertes en

materiales con fermiones pesados.

3.3. Cálculos de DMRG para el modelo de Kondo

Como en el modelo anterior los cálculos por DMRG se realizan usando las configuracio-

nes de cadena uniforme y desdoblada para calcular la enerǵıa y la entroṕıa del estado

fundamental respectivamente. En este caso el término de interacción de acoplamiento

esṕın- esṕın J se considera solo entre la impureza y el primer sitio de la cadena. Los

resultados de la primera subsección se adquieren empleando el algoritmo de DMRG

para sistema infinito, como se mencionó, la ausencia de barridos no permite una alta

precisión en los resultados. En la última subsección si se elaboró un algoritmo para

sistema finito con ayuda de Daniel J. Garćıa.

Algoritmo de sistema infinito de DMRG

Se evidencia el mismo comportamiento en la entroṕıa dado el número de electrones de

conducción Ne. En la Fig. 3.13 con Ne impar, la entroṕıa incrementa con el tamaño del

sistema para valores pequeños de J y para valores grandes S↑ → 1 reduciendose a la

formación del singlete. La entroṕıa resulta siempre mayor a la unidad debido al espectro

de enerǵıa de los electrones de conducción que presenta, dando lugar a la existencia

de un estado en la enerǵıa de fermi εF = 0 el cual puede acoplarse al estado de la

impureza y formar el singlete. En la Fig. 3.14 para Ne par, no se tienen correlaciones

S↑ = 0 cuando el término de interacción J → 0 independientemente del tamaño del

sistema. También se puede notar que la entroṕıa aumenta más rápidamente con J
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al incrementar el tamaño L, lo que se espera porque ∆ ∝ 1
L

; el gap del espectro de

enerǵıa de los electrones de conducción; disminuye. En ambos casos, la entroṕıa de

entrelazamiento S↑ supera 1.
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Figura 3.13: Entroṕıa de entrelazamiento S↑ calculada por DMRG en función de J
D para

diferentes tamaños de la cadena desdoblada con un número de sitios impar.
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D para

diferentes tamaños de la cadena desdoblada con un número de sitios par.
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Figura 3.15: Error asociado a al enerǵıa obtenida mediante la configuración de cadena separada
por esṕın en función del número de sitios.

A continuación, se compara la enerǵıa del estado fundamental obtenida en la configu-

ración de la cadena desdoblada ECS con la obtenida al usar la cadena uniforme ECN

cuyo valor tomamos como referencia, debido a la precisión que nos brinda para calcular

valores de la enerǵıa del estado fundamental. En la Fig. 3.18 se presenta el valor abso-

luto de la diferencia de enerǵıa δE = |ECN − ECS| en función de la cantidad de sitios

en el sistema para diferentes valores del término de interacción J . Se observa que las

enerǵıas coinciden, i.e. , el δE es bastante pequeño hasta un tamaño de L = 40 a partir

del cual incrementa tanto para L y J grandes. El ruido que aparece en la entroṕıa

se puede asociar a este incremento. Efectivamente, el algoritmo de sistema infinito no

nos permite llegar a tamaños más grandes del sistema y al mismo tiempo tener mayor

precisión en los resultados.

Algoritmo de sistema finito de DMRG

Los cálculos en adelante se realizaron usando el algoritmo de sistema finito. En la

Fig. 3.16 se presentan los cálculos de S↑ en función del término de acoplamiento de

intercambio J para diferentes tamaños L de la cadena. Obtenemos una entroṕıa siempre

mayor o igual a 1, debido al espectro de enerǵıas del baño de conducción que favorece

a la formación del singlete. La única diferencia importante a considerar es, mayor

precisión en los cálculos de la entroṕıa S↑ usando el algoritmo finito de DMRG y el

ruido presente en la Fig. 3.13 no se observa, al menos hasta el tamaño L = 64.
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Figura 3.16: Entroṕıa de entrelazamiento de esṕın S↑ vs. el término de acoplamiento de
intercambio J/D en el modelo de Kondo, para diferentes tamaños L de la cadena y con D como
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Figura 3.17: Entroṕıa de entrelazamiento de esṕın S↑ vs. la temperatura de Kondo TK para
diferentes tamaños de la cadena L.



3.3 Cálculos de DMRG para el modelo de Kondo 55

Con el modelo de Kondo implementado en DMRG, se determinó la temperatura de

Kondo TK , mediante cálculos de la suceptibilidad aplicando una separación energética

de Zeeman en la impureza a temperatura cero. En la Fig. 3.17 se presenta S↑ vs. TK

para diferentes tamaños de la cadena L. Se observa una correspondencia directa entre

TK y S↑ con un poco de ruido para L = 800 debido a errores del cálculo numérico.

Además, se presenta un ligero cambio de S↑ con L cuando TK tiene valores chicos,

tiene sentido porque aún se encuentra en la zona de J , donde S↑ es sensible frente a

cambios del tamaño de la cadena L. Por último, utilizamos la expresión 2.67, obtenida

mediante teoŕıa de perturbaciones en D/J , para ajustar los datos de entroṕıa S↑ en

la región de J grande. Esta función de ajuste nos asegura S↑(J → ∞) = 1 con una

corrección positiva ∝ D4

J4 log(J/D). En el zoom podemos ver como la función ajusta

bastante bien los valores de S↑ cuando J es grande. Además, se observa un incremento

monótono de la entroṕıa cuando J decrece.

Figura 3.18: Entroṕıa de entrelazamiento de esṕın S↑ como función del término de acopla-
miento de intercambio J en el modelo de Kondo calculados usando DMRG. La ĺınea sólida es un
ajuste con la forma funcional esperada por teoŕıa de perturbaciones en D/J .





Caṕıtulo 4

Conclusiones

“Imagination is more important than knowledge. Knowledge

is limited. Imagination encircles the world”

— Albert Einstein

En la primera parte de esta tesis, determinamos expresiones anaĺıticas aproximadas

para la entroṕıa de entrelazamiento v́ıa la medida de Von-Neumann para el estado

fundamental en función de las interacciones de los modelos de Anderson y Kondo,

los cuales utilizamos para describir sistemas que presentan efecto de Kondo. Para la

aproximación de banda angosta con simetŕıa electrón-hueco y con degeneración de

momento angular, encontramos expresiones para la entroṕıa de entrelazamiento entre

proyecciones de sṕın S↑ ≤ 1, la cual no supera el valor de 1 en el modelo de Anderson.

Mientras, para el modelo de Kondo, se encontró valores de entroṕıa siempre igual a 1,

sin importar los valores del término de interacción. Posteriormente, usamos una base de

estados; cada una con su respectiva contribución en la enerǵıa del estado fundamental

al orden en 1/N ; para determinar el estado fundamental del hamiltoniano de Anderson

en el ĺımite de interacción fuerte. Mediante un cambio de base apropiado se obtuvieron

expresiones para el entrelazamiento de esṕın al orden más bajo y incluyendo un término

del siguiente orden en 1/N , estos segúıan dando valores de entrelazamiento S↑ ≤ 1.

Para un sistema pequeño, se determinaron numéricamente valores de entrelazamiento

S↑ > 1 a partir de considerar la base completa de estados a segundo orden en 1/N .

Adicionalmente, se encontró que S↑ es una función universal de Z = πεK/NΓ a través de

cálculos variacionales del estado fundamental al orden más bajo en 1/N . Esta cantidad

Z aparece en teoŕıas de ĺıquido de Fermi local asociada a la renormalización de la

masa de las cuasipart́ıculas en el problema de Kondo. Por último, para el modelo de

Kondo se obtuvo una expresión para la entroṕıa de entrelazamiento a través de teoŕıa
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de perturbaciones en 1/J .

En la última sección se determinó la entroṕıa de entrelazamiento de esṕın mediante

el método del Grupo de Renormalización de Matriz Densidad (DMRG). Tanto para

el modelo de Anderson y Kondo se encontró la presencia de efectos de tamaño finito

y paridad del número de electrones del baño, lo que hace necesario aumentar el ta-

maño del sistema de manera tal que la enerǵıa caracteŕıstica εK sea lo suficientemente

grande con respecto a la separación de niveles energéticos del baño de conducción y

aśı poder describir la f́ısica adecuadamente. Además, se encontró que la entroṕıa de

entrelazamiento supera el valor de 1 para cada uno de los modelos estudiados. Se pudo

verificar numéricamente que el entrelazamiento cuántico entre proyecciones de esṕın es

una función universal de la renormalización de la masa de las cuasipart́ıculas Z, aśı

proveyendo una nueva interpretación para Z y la posibilidad de obtener experimental-

mente la entroṕıa de entrelazamiento de esṕın.



Apéndice A

Representación de cadena lineal

“De vez en cuando conviene sacar a pasear el instinto”

— Mafalda

El hamiltoniano para la cadena finita se expresa como:

Ĥ = −t
N∑
j=0

(c†jcj+1 + c†j+1cj) (A.1)

donde N denota el número de sitios y t el término de hopping entre primeros vecinos.

Para poder usar condiciones periódicas tomamos el sitio 0 con amplitud cero, de esta

manera podemos extender la suma hasta N . Hacemos la transformación al espacio k

de modo que el operador adquiere la forma:

cj =
−i√

2(N + 1)

N∑
k=1

(eikj − e−ikj)ck (A.2)

De la Ec. (A.2) se puede ver que c0 = 0 y por condiciones periódicas se debe cumplir

cN+1 = 0, de manera que k = nπ
N+1

para n = 1, 2...N .

Reemplazando la Ec. (A.2) en la Ec. (??) tenemos:

Ĥ = −2t
N∑
k=1

cos(k)c†kck (A.3)

Entonces el valor de la enerǵıa para los electrones de conducción es de la forma εk =

−2tcos(k). El estado de la impureza hibridiza con el primer sitio de la cadena y de la
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siguiente expresión se puede obtener el valor de Vkf .

V c†fc1 = c†f
∑
k

2iV sin(k)√
2(N + 1)

ck (A.4)

de donde

Vkf =
∑
k

2iV sin(k)√
2(N + 1)

(A.5)

El valor de V se obtiene de la normalización { c1, c
†
1 } = 1

V =

√∑
k

∣∣V 2
kf

∣∣. (A.6)
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Pari, Nayra A. Álvarez, D. J. Garćıa, and Pablo S. Cornaglia.“Quasiparticle mass

enhancement as a measure of entanglement in the Kondo problem.” arXiv preprint

arXiv:1910.03352 (2019).

63





Agradecimientos

A mi director Pablo S. Cornaglia por aceptarme como alumna, por brindarme su apoyo

incondicional, su gran paciencia y generosidad para transmitir su conocimiento. Tam-
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