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Resumen

En esta Tesis estudiaremos algunos modelos de teorias de campos con una dimensiéon
compacta y con condiciones de borde no triviales. En el Capitulo 1, presentaremos los
aspectos generales de ciertos modelos de teorias de campos con condiciones de borde,
que tomaremos en cuenta en nuestra investigacién; luego, en los Capitulos 2, 3 y 4
mostraremos los resultados originales de nuestro trabajo.

La teorfa de campos a temperatura finita (TCTF), es un prototipo de las teorias
de campos con dimensiones compactas. En la formulacién de tiempo imaginario de la
TCTF, la dimensién temporal se restringe al intervalo de longitud 1/7, donde T es
la temperatura, y los campos bosénicos (fermidnicos) estdn sujetos a condiciones de
borde periddicos (antiperiédicos). Como marco alternativo, en el Capitulo 2, presen-
tamos una nueva representacién funcional de la TCTF, la cual se obtiene imponiendo
restricciones adecuadas sobre la amplitud de vacio a T" = 0. Las condiciones de pe-
riodicidad (antiperiodicidad) se introducen mediante la insercién de funcionales delta
en la representacion funcional de la amplitud de vacio, estas se exponencian a través
de dos campos auxiliares, cada uno asociado a los campos canénicos conjugados. Esta
representacion se presenta para los campos escalar, fermionico y de gauge.

En el Capitulo 3, analizamos algunas propiedades del efecto Casimir usando la re-
presentacion funcional. En primer lugar encontramos una férmula para la interaccion
finita de Casimir de N > 1 superficies de Dirichlet, sustrayendo los términos infini-
tos provenientes de las autoenergias y la configuracién libre (ausencia de bordes); la
expresion final no contiene factores de la métrica que provienen de la geometria de la
superficie. Se analiza el caso de dos placas paralelas a temperatura finita incluyendo
un término de interaccion cuartica. También se analizan las propiedades de no super-
posicién en la interaccién de mas de dos objetos, mostrando el caso particular de la
interaccién de tres esferas. En el caso de que las distancias relativas entre los objetos
son grandes comparados con sus tamanos, realizamos un desarrollo perturbativo que
nos muestra a cada orden las contribuciones del efecto de no superposicion, siendo el
orden mas bajo el término de interaccién de pares.

En el Capitulo 4, se abordan dos temas. En el primero, calculamos el tensor de
polarizaciéon del vacio, evaluando los términos que conservan y violan paridad, para

la electrodinamica cuantica en 4 + 1 dimensiones; presentamos también los resultados



desde el punto de vista de 3+1 dimensiones. En el segundo, analizamos las propiedades
de polarizacién de vacio de fermiones sin masa confinados entre dos placas paralelas.
Se avaltan la corriente y la densidad de carga inducida debido a un campo eléctrico
externo constante normal a las placas, encontrando que la carga se distribuye de modo

que contraresta al campo eléctrico externo.

Palabras clave: CONDICIONES DE BORDE, DIMENSION COMPACTIFICADA,
POLARIZACION DEL VACIO



Abstract

Field theory models with compact dimensions:

In this Thesis we will study some field theory models with one compact dimension
and non trivial boundary conditions. In Chapter 1, we present general aspects of
certain kind of field theory models with boundary conditions; later, in Chapters 2, 3
and 4 we show the original results of our work.

Field theory at finite temperature (FTFT) is a prototype of field theories with
compact dimensions. In the imaginary time formalism of FTFT, the time dimension
is restricted to the interval of lenght 1/7, where T is the temperature, and the bosonic
(fermionic) field satisfy the periodic (antiperiodic) boundary conditions in the time co-
ordinate. As a alternative model, in Chapter 2, we present a new functional represen-
tation of FTFT, which is obtained imposing appropriate restrictions on the euclidean
vacuum amplitude at zero temperature. The compact dimension and periodic boun-
dary conditions are introduced by inserting delta functionals, these are exponentiated
by two auxiliar fields, each one associated to the canonical conjugate fields (original
fields). This new representation is implemented for scalar, fermionic and gauge fields.

In the Chapter 3, we analize some properties of Casimir effect First, using func-
tional representation, we obtain a finite expression for Casimir interaction of N > 1
Dirichlet surfaces, subtracting the divergent quantities like selfenergies and the free
field configuration; the final expression contain no explicit factors of the metric that
would come from the geometry of surfaces. We analize the special case of two parallel
plates at finite temperature, including a term of quartic interaction. After that, we
analize the non superposition properties of casimir interaction of more than two com-
pact objects, and we show the particular case of three spheres. If the relative distance
between objects is greater than its sizes, we perform a perturbative expansion which
show us at each order the contributions to non superposition effect, being the first
order the term of pairs interactions.

In the chapter 4, we analize two topics. First, we calculate the vacuum polarization
tensor for quantum electrodynamics in 441 dimensions, obtaining the conserved and
non conserved parity terms of effective action; we present too these results from the

point of view of 3+1 dimensions. In the second part, we analize properties of vacuum

vi



vii

polarization of massless fermions confined to two parallel plates. We evaluate the
induced current and density charge due to constant external electric field normal to

plates, showing that charge is distributed to counterbalance the electric field.

Keywords: BOUNDARY CONDITIONS, COMPACTIFIED DIMENSION, VACUUM
POLARIZATION



Capitulo 1
Introduccion

Los modelos de teorias de campos con condiciones de borde no triviales y con di-
mensiones compactas han sido utilizados para describir una gran variedad de sistemas
fisicos que van desde los efectos de tamano finito en los fenémenos criticos de la materia
condensada (bajas energfas) [1-3], hasta las teorfas de unificacién de las fuerzas fun-
damentales en la fisica de particulas (altas energias) [4-9]. En la materia condensada
tenemos efectos interesantes como: el efecto Hall cuantico, el grafeno, los puntos cuanti-
cos, hilos cudnticos, etc. Otros ejemplos son la teorfa de transiciones de fase [10, 11],
la gravedad clésica y cudntica [12-14], la entropia de los agujeros negros[15], la corres-
pondencia AdS/CFT [16] y el principio holografico [17, 18]. En el contexto de la teoria
de cuerdas, las D-branas como las fronteras naturales para las cuerdas abiertas, tienen
efectos interesantes en la teorfa [19].

La relevancia de las condiciones de borde también se observa en algunos ejemplos
famosos de la teoria cuantica tales como los experimentos de la doble rendija, el efecto
de Bohm - Aharanov. Otro fenémeno intimamente relacionado con las condiciones de
borde es el efecto Casimir [20, 21].

La teorfa de campos a temperatura finita 7' > 0 (TCTF) puede considerarse como
un prototipo de las teorias de campos con dimensiones compactas. Las bases teodricas
para un tratamiento sistematico de las TCTF han sido establecidas hace mas de 50
anos atras en el trabajo pionero de Matsubara [25] y su generalizacién para incluir
las teorias de campos relativistas [26]. El formalismo de Matsubara (o formalismo de
tiempo imaginario), ha sido aplicado con gran éxito para calcular efectos térmicos en
escenarios de la fisica de altas energias [27, 28] y la materia condensada. La impor-
tancia crucial de la propiedad de periodicidad (antiperiodicidad) en la coordenada de
tiempo imaginario para las funciones de Green bosénicas (fermiénicas) ha dado lugar
a que se establezcan conceptos e ideas que originalmente se conocian para la teoria de
campos a temperatura cero. Por ejemplo: las identidades de Ward-Takahashi térmicas,

el teorema de Goldstone, las relaciones de Kubo-Martin-Schwinger (KMS) y el grupo



de renormalizacion a T' > 0. Ademads, las nociones de campos de gauge abelianos y no
abelianos, con todas sus consecuencias para la fisica de particulas pueden ser imple-
mentadas en el contexto de la TCTF en una forma bastante natural [27-29]. Por otro
lado, existen ademds otros métodos para estudiar las TCTF, que permiten la presencia
de las variables de tiempo y de temperatura simultaneamente, llamados formalismos
de tiempo real.

Por razones diferentes a las anteriores, en el efecto Casimir deben imponerse tam-
bién condiciones de borde sobre los campos. En este caso no corresponden a (anti)
periodicidad en el tiempo imaginario, sino a condiciones que involucran a los campos
y sus derivadas sobre superficies (“espejos”). La imposicién de condiciones de borde
modifica las fluctuaciones de vacio del sistema y afecta a los valores de expectacion
de cantidades fisicas tales como el tensor de energia momento. En particular, surgen
fuerzas de vacio que actuan sobre las superficies donde se imponen las condiciones de
borde, éste es el fenémeno conocido como efecto Casimir. Las caracteristicas de esta
fuerza dependen de la naturaleza del campo cuéantico, la topologia del espacio-tiempo
y su dimension, la geometria de las superficies y la condicién de borde que se imponga
sobre el campo.

Finalmente, las condiciones de borde no triviales pueden aparecer en dimensiones
espaciales extra. La idea de dimensiones extra compactificadas ha sido explorada desde
los anos 1920, cuando Kaluza [30] y Klein [31] realizaron un intento para unificar la
gravitacion y el electromagnetismo, extendiendo la Relatividad General a un espacio
tiempo de 5 dimensiones (M*x S'). Recientemente se han investigado las consecuencias
y predicciones de tales teorias para la fisica electrodébil, tema que ha atraido interés
recientemente gracias a los modelos de Randall Sundrum, donde las dimensiones extra
podrian jugar un rol importante en la fisica a escalas de energia del TeV. Por otro
lado, la geometria de las dimensiones extra podria proporcionarnos nuevos métodos
para explicar el problema de la jerarquia y las teorias de gravedad en 4 dimensiones.

Los efectos de dimensiones extra compactifidas pueden manifestarse a diferentes
escalas, no solamente en escenarios de altas energias; sino también en fenémenos de
bajas energias, como la fisica atémica. Un caso interesante es el de la electrodindmica
(QED) en 5 dimensiones. En [32] se han considerado posibles efectos sobre el momento
magnético anémalo, aunque tales correcciones sean despreciables para la observacion.
Otra consecuecia interesante de la posibilidad de la existencia de dimensiones extra
podria implicar la violacién de la ley de conservacién de la carga [33], lo cual entraria
en contradiccion con los tests de QFE D a bajas energias.

En esta Tesis vamos a abordar el problema del calculo de observables fisicos en di-
ferentes teorias de campos con condiciones de contorno no triviales, teniendo en cuenta
los contextos enumerados mas arriba, a saber: las teorias de campos a temperatura

finita, el efecto Casimir y sus propiedades de no superposicién, las consecuencias de
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una dimensién extra compactificada sobre QED y la polarizacion del vacio de fermiones
confinados.

Como paso previo al estudio de estos temas, describiremos a continuacién los as-
pectos esenciales de la teoria de campos a temperatura finita, el efecto Casimir y las

teorias de campo con dimensiones espaciales compactas.

1.1. Teoria de campos a temperatura finita

Uno de los conceptos fundamentales de la mecanica estadistica es la nocién de
ensamble, entendido éste como un conjunto hipotético de sistemas idénticos. En la
mecanica estadistica del equilibrio tenemos tres tipos de ensambles: el microcanonico,
usado para describir sistemas aislados que poseen una energia fija E, un nimero fijo
de particulas N, y un volumen V; el ensamble candnico, es adecuado para describir
un sistema en contacto con un reservorio a temperatura 7'y que puede intercambiar
energia libremente con él, pero el nimero de particulas y el volumen se mantiene fijos;
y finalmente el ensamble gran candnico, donde el sistema puede intercambiar tanto
particulas y energia con el reservorio, mientras que los valores de la temperatura, el
volumen y el potencial quimico u, son constantes.

En los sistemas cuéanticos relativistas, donde las particulas pueden ser creadas y
destruidas, es mas adecuado utilizar el ensamble gran candénico. No obstante, se
puede pasar de un ensamble al otro realizando una transformada inversa de Laplace
en las variables p y/o en la variable 8 = 1/T, segun sea el caso.

Consideremos un sistema descrito por el Hamiltoniano H y un conjunto de ope-
radores de ntiimero N; conservadas (" indica el caracter de operador). En QED, por
ejemplo, la diferencia entre el nimero de electrones y el nimero de positrones es una
cantidad conservada.

La matriz densidad, p, es el objeto fundamental en la mecanica estadistica del
equilibrio
exp (—6(1:-’ - ZmM))

Z )

/3 =
ya que permite calcular el valor medio de cualquier observable /1, €Omo:

Tr Ap
Trp

A= (4) =

Y

donde T'r denota la operacion de traza, y Z es la funcion de particion:

Z=Z(V,T,uy,ua,...) = Tr exp (—B([:I - Zuﬂ%)) : (1.1)

El conocimiento de Z permite obtener todas las propiedades termodinamicas macroscopi-
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cas. Por ejemplo, la presion, el nimero de particulas, la entropia, y la energia, estan
dadas, en el limite de volumen infinito, respectivamente por:
o(TnZz A(TInZzZ
pP— 9T Zz) N, = 9T 2z) 7
(T InZ)
or

Una vez que la funcién de particién ha sido evaluada, la energia libre (de Helmholtz)

S = E=-PV+TS+> uh;.

F esta dada por:
1
F=—hZ. 1.2
3 (1.2)

1.1.1. Integrales de camino en mecanica cuantica

Para desarrollar el formalismo funcional de la teoria de campos a T' > 0, es conve-
niente considerar primeramente un sistema cuantico independiente del tiempo, con un
solo grado de libertad, cuyo hamiltoniano es de la forma H=H (p,q), es decir no de-
pende explicitamente del tiempo. La amplitud de transicion del operador de evolucion

temporal
U(ty, t,) = et ta)/h (1.3)

entre dos estados localizados (|q.) v |g»)) del sistema, estd dada por:

<Qb;tb|Qa;ta> = <qb’U(tb7ta>|Qa> tb > ta ) (14)

donde |g) son las bases del espacio de configuracion, que satisfacen las relaciones de

completitud y ortogonalidad,

/@@@:u (1.5)

{Galts) = 0(qa — @) - (1.6)

Los |q,t) = eiflt/h |g) son los elementos de la base rotante y t, > t,.
En la representacién de integrales de camino, la amplitud de transicién se puede

escribir como:

qa(te)=av D
- P iSlp.al/h
th|qata) = D’ pan 1.7
<Qb b’q > /Q(ta)Qa q 27Th ‘ ( )

donde S[p, ¢| es la accién clasica en el formalismo de primer orden, esto es en el espacio
de fases (q(t), p(t)),

smdzjﬁﬁwmw—Hmmwm. (18)

la
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El simbolo primado en la medida de la integral funcional D’z indica que hay una
integral mas sobre las p que sobre las ¢, puesto que en la definiciéon de la integral de

camino la medida esta dada por el producto infinito de las integrales ordinarias:

a(ty)=a» D N o0 T oreg
P , Pn
Dq | —— = lim {/ dqn] | | {/ —} : (1.9)
/‘I(ta):qa 27Th N=oo n=1 —© n=1 - 27Th

La representaciéon (1.7) tiene una interpretaciéon simple: integrar sobre todos los
caminos posibles en el espacio de fases, es decir, sumar sobre todas las historias posibles
por las cuales puede evolucionar un sistema fisico. Los posibles caminos que aparecen
en la integral contribuyen a la suma ponderados por un factor de fase e*SP4/" y estan
condicionados por la restriccion de adoptar valores determinados en los tiempos inicial,
t, y final, ty; es decir, satisfacen condiciones de borde sobre las coordenadas ¢(t,) =
@, q(ta) = qq, mientras que los momentos permanecen sin restricciones. Sin embargo
se podria proceder de otra manera, es decir, imponer restricciones sobre los momentos,
mientras que las coordenadas permanezcan libres; esto corresponderia a trabajar en la

representacion del operador evolucién en el espacio de momentos,

— tb ’ / [P ]/
t a,fa = Dqg e . 1.10
<pb7 b‘p > /ta ) h/ q S h ( )

donde la accién S[p, z] y la S[p, z] estan relacionadas de la siguiente manera:

Slp,q) = Slp,q] — g + Pada - (1.11)

Finalmente, es posible encontrar una representacién simétrica en p y ¢ [34]; si en

lugar de la amplitud, se considera la traza:
Zp(ty, to) = Trle =t H/A] (1.12)

En las bases locales, la traza es una integral sobre la amplitud (g, t5|qq, ta), con g, = qp,

es decir,

—+o00
ZT(tb,ta):/ dge (qale— 1A/ gy (1.13)

—0o0
La integral adicional sobre g, permite la simetria entre p y ¢. En efecto, la medida de

integracién de la representacion funcional para Zr, se escribe como:

+o0 q(ts)=ap D D
p p
dq, D — =9 7D — 1.14
/oo ¢ /q(ta):qa 9] 2xn }'{ 9] o7n (1.14)

donde el simbolo ¢ indica que se satisfacen las condiciones de borde ¢(t,) = q(t).
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Anélogamente en la representacién de momentos tendriamos de forma equivalente

dp p(ts)=pp D'p
1.15
/_OO 270 e, 27rh/ ?{2 h/ “ (1.15)

con las condiciones periddicas p(t,) = p(t;). Por lo tanto la funcién de particién (1.12)

estd dada por la integral de camino

D D s
Zre(ty, ty fDq p eiSwa/h — }{ﬁ/quls(”’q)/h ) (1.16)

La expresion anterior luce como una generalizacién natural de las reglas de la
mecanica estadistica clasica. De acuerdo a estas reglas, cada elemento de volumen
en el espacio de las fases dgdp/h es ocupado con una probabilidad e~#/#27 En el for-
malismo de integrales de camino de la mecanica cuantica, cada elemento de volumen
en el espacio de trayectorias DgDp/h es asociado con un factor de fase eiSa)/h,

A partir de aqui la transicién a la mecanica cudntica estadistica es bastante natural,

H/kgT

debido a que los elementos de matriz de e~ pueden obtenerse a partir de la version

de U en tiempo imaginario.

1.1.2. Formalismo de Matsubara

La representacién funcional de la mecanica cuantica estadistica resulta en lo que se
conoce como formalismo de Matsubara. A tal fin, supongamos un sistema en contacto
con un bano térmico a temperatura Ty cuyo hamiltoniano H es independiente del
tiempo. Todas las cantidades termodinamicas se pueden obtener a partir de la funcién

de particion de la mecanica estadistica:

Z2 =1Tr (e_H/kBT> = Ze‘E"/kBT , (1.17)

donde la traza se ha evaluado usando el conjunto completo de autovectores de H:
Hin) = E,|n) . (1.18)

Puesto que la traza puede tomarse en cualquier base, empleando la base |q), pode-

mos escribir

Z(p) = / dq (gle *"|q) . (1.19)

donde 8 = . El integrando de la expresién anterior se puede interpretar como la

prolonga<31on anahtlca a tiempo imaginario,

t— —it | (1.20)
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de la amplitud de probabilidad de la mecanica cudntica (1.4):
(vl g0} — (aple 77 |gu) (1.21)

Por lo tanto, identificando 7, — 7, = [ tenemos,

Z(p) = / dg(qle"g) = / da(q, ~iB14,0) | (1.22)

o en forma mas explicita, en la representacion de integrales de camino,

Z(8) = / DpDq e | (1.23)
q(B)=q(0)

donde 5
Sy — / dr(ipd — H(p,q)) (1.24)
0

es la accién euclideana de primer orden.

La condicién de borde periddica, q(8) = ¢(0), que surge debido a la traza en la
definicién de la funcién de particion, sélo se aplica a las coordenadas ¢(7), mientras
que los momentos p(7) tienen condiciones de contorno libres en 0 y /3. Esta condicién
rompe la invariancia de Lorentz e induce propiedades distintivas sobre el sistema.

La funcién de particién obtenida arriba para una teoria de campos 0+ 1 dimensional
puede extenderse facilmente a una teoria en d + 1 dimensiones. Ademas, por lo visto
anteriormente, la teoria de campos euclideana es el marco més adecuado para introducir
la teoria de campos a temperatura finita.

Por ejemplo, para un campo escalar en d + 1 dimensiones ¢(7,z), la accién Sg,

resulta ser:
Tb
Selmel = [ dr [ dis lin(ra)onp(ra) - Hr(ro) ora)] . (129
donde 7 es el campo candnico conjugado a ¢ y H(m, ) es la densidad Hamiltoniana del
sistema. La funcion de particién se obtiene inmediatamente, restringiendo el intervalo
temporal a 7, = 3, 7, =0,

Z(B) = / DrDyp ¢ Js 471 &% imdrotHime)l (1.26)
P0.2)=p(3x)

con la integral evaluada sobre todos los caminos ¢(7,x) que satisfagan

©(0,x) = ¢(B,x). (1.27)

También puede verse que la teoria de campos euclideana en d + 1 dimensiones, con
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0 < 7 < 3, es equivalente a la mecanica estadistica cuantica en d dimensiones.

Otro analisis muestra que para un sistema fermiénico también se puede escribir la
funcion de particion en el formalismo de tiempo imaginario, en este caso con condiciones
de borde antiperiédicas, por ejemplo 1(0,x) = —(f,x). Un rasgo caracteristico del
formalismo de Matsubara (compartido con los formalismos de tiempo real) es que la
dependencia temporal de los campos parece ser inevitable, incluso si uno se limitara al
calculo de objetos independientes del tiempo, como la energia libre. En efecto, el célculo

perturbativo requiere la introduccién de funciones de correlacién en espacio-tiempo.

1.2. Efecto Casimir

En su forma original, el efecto Casimir es la manifestacién de una fuerza atractiva
entre dos placas paralelas perfectamente conductoras y no cargadas [20]. En la teoria
de campos, este efecto es una consecuencia de la alteracion de las fluctuaciones de vacio
del campo electromagnético por la presencia de condiciones de borde sobre las placas.

A partir de los anos 70, este fenémeno recibié una atencién creciente, debido al
refinamiento de las predicciones tedricas y los métodos experimentales [35-37]. Las
lineas de investigacién actuales se concentran sobre los diversos factores que intervienen
en este fendmeno; como la dependencia con la geometria de las superficies [38, 39], los
efectos térmicos [40], la presencia de materiales reales (estructura y tamano finito) [41],
etc.

En la teoria cuantica de campos en un espacio con condiciones de contorno triviales,
el término infinito de la energia de vacio se elimina por el hecho de que tal energia
siempre se puede definir a menos de una constante aditiva. Por lo tanto todas la energias
fisicas se pueden medir a partir de esta energia de vacio en el espacio libre, la que se
elige igual a cero. Matematicamente este proceso se sustenta por el procedimiento de
orden normal. Sin embargo, ésto podria ser incorrecto cuando tenemos campos externos
o condiciones de borde. En este caso hay un conjunto infinito de diferentes estados de
vacio, correspondientes a cada diferente separacién entre las placas.

Una teoria de campos bosénica se puede ver como un sistema de infinitos osciladores,
tal que la energia de vacio del campo se escribe como la suma de todas las energias de

vacio de cada modo,
h
By = 3 Zw; (1.28)

esta suma, claramente, es infinita. La energia de Casimir E. se obtiene de la suma (1.28)
[42], imponiendo condiciones de contorno sobre el campo, por ejemplo sobre dos placas
paralelas. Un resultado finito para E. requiere la implementacién de algin esquema
de regularizacién, tal como el método de heat kernel, la regularizacién ¢ [42, 43] o la

regularizacion dimensional. Otro método que surge motivado por la fisica del proble-
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ma, consiste en suprimir la contribuciéon de los modos del campo que corresponden
a frecuencias altas, ya que los espejos serian transparentes a éstos. A continuacion
calculemos la energia de Casimir, en este ultimo esquema de regularizacion.

A modo de ejemplo, consideremos las fluctuaciones de vacio de un campo escalar
sin masa en una dimensién espacial: ¢(t, z). La presencia de las placas en los puntos

x =0y x = a se implementa mediante condiciones de borde de Dirichlet

&(t,0) = ¢(t,a) =0 . (1.29)

La solucién de las ecuaciones de Klein Gordon dentro de un intervalo 0 < z < [,
con condiciones de Dirichlet sobre sus extremos, nos permite obtener las frecuencias

wp =nm/l;n=1,23,... delos modos del campo, por lo tanto la energia:

Z”T” (1.30)

n=1

l\DI»—l

Para no tratar con integrales sobre momentos continuos, vamos a encerrar nuestro sis-
tema (dos placas separadas por una distancia a) en el interior de una caja de separacién
L, con L > a. Para obtener la energia de Casimir debemos seguir la prescripcion de
sustraer la energia del sistema con las placas muy separadas (oL, o < 1). La figura

(1.1) muestra este procedimiento de sustraccion, es decir:

E. L_mo:EA+EB+E0—(EA/—|—EB/+EC/). (131)
a al
\ || I \ \
e @ © e ™ @
L L

Figura 1.1: Representacién del proceso de sustraccién en el efecto Casimir

Cada término de la suma (E4 = E(a), Ea = E(alL), ...) se regulariza con el factor

e T (regulador \), de modo que:

= nr T 2 1 A2
Mg o T = 1.32
g 1 2 (71'2)\2 2 24oz2> ’ (1.32)

L\Dlr—t
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por lo tanto reemplazando en (1.31) tenemos la energia de Casimir:

T

E,=———.
24a

(1.33)

El calculo de la energia de Casimir también se puede abordar usando el formalismo
de integrales funcionales, por ejemplo para un campo en d dimensiones espaciales, con
condiciones de borde de Dirichlet sobre las placas en z4 = 0y x4 = a, la energia de
vacio resulta de tomar el limite de temperatura cero (5 — 00) de la expresién apropiada

para la energia libre (1.2):

E(a) = — lim 1 In / DrDy e JZ57adr J d'a(imdro=Hrg) (1.34)
b= B Jo(w,0)=p(w.a)=0

Esta representacion sera usada posteriormente para calcular correcciones térmicas a
la energia de Casimir. Un hecho importante es el parecido formal entre las ecuaciones
(1.34) y (1.26). Lo cual indica que los métodos de calculo para obtener la funcién de
particion se pueden utilizar para calcular las energias de Casimir.

Los célculos de las energias de Casimir estan plagadas por dos tipos de divergencias.
El primero surge de calcular la energia total como la suma de todos los modos del cam-
po, Y. %hw, el cual requiere algiin tipo de regularizacion, como por ejemplo la usada
anteriormente, y el segundo proviene de calcular la densidad de energia local, a partir
del valor de expectacién en el vacio del tensor energia momento, (Tyo), la cual tipica-
mente diverge cerca de los bordes. Ambos tipos de divergencias no estan relacionados.
La energia de interaccién entre un par de objetos es finita y puede ser calculada sin
ambiguedades. La divergencia cerca de los bordes de la densidad de energia local no
cambia cuando la posicion relativa de los objetos varia. Las divergencias en la energia
total estan asociadas con la energia ubicada en las superficies: las autonergias; cuyas

divergencias pueden ser o no removidas dependiendo de la geometria de las superficies.

1.3. Dimensiones compactificadas

Para describir las teorias con dimensiones compactificadas vamos a considerar una
generalizaciéon del formalismo de Matsubara para tratar con la compactificacién de
las dimensiones espaciales de una teoria de campos euclideana. Esto permite importar
muchos resultados y métodos de la TCTF a la teoria con la dimensién extra, tales
como las técnicas de renormalizacion, los diagramas de Feynmann, etc.

Un caso particular y simple en el que se aumenta en una dimension extra a un
espacio euclideano R?, corresponde a una variedad M con una topologia R” x S, es
decir, una compactificacion circular. Desde el punto de vista topolégico, el formalismo

de Matsubara es equivalente a la integral de camino con soporte en R~ x 83, donde
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Sp es un circulo de radio § (inverso de la temperatura). De modo que el formalismo
de Matsubara en su forma generalizada se puede considerar como un mecanismo para
estudiar efectos térmicos y compactificaciones espaciales. Este concepto a sido desarro-
llado [44] considerando una variedad D dimensional simplemente no conectada con una
topologia I'Y, = RP=4 x Sy, x Sp, X ... xSz, donde L; es el inverso de la temperatura y
los Lo, ..., Ly corresponden a la compactificacién de las d — 1 dimensiones espaciales. La
estructura topoldgica del espacio tiempo no modifica las ecuaciones locales del campo.
Sin embargo, la topologia modifica las condiciones de borde sobre los campos y las
funciones de Green.

En la topologia I'%, (compactificacién toroidal de un subespacio d dimensional), las
reglas de Feynman se modifican introduciendo una prescripcion de Matsubara genera-

lizada, es decir, realizando los siguientes reemplazos en el espacio de momentos,

+oo
277,17T 2712'7'(
N ki — ,
i ) 1 B ’ LZ

n1=-—00 N;=—00

dk1 1

(1.35)

donde L;, 1 = 2,3, ...,d. Por ejemplo, en una teoria con la siguiente accion

1 B Lo Ly
| = —5/ dT/ dl’g.../ dxd/dD_dx [(00)* + m*¢?] | (1.36)
0 0 0

por cada linea, en un diagrama de Feynman, debemos incluir el factor

dP- dk
BZLQZ Z/ 2m)D- =D 0(Wnys Wy - - oy Wiy, K) (1.37)

donde Dy, es el propagador, dado por:

1
w2 4w 4wk k24 m?

Do(Wny s Wnys - - -, Wny, k) = (1.38)

1.4. Organizacion de la Tesis

La presente tesis, dedicada al estudio de algunos modelos de teorias de campos
con dimensiones compactas y condiciones de borde no triviales, esta organizada de la
siguiente manera: En el Capitulo 2, se presenta una nueva representacién funcional
de la teoria de campos a temperatura finita. Comenzando con un campo bosoénico en
0+ 1 dimensiones, donde se muestra la manera correcta de implementar el formalismo;
se obtienen las funciones de particién y las funciones de correlacion usuales; también
se implementa la nueva representacién para campos bosonicos, fermiénicos y campos

de gauge en d 4+ 1 dimensiones.
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En el Capitulo 3, se estudian algunos aspectos del efecto Casimir. Primeramente se
obtiene una formula para la energia de interaccion de Casimir de N > 1 superficies de
Dirichlet, despojada de cantidades divergentes. En particular, se aplica para el estudio
de la interaccion de dos placas paralelas a temperatura finita. En segundo lugar se
obtiene una manera de medir los efectos de no superposicién en la interaccion de
Casimir de N > 2 objetos; también se analiza este efecto desde el punto de vista de un
desarrollo perturbativo en el limite de separacién muy grande entre los objetos.

En el Capitulo 4, describimos algunos aspectos de la electrodinamica en 4 + 1
dimensiones, con la dimensién extra compactificada; se obtiene el tensor de polarizacién
de vacio, evaluando los términos que conservan y violan paridad e interpretando los
resultados desde el punto de vista de 3+ 1 dimensiones. En el mismo Capitulo, también
se estudia la polarizacién del vacio de fermiones sin masa confinados entre dos placas
paralelas de ancho €. Se calculan la densidad de carga y la corriente inducida debido a
un campo eléctrico externo normal a los bordes. Finalmente analizamos la contribucién

dependiente de € a la accién efectiva para un campo externo transversal.



Capitulo 2

Representacion dual de la teoria de

campos a temperatura finita

En el capitulo anterior (seccién 1.2), hemos descrito el formalismo de Matsubara o
“formalismo de tiempo imaginario”, como un marco adecuado para estudiar la teoria
de campos a temperatura finita. Una propiedad fundamental de este formalismo es
que el campo bosénico (fermiénico) resulta periddico (antiperiédico) en la coordenada
de tiempo imaginario, mientras que el campo candénico conjugado no esta sujeto a
ninguna restriccion. Por ejemplo, si tenemos un campo bosénico en d + 1 dimensiones
con un hamiltoniano cuadratico en su momento candnico conjugado; la integracion de
este campo a nivel de la funcién de particién (1.26), genera un modelo con un campo
dindmico definido sobre S! x R?, donde el radio de S' es proporcional al inverso de
la temperatura, § = 1/T. Claramente, en el espacio de Fourier, las frecuencias sélo
toman valores discretos, las cuales se conocen como frecuencias de Matsubara.

Recientemente, se han desarrollado nuevas formas de implementar las condiciones
de contorno en los efectos Casimir estatico y dindmico [45-47]. En estos modelos se
usan campos auxiliares para imponer las condiciones de borde sobre las superficies; al
integrar los campos originales se obtiene un modelo efectivo donde los campos dinami-
cos viven en las superficies. Usualmente el modelo efectivo tiene una dimension menor
que la teoria original debido a que la codimension de los bordes es generalmente igual
a uno, por ejemplo, las superficies (parametrizadas por dos variables) y las curvas en
un espacio de 3 dimensiones, tienen codimensién igual 1 y 2 respectivamente. En el
Capitulo 3, referido al efecto Casimir, analizamos justamente superficies con codimen-
sion 1, donde las condiciones de borde se implementan por el procedimiento mencionado
arriba.

Una version menos natural de este mecanismo puede aplicarse sobre la teoria de
campos a T > 0, introduciendo campos auxiliares para imponer la condicién de pe-

riodicidad (antiperiodicidad) e integrando el campo original, la teorfa efectiva resulta

13
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ser una nueva representacion de la TCTF, la cual llamaremos representacién dual de
la teoria de campos a temperatura finita.

En primer lugar presentaremos la discusion correspondiente a la teoria 0+ 1 dimen-
sional. Posteriormente desarrollaremos los casos centrales de campos escalares, campos

fermiénicos y campos de gauge.

2.1. Mecanica cuantica: 0 + 1 dimensiones

2.1.1. Ideas generales

Veamos como se puede obtener la funcién de particién dentro del contexto de un
sistema con un solo grado de libertad, imponiendo condiciones apropiadas sobre la
integral de camino para la amplitud de vacio a temperatura cero, Z,. Comenzamos con

la representaciéon de integrales de camino de Zj:

Z, = /'Dqu 6—5[£1(T)4)(T)}7 (2.1)

donde S es la accion Euclideana de primer orden, S = fj;o dr L, con L = —ipG+H (p, q)
el Lagrangiano. H denota el Hamiltoniano, que (suponemos) tiene la forma: H(p, q) =
T(p) + V(a).

Por otro lado, Zy se obtiene de tomar el limite de tiempo (imaginario) infinito de

la amplitud de transicién (qo, —i7|qo, iT") ,

ZO - TEIJIrloo <CJ07 _ZT|q07 ZT>

— 1/ 2 —2TFE, — lf 2 —2TEy 29
Jim > [(goln)|*e im[{go]0) e (2:2)
donde hemos introducido |n), los autoestados de H, H|n) = E,|n), v qo, €l valor

asintético de ¢y a T' — +oo (usualmente, gy = 0). Ey es la energia de |0), el estado
fundamental.

Nuestro objetivo es escribir una expresion alternativa para Z(f3), partiendo de la
amplitud de vacio, Z,. Por el principio de superposicion, introduzcamos representa-
ciones de la unidad correspondientes a los tiempos 7 = 0 y 7 = 3, de modo que Z; se

puede escribir como:

2o = Jin [ dasdos a0, ~iTlas, ~i8) (a2, ~iBlar.0) 1, Ol iT) . (23
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o, como integrales de camino,

a(T)=qo
= hm /dquql/ DpDq e J§ art
q(B)=q2
(0)=a1

X / Dqu e Jo L /q DpDq e~ fordrt (2.4)
q(0)=q1 a(=T)=q0
La representacién anterior resulta 1til para tener una idea de la manera correcta de
imponer las condiciones de contorno, para obtener la funcién de particion Z(3). Ob-
servemos que en el lado derecho el integrando estd conformado por tres factores (in-
tegrales funcionales), de las cuales la segunda (g2, —if3|g1,0) nos hace recordar a la
funcién de particién de temperatura finita, siempre que se tome ¢(0) = ¢(3). Los otros
dos términos (qo, —iT'|q2, —i3) v {(q1,0|qo,iT") deberian ser factorizados si solo quere-
mos quedarnos con el segundo factor. Por lo tanto el siguiente paso parece ser imponer
condiciones de borde periddicas sobre la coordenada ¢(7) en Zy (para quedarnos con
el segundo factor). Sin embargo veremos que este procedimiento nos conduce a un

resultado incorrecto.

Método incorrecto

Imponiendo condiciones periddicas sobre los caminos ¢(7) tenemos:

/ DpDq 3(q(8) — 4(0)) exp { — Sla(r), p(r)]}

= lim e GTH) /dQ1|<O|Q1>|2 (q1, —iBlq1,0) , (2.5)

T—o0

normalizando adecuadamente (dividiendo por la amplitud de vacio ),

IDPD%%;Z(O)) = e [l Ol o -iBlan0) (20

del cual no se puede obtener el factor Z(3), debido a la presencia del médulo cuadrado
de la funcién de onda del vacio en el argumento de la integral, [(0|q;)|?. Estd contribu-
cién extra que hace imposible la extraccién de la funcién de particién se debe al hecho

de que ain tenemos contribuciones de caminos fuera del intervalo (0, (3].

Método correcto

Veamos ahora que, para reproducir Z(f), tenemos que imponer condiciones de
periodicidad sobre las variables del espacio de fases (¢(7),p(7)). En efecto, definamos

un objeto Z4() que resulta de imponer restricciones sobre ambas coordenadas en la
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funcional Z,
2,(8) = J DpDq é(a(B) — q(0)) 6(p(8) — p(0)) e=° 2.7)
* - | DpDge—S ' '
Usando el principio de superposicién tenemos:
/ DpDq 6(q(B) — (0))3(p(B) — p(0)) ™ = lim [ dpidgy [
<q07 _iT|p17 _Zﬁ> <p1a _iﬁ|q17 _ZB> <(J1, —iﬁ|Q1, 0> <q1a O|p17 0> <p17 0|Q07 ZT)} (28)
6
/ DpDq 5(q(B) — 4(0))d(p(3) = p(0))e™® = lim e~
dp1d .
[ A 00} Ol ) . =800, ) (10} O]
= Jiw BT 0} [ day ar,~i81a1.0)
T—o0
— 2y x PP Z(8) = 2y x Tr[e P (2.9)
Podemos concluir entonces que:
Z,(8) = Tr[e?] (2.10)
donde : H : denota el Hamiltoniano normalmente ordenado:

H:= H - E, (2.11)
-------------- 2y
.............. 2,

Z5(B)

Figura 2.1: Representacién del mecanismo de compactificacién
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Resumiendo todo lo realizado, podemos concluir que, imponiendo condiciones de
periodicidad sobre las varibles conjugadas ¢(7), p(7) en la funcional de la amplitud de
vacio a temperatura cero, y descartando factores de no dependen de f (ya que estos
pueden ser cancelados por la constante de normalizacién) obtenemos la funcién de par-
ticion Z4(5), correspondiente al hamiltoniano original, donde la energia del estado de
vacio se redefine como cero. Por otro lado, la sustraccién de la energia de vacio general-
mente es irrelevante porque casi siempre estamos interesados en calcular derivadas de
la energia libre del sistema. En la figura (2.1), mostramos una representacion pictérica
del mecanismo de ‘compactificaciéon’.

Observe que la introduccion de condiciones de periodicidad para ambas variables no
estd en contradiccién con la representacién usual (1.23) donde sélo se aplican sobre las
variable ¢. De hecho, en nuestro enfoque las nuevas condiciones son cruciales para de-
shacerse de los factores no deseados procedentes de caminos que se encuentran fuera del
intervalo [0, 8]. Podemos ilustrar explicitamente nuestro resultado, en la representacion

funcional:
Z,8) = 2" /Dqu 5(¢(8) — a(0)) 6(q(B) — q(0)) == Ariri-Hwa) — (319)

2.1.2. Campos auxiliares

Ahora, veamos cémo el uso de campos auxiliares para imponer las condiciones de
borde, conducen naturalmente a la representaciéon dual. Las funciones delta § en (2.7)
requieren la introduccién de dos campos auxiliares, &1 y &3, que en este caso son nimeros

reales (independientes del tiempo). Usando la notacién Q1 = ¢ y Q2 = p, tenemos

[1{sla.5 - a.on} = | %eizi—léa[wﬂ*mwﬂ. (2.13)

a=1

Usando esta representacion para las funciones delta e intercambiando el orden de inte-
gracién entre las variables auxiliares y las variables del espacio de fases, obtenemos la

siguiente expresion para Z(/3):
Z,8) = N / ﬁ/ @/DQ e~S(Q)+i [ dria(r)Qu(r) (2.14)
oo 2m J_o 2m
donde N = Z, y donde usamos la notacién:

ja(T) = ga [5(7— - /8) - 5(7_)} ’ (2'15)
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mientras que la medida en el espacio de fases se ha escrito en términos de Q:

pQ= ] %. (2.16)

—oo<T<0

En particular, para el caso del oscilador arménico con masa unidad y frecuencia w,

tenemos:

S(Q) = S(Q) = 1/%0 dTQa(T)k\:aan(T)y (2.17)

oo

donde ﬁab son los elementos del operador matricial 2 x 2, IE, dado por:
2 d
g=1 %, "+). (2.18)
_ZE 1

La integral sobre () es gaussiana, por lo tanto, podemos integrarla facilmente, para

obtener 1 »
Zs(ﬁ) = 27TN_1 (det/%)ii /(2—7(5)2 6_%§aMab§b , (219)
donde
M = Q(04) +Q(0-) — Q(B) — Q-5) (2.20)

y Q(7) denota la inversa del operador K (2.18): es decir,
Eachb(T) = 5&65(7—) ) (221)

siendo €, los elementos de matriz de Q.

La forma explicita de este objeto se encuentra facilmente:

O(r) = ( % %Sgnm) el (2.22)

—Lsgn(r) 5

donde sgn denota la funcién signo.

La ecuacién anterior (2.22) puede ser usada en (2.20), para obtener M:
M = [Q04) +Q(0_)] (1—e™)
_ ( “ ) (np(w) + 1), (2.23)

np(w) = (™ —1)7", (2.24)

la funcion de distribucién de Bose-Einstein.

P!
Finalmente, como N cancela exactamente el factor (det IC) 2 en (2.19), llegamos
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al primer resultado importante de esta seccion, esto es, una representacion dual para

la funcién de particion, como una integral sobre las variables &,:

—1,2 2
Z,(B) = / A o (2.25)
27
Observe que la integral es sobre dos variables reales &,, las cuales son campos 0-
dimensionales, es decir, una dimension menos que la dimensién original de la teoria

0+1.
Con el fin de interpretar esta integral y compararla con la correspondiente version
de la mecénica estadistica clasica, calcularemos la funcién de particion en el limite de

alta temperatura. En este limite, Z(() resulta ser:

Z,(B) ~ /%MH@@) (B<<1), (2.26)
donde: .
H(&,&) = 5(53 + WQig) . (2.27)

Es notorio que si en (2.26) realizamos las siguientes identificaciones: £; = p (momento
clésico), y & = ¢ (coordenada cldsica), la misma corresponde exactamente a la funcién

de particion del oscilador armoénico de la mecénica estadistica clasica

dpd
Z,(8) ~ /%e‘ﬂi(ﬁ*“z’ﬂ (B<<1). (2.28)
T
Este resultado nos motiva a escribir una representacién para Zs(/3) de la siguiente
forma: 2
Z(B) = [ = e PHeslbrta) 2.29
3 = [ G , (229)
donde: )
-1, _
Hepp(&1,&2) = 3 (npw)+1) (W& + w&), (2.30)

es un ‘Hamiltoniano efectivo’; mostrando que la funcién de particién cuantica puede
representarse de manera andloga a su contraparte clasica, usando un hamiltoniano
dependiente de (3, el cual tiende al hamiltoniano clasico en el limite de alta temperatura.

Integrando los campos auxiliares en la expresién exacta para la funcion de particion

(2.25), obtenemos el resultado correcto:

1

(2.31)

En lo que sigue, para simplificar la notacién, omitiremos el subindice ‘s’ en Z,(3),
asumiendo implicitamente que estamos usando un Hamiltoniano normalmente ordena-

do.
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Note que, un hecho importante resulta del anédlisis en el limite clasico (altas temper-
aturas): los campos auxiliares tienen un interpretacién fisica. El multiplicador asociado
a q juega el rol del momento canénico conjugado clasico, mientras que el correspondi-
ente a p es como una generalizacion de la coordenada clasica. La misma interpretacion
puede mantenerse fuera del limite clésico, pero ahora con un hamiltoniano H. s (&1, &)
que se diferencia de su contraparte clasica porque tiene en cuenta correcciones cuanti-

cas.

2.1.3. Funcional a T' > 0 a partir de T'=10

La representacion dual que presentamos en la seccién anterior también es valida para
teorias interactuantes. Aun cuando la accién S no es cuadratica, podemos obtener una
expresion formal para la funcién de particion en esta nueva representacion. En efecto,
denotando por Z(J) a la funcional generatriz a temperatura cero de las funciones de

correlacion de las variables candnicas:
/ DQ e~ S/ drda(r)Qa(r) (2.32)

y por W(J) la funcional correspondiente para las funciones conectadas. Podemos ver

que la funcién de particiéon (7" > 0) se puede escribir como:

3
(27)?

donde el factor de normalizacion Z(0) = 2, es la funcional de vacio para el caso

2(8) = (200" [ 555 expW[idi(r). iar)]} (233

interactuante. Comparar (2.33) con (2.29) nos da la receta para obtener el Hamiltoniano
efectivor Hepp(&1,&) = —BW[iji(7), i ja(7)].

Por lo tanto, una forma alternativa de encontrar el hamiltoniano efectivo en el
caso interactuante es obtener primeramente W[J] (a T" = 0), luego reemplazar la
fuente (arbitraria) J,(7) por ij,(7), donde j1(7) y jo(7) son las funciones de los campos
auxiliares definidos en (2.15). Porsupuesto, W solo puede calcularse exactamente en
algunos casos especiales, o puede realizarse una expansién perturbativa en otros. De

cualquier forma, WV puede expandirse funcionalmente en potencias de la fuente J(7):

WIJ] = W0] + Z n'/ )y (71) - T () (2.34)

T1seee5T

donde cada coeficiente W es la funcién conectada de n-puntos; proporcionandonos
inmediatamente de una expansion para H.¢s en potencias de los campos auxiliares. Es
importante recalcar que esta expansion no es necesariamente una expansion perturba-

tiva. De hecho, la magnitud de cada término es controlado por W el cual podria
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incluso ser exacto (no-perturbativo) en la constante de acoplamiento. Para mostrar
esto, veamos qué sucede si mantenemos solamente hasta el término n = 4. Suponiendo
que la accién S tiene una simetria Q, — —Q,; podemos ver que W[0] es cancelada por
el factor N. Por lo tanto en la funcién de particién (2.29) el ‘Hamiltoniano efectivo’

tiene la siguiente expansion:

Hyy = / W (11, 7)o (71 (72)
25 1,72

B M Wa1a2a3a4 (Tla 72,73, T4>ja1 (7_1 )jaz <T2)ja3 (T3)ja4 (7—4)
ST

+ ... (2.35)
Usando la forma explicita de j,(7) en términos de los campos auxiliares, vemos que:
Heyp = HY) + HY) + . (2.36)
donde

1
H; = §Mﬁ)§a &b

1
Hify = M €666

(k) _ 1 M(2F)
Heff o (2k>' 511 Aok 50,1 et gagk . (237)

La forma explicita de cada uno de los coeficientes M%) puede ser escrita en términos

de W) Por ejemplo M) es una matriz diagonal:

M® = (Cl U ) , (2.38)
0 (&)

Co = % /% (1= e ™) Waa(v), (2.39)

(donde la tilde indica la transformada de Fourier). Es facil ver que ¢; juega el rol de un

con

coeficiente efectivo en el término de energfa cinética (o< p?) del Hamiltoniano efectivo,
mientras que ¢y introduce un potencial cuadratico efectivo. En general ambos pueden
depender de 3, w, y alguna constante de acoplamiento que el sistema pueda tener. Para

el caso del oscilador armoénico tienen una forma bastante simple:

a = wng(w)+1) "’
o = ﬁ (2.40)
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Del mismo modo, el término M@, puede ser escrito en términos de la funcién conectada

de 4-puntos:
1
M, = 5 — Wi4(0,0,0,0) + 4 W), (8. 8, 8,0)
— GWLLa(8,8,0,0) + 4W151,(8,0,0,0) — Wiy),(0,0,0,0)] (2.41)

sym
donde el subindice sym denota la simetrizaciéon bajo un intercambio simultaneo de los

argumentos: tiempo e indice discreto.

Aplicacion en el caso libre

Veamos el uso de la férmula (2.33) para el caso de una teoria libre (sin término de
interaccién). Para ello obtendremos la funcional conectada a temperatura cero YV para
las variables del espacio de fases (p,q) a partir de la funcional conectada W para la
variable ¢q. Consideremos dos fuentes arbitrarias J,; a = 1,2; y escribamos la definicién

de la funcién W:
] _ / DQ =S @+] dra(r)Qu(r) | (2.42)

mas explicitamente,

eW[Jl’ Ja) /Dqu - fj';oo dr(—ipq+%p2+%w2q2)+(J1(T)CI(T)+J2(T)P(T)) ) (243)

Integrando sobre la variable p, tenemos una integral funcional solamente en el espacio
de configuracién ¢, de donde obtenemos la funcional W con un término de fuente

modificado: Jy(7) — i J5(7), es decir,

UL 2] o3 [drI3(r) / Dy e~ 2% (3830 +(n(n)=ika(n)a(r)
Vs o] e%deng(T)eW[Jl(T)—Uz(T)] ’ (2.44)
donde i es la unidad imaginaria. Por lo tanto tenemos la siguiente relacién:
. 1

valida para fuentes arbitrarias J; y Js.

Para el caso en consideracion: el oscilador arménico libre; tenemos W[J| = Wy[J] =
%J Gy J, con Gy = ﬁ e I™="'l* Donde hemos usado una notacién simplificada, pues
Gy J =1L [drdr' J(1) Go(r,7') J ().

En particular si elegimos J; = ij; y Jo = ija, como las funciones dependientes de

las variables auxiliares definidas en (2.15), obtendremos la funcién de particién (2.29).
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En efecto, en este caso:

. . dj 1 .
Woliji, ija] = WO[Z]H-—]Q] ——/dTﬁ» (2.46)
dr 2
L 1. o1 djs 1.djs 1djs dja 1 ,
_ - - 8z 2; 802 SO R 2 9y
Woli g1, 1 Jo] 5 1G0]1+22]1G0 d7'+22 Ir Go 1 5 70 gy 2]2 (2.47)

Cada uno de los términos de la expresion del lado derecho se pueden calcular. Por

ejemplo, para el primer término tenemos
1 1 1
— i1 Goji=—=6 (—(1—e : 2.48
2]1 0J1 251 (w( )) &1 ( )
El segundo y tercer término se anulan, mientras que el cuarto y ultimo se simplifican

1dj dj
— ]QG ﬁ_

1 1 Ca
5 dr 70 4r 5]3 = —§§zw(1—6 )& (2.49)

Reuniendo todos los términos en (2.33) tenemos nuevamente la funcién de particién

correcta:

Z0(8) = [2(0)] / (;%2 e~ 3(-e P e ue) (2.50)

Posteriormente aplicaremos la formula (2.33) en el caso interesante de un campo escalar

interactuante.

2.1.4. Funcional Generatriz

Ahora procederemos con el calculo de las funciones de correlacién térmicas en el
marco del formalismo que hemos desarrollado. Esto tiene interés por ejemplo en el cal-
culo de una teoria perturbativa. Como es usual, vamos a definir la funcional generatriz
de las funciones de correlacién, denotada por Z(f,J), y la funcional generatriz de las
funciones de correlacién conectadas W(g3, J) = In Z(3, J). Con estas convenciones, las

funciones de correlacién conectadas estan dadas por:

SW(B, J) ]
a < Wa n)/conn — . 2.51
(Qar(11) - Qan (7)) [5Ja1<ﬁ) 0, (ta) Ju=0 (2.51)
En la representacion dual (2.29), la funcional generatriz se escribe como:
_ d*¢ _ oo .
Z(8,)) = N7t [ == [ DQe 5@+ % drQa(n)(Ja(m)+a(7)) (2.52)
' 2w ’ '

aqui S(Q) indica la accién de primer orden.

Evaluemos Z(f3, J) explicitamente para el caso del oscilador arménico. En este caso,
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la integral sobre () se realiza facilmente:

A€ 1 ooy e - -
Z(B,J) = ez oo A [T dr2 (Ja(T1) 450 (11))Qab (71,72) (T (72) +ijb (72)) (2.53)
) Qﬂ' ) *
usando la forma explicita de j, (2.15), la expresién anterior es equivalente a:
d25 —Le Mgy, —EoL
Z(6,J) = Z(J) 5 € 25afablt ~tala (2.54)
T
donde Z(J) es la funcional generatriz a temperatura cero
Z(J) _ e*%f;w dry [0 dro Ja (1) Qb (11,72) o (72) (2.55)
Yy
“+oo
L, = / 47 [Quy(8,7) — Qun(0,7)] (7). (2.56)
Finalmente, efectuando la integral sobre los campos auxiliares en la expresién (2.54),
tenemos:

Z(8,J) = Z(8) Z(J) exlaMarls (2.57)

la cual, después de reemplazar las funciones L, (2.56), resulta ser:
Z(B,J) _ Z(ﬁ) Z(J) e%fd’T‘de/Ja(T)Uab(T,T/)Jb(Tl) (2.58)
donde la funcién U¥ (7, 7,) tiene la siguiente forma:
U(B)(Tl,Tz) = [9(71,5) - Q(Tlao)}M_l [Q(ﬁﬁz) - Q(OaTz)} . (2.59)
En resumen, hemos obtenido la siguiente representacion para la funcional generatriz
Z(8,J) = Z(8) o5 [ dr [T Ja()Gap(7.7) y(7") (2.60)
donde G, representa la funcion de correlacién o propagador de la teoria
Gap(T1,T2) = Gap(T1 — T2) = (Qa(1)Qp(72)) (2.61)
la cual, es la suma de dos contribuciones distinguidas:
Gap(r, ) = GQr1,7m) = UL (11, 7) - (2.62)

La primera, G = Q, es la funcién de correlacién a temperatura 7' = 0; mientras que la

segunda, U el término dependiente de la temperatura, es el propagador puramente
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térmico.
Despreciando los términos independientes de la fuente (irrelevante para el célculo
de las funciones de correlacién), la funcional generatriz de las funciones conectadas W,

tiene la siguiente estructura:

W(B,J) = %/dﬁ/dﬁ Jo(T1)Gap (11, 72) Jp(T2). (2.63)

A fin de comparar nuestro formalismo con los resultados que tenemos en la literatura
([34]), vamos a escribir en forma mds explicita estos términos. En efecto, para G° y

U® | tenemos:

GO(r, 7)) = el ( (T ) (2.64)

a1 (7, O [M ™11 [Q1(8,7") — Qup(0,7')] +

Uég)(TﬂJ) = [Qal(Ta 6) T,
T, 7,0)] [M 22 [Qa(8,7') — Q20(0,7)] . (2.65)

—Q
[QaZ( 6) - Qa2<

Se puede ver que G es invariante bajo traslaciones en ambos argumentos tempo-
rales, lo cual es coherente con la descripcion de la teoria a temperatura cero, donde
el argumento temporal no tiene restricciones. Por su parte, el término U®)| tiene una

expresion sencilla cuando se supone que los argumentos temporales estan entre 0 y f3,

P () = —%nB(w)x

iRl _ el (el )y elr=r))

Observe que el propagador térmico U, depende solamente de la diferencia de los

argumentos temporales, por tanto, es natural definirlo dentro del intervalo [—/, 5].
Ahora podemos obtener la funcién de correlacion (gq), en la que usualmente estamos

interesados; esta se obtiene facilmente de las expresiones (2.64) y (2.66), tomando la

componente 11 de cada matriz, es decir:

Gu(r) = %[(1 +ng(w))e " + ng(w)e""], (2.67)

para 0 < 7 < f3; la cual, es el resultado correcto (expresion (2.32) en [28] (pag. 23)).

Es interesante ver que G11(7), es la solucién tnica para la ecuacién diferencial:

(=02 + W) Gy (1) = (1) (2.68)
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sujeta a las condiciones de borde Gi1(7 — ) = G11(7). Ademads, como resultado de
nuestra construccién, la parte de temperatura cero GY, aparece naturalmente como
el propagador para el sistema sin restricciones. Mientras que Ul(f ), cuya estructura
encierra las condiciones de frontera, es la soluciéon de la ecuacién homogénea.

En resumen, podemos reproducir la forma correcta de las funciones de correlacién
de 2 puntos para todas las variables del espacio de fases: (qq), (qp), (pq), y {pp), cuando
los dos argumentos temporales satisfacen 0 < 7,7 < . De otro modo, G se anula si
uno de los argumentos esta fuera del intervalo y el otro adentro; si ambas estan fuera

del intervalo, ésta coincide con la funcién G (T = 0), es decir:

0 if m>p and 0<m<p
GO(r,m) if 71>p and T >p
GO (11, 79) if m<pf and T<p

G(0)<7'1 —p,m) if 7 >p and 9 < 0

G(r1,72) = : (2.69)

los otros casos se obtienen por la simetria de Bose.

La ultima expresiéon muestra una propiedad muy importante, ya que nos permite
verificar la consistencia del formalismo. En efecto, volviendo al caso interactuante con-
siderado en la seccién anterior, uno podria haber realizado las integrales en el orden
inverso, es decir, primero sobre los campos auxiliares y después sobre las @),. En-
tonces la expansion perturbativa, via el teorema de Wick, involucraria términos que
son promedios Gaussianos, con GG como la contracciéon fundamental. Puesto que los
términos de interaccion involucran un intervalo de tiempo infinito, tenemos correciones
perturbativas a la funcién de particién (cuando los tiempos estdn dentro del intervalo
[0, 5]), y también contribuciones que toman en cuenta el orden normal de Hamiltoniano

(cuando los argumentos de temporales estén fuera del intervalo [0, 3].

2.1.5. Oscilador anarmonico

Como aplicacién directa del calculo de las funciones de correlaciéon, consideremos
el oscilador anarmoénico. La accién euclidiana correspondiente S = Sy + ST, contiene el

término anarménico cuartico Sy, dado por:

A

S]:I

dr g*(7) . (2.70)

Cada uno de los términos del desarrollo perturbativo en la constante A, se obtienen de

la funcional generatriz de las funciones de correlacién (2.58), de la siguiente manera

1

2(0) = 5

(e’sf(%)Z(ﬂ; J)) \ (2.71)

J=0
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A primer orden perturbativo en la constante A, tenemos:

Z(B) = 29(B) (1 — I/dTW) e—%JGJ‘J:O, (2.72)

2(8) = 29(8) (1 - Z/B dTGfl(O)) ) (2.73)

en donde, reemplazando el valor de Gy, expresion (2.67):

1 1

Gll(o) - % + UJ(C’BW — 1) )

(2.74)

obtenemos la funcién de particiéon Z(3) con la correccién a primer orden usual [27].

2.2. Campo escalar

El formalismo mostrado para el caso del oscilador armoénico de la mecanica cuantica
(0 + 1 dimensiones) puede ser extendido facilmente al caso de las teorias de campos.
En esta seccion veremos primeramente su extension al caso del campo escalar real ¢
(Euclidiano) en d + 1 dimensiones.

Sea p(z) = ¢(7,x) donde z = (7,x) € R4 7 € Ry x € R@. Procediendo en
forma analoga al caso de un solo grado de libertad, consideremos primeramente el caso

libre, sin interaccion.

2.2.1. Funcién de particion libre

La accién euclidiana en términos de las variables del espacio de fases Sy, esta dada

por:
Sy = /dd“x [—iﬂaﬂo—l—rﬂo(ﬂ,tp)} , (2.75)
con 1
Ho(m, @) = 5| + [Vl +m¥?) . (2.76)

Luego, la implementacién de las condiciones de borde periédicas para el campo ¢(7, X)

y su conjugado candnico (T, x)
p(8,%x) = ¢(0,%), m(,x) =x(0,x), Vx eRY, (2.77)

requieren la introduccién de dos campos auxiliares (multiplicadores de Lagrange) in-
dependientes del tiempo: £,(x), a = 1, 2. Definiendo ® = (¥,) un campo con dos

componentes, a = 1, 2, de modo que ®; = ¢ y &5 = 7, la funcién de particién Z,(5)
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resulta ser:

Zo(B) = N7 / D¢ / D ¢~z /d e Pakay®y +i [dTH wjaba (2.78)
con
Jo(z) = &4(x) [5(7 - p) — 5(7’)} (2.79)
Y 7 0
5 Bl
e (B ). -

donde definimos h = v—V2 + m?, el operador de energia de primera cuantizacién para
el campo escalar masivo. Realizando la integral sobre ® se obtiene la funcién de parti-

cién en términos de los campos auxiliares:

Z0(B) = /'D§ e*%fddfffddyﬁa(X) (x| Maply) &(y) ’ (2.81)

donde M = Q(0,) + Q0_) — Q(B) — Q(—8) y

O(r) = ( 3™ %Sgn(7)> Ul (2.82)

. At 0
M ( iz) (Ap+1)7", (2.83)

donde

ng = 1’ (2.84)

podemos volver a reescribir la expresion (2.81) del siguiente modo:
1 .
20) = [Deew{ -] [d [dylac i Gn+1) ) a)
+ &) (b (s + 1)) &)} (2.85)

Finalmente, integrando sobre los campos auxiliares, obtenemos que:

Zo(B) = det (np+1), (2.86)
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la cual, al ser evaluada en la base de autoestados del momento, concuerda con la forma

usual de la funcién de particién, es decir:

Zy(8) = [] [ns(E) +1] , (2.87)

donde Ey = vk?Z + m?2.
Asi también, la densidad de energia libre, Fy(3) (1.2):

d
Fy(B) = %/(;jd In (1 — e PPk) . (2.88)

En el limite de altas temperaturas (limite clasico),

Z(3) = [Deet O <, (2.89)
con el “hamiltoniano”
1
1) = 5 [ a6 + VeGP + m? 0] (2.0

La representacion (2.89) tiene una interpretacion bastante natural como la funcién de
particion clasica, donde los campos auxiliares juegan el rol de las variables del espacio de
fases, y la medida de integracion corresponde a la medida de Liouville. Ademads, es claro
que la representacién (2.85) solamente involucra campos estéticos (con una dimensién
menor al campo original), a diferencia del formalismo de Matsubara. El precio que
debemos pagar por esta ‘reducciéon dimensional’ es que la ‘accién’ (el exponente de la
funcional (2.85)) es espacialmente no local. Es local solamente en el limite de altas

temperaturas.

2.2.2. Campo interactuante: Teoria no perturbativa

Anteriormente (subseccién 2.1.4) hemos mostrado un ejemplo ilustrativo donde el
formalismo dual nos permitiéo usar la informacién del sistema libre a 7' = 0 para
obtener la funcién de particiéon a temperatura finita. Ahora consideraremos el mismo

procedimiento para una teoria interactuante, cuya accién es:

A

S:SO+SI, S]:Z

d*x o* () . (2.91)
Supongamos que conocemos la forma exacta de la funciéon de 2-puntos Wéz) a
temperatura cero. En realidad, como el Hamiltoniano es cuadratico en el momento

o 1 i w®? ibl d
C&HOHICO, solo necesitamos conocer 11 s puesto que es pOSl e mostrar que cuando uno



2.2 Campo escalar 30

de los campos es reemplazado por el momento canoénico, el resultado es multiplicado
por la correspondiente frecuencia (en el espacio de Fourier). En efecto, esto puede
mostrarse, por ejemplo, evaluando la integral sobre el momento canénico.

Entonces, el hamiltoniano efectivo correspondiente a este término tiene la siguiente

forma:

1

Hepr(§) = 5/ [€1<X)Cl<x_Y>€1<y) + &(x)Ca(x —y)&a(y)| (2.92)

)

donde las transformadas de Fourier de los coeficientes C y C5 son

G = 5 [ (- ) Wy o
Cy(k) = %/% (1 — e B2 Wy, (Ko, k) . (2.93)

Observe que estos dos coeficientes que determinan la contribucion cuadratica a la fun-
cién de particion, podrian involucrar funciones de la constante de acoplamiento, puesto
que nuestro desarrollo no es una expansiéon perturbativa sino que estamos considerando
la informacion contenida en el propagador completo.

Supongamos que el propagador exacto es tal que existe solo una particula con
energia F/(k), entonces solo podemos tener un polo asociado a él en Wn- Ademas,
supongamos que, como es usual, las condiciones de renormalizaciéon se han impuesto

de tal modo que el residuo es 1. En estas condiciones tenemos que:

~ 1
Ci(k) = 1 — ¢ PE0)
1( ) 5E(k) ( € ) )

~ Ek _

Cok) = % (1 —e PP (2.94)
Entonces la funcion de particién resulta ser la misma que corresponde al gas de Bose:

1
k

El punto importante aqui, es que (2.95) se obtiene a partir de la informacién del
espectro no-perturbativo. Este podria ser el caso, por ejemplo, de un modelo donde
la masa es generada por un mecanismo no-perturbativo. Podriamos incluso tener una
teoria con dos o mas polos, correspondientes por ejemplo a diferentes estados ligados.
Estos polos no triviales, que se obtienen en la teoria a T' = 0, pueden ser tenidos en
cuenta inmediatamente como los primeros términos en la expansion en potencias de
los campos auxiliares. Es claro que, en general, debemos incluir términos superiores

al término cuadratico. La aproximacion cuadratica podria ser justificada, por ejemplo,
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dentro del contexto de la aproximacién de large-N.

2.2.3. Campo interactuante: Teoria pertubativa

Consideremos nuevamente la accién (2.91) de la teorfa escalar con término de in-
teraccion, y el problema de calcular las correcciones perturbativas. Para esclarecer el
método nos restringiremos a la situacién en 3 4+ 1 dimensiones.

Como es usual, nuestro objetivo es obtener Z() como una serie de potencias en la
constante de acoplamiento, A. De la representacién (2.33), en realidad, de su general-
izacién para campos escalares, sabemos que la funcion de particion, como una integral
sobre los campos auxiliares, puede ser expandida al mismo orden que W/[J]. En el curso
de este procedimiento es inevitable la aparicién de infinitos (divergencias UV) en los
célculos de los diagramas de lazos para la funcional W|[J] (T' = 0). Vamos a suponer que
todos estos infinitos han sido renormalizados de la manera usual en la teoria a temper-
atura cero. En particular, los vértice de T' = 0 estan normalmente ordenados, de modo
que los diagramas tadpoles estan ausentes. Sin embargo, los tadpoles de temperatura
finita que aparecen en nuestro formalismo, son finitos; ésta es otra ventaja (propiedad)
del método; es decir, la integral funcional en términos de los campos auxiliares no tiene
divergencias ultravioletas, no solamente para los diagramas tadpoles sino para cualquier
otro diagrama. De este modo, las correcciones térmicas estan completamente libres del
proceso de renormalizacion.

Veamos ahora el problema de calcular el Hamiltoniano efectivo en términos de la
expansiéon perturbativa para W[J]. Como en el caso de un solo grado de libertad, el

Hamiltoniano efectivo esta relacionado con W[J] mediante:

1 .
Heps(§) = 3 Wlij(z)] (2.96)
donde W[J| es la funcional generatriz de las funciones de correlacién conectadas a
T = 0. Puesto que las contribuciones de vacio pueden ser canceladas por el factor de
normalizacién A, suponemos que W[0] = 0.

La expansién perturbativa de W se separa en dos partes, W = W + W) con
WilJ] = WO + W] + ... (2.97)

donde el indice indica el orden en A del término correspondiente. En consecuencia
la expansion para el Hamiltoniano efectivo Herp = H, e(?)f + H é?f Las correcciones
perturbativas a la funcién de particion, o la energia libre F' = —%3 In Z, se encuentran

evaluando los promedios gaussianos,

F(B) = FOB) + FD(B), (2.98)
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con

FO(3) = =5 Infe519) (2.99)

donde el simbolo de promedio se define con el peso cuadratico:

_ [Dg... e~PHTy©
B Zo(8)

(.) (2.100)

Para fijar ideas, calcularemos la primera correcciéon no trivial a la energia libre, es

decir la contribucién de primer orden F":

FOB) = (HP(€)) (2.101)

donde los promedios Gaussianos requieren el conocimiento de los promedios béasicos

que involucran solo dos campos auxiliares. Estos son:

@al) = [ ey =y
W) = [t (21

Por otro lado, el calculo estandar a T" = 0 muestra que el primer término en la

expansion de W es:

4

Wi = -5 [ate] [ay S cle-nnw] . @i

donde Gg,))) (r — y) es el propagador libre a T" = 0 para el campo escalar real y su

conjugado candnico, es decir
Gz —y) = (Da(z) Dy(y)) - (2.104)

0 . A
G((lb) (x — y) puede ser representado convenientemente en términos de su transformada

de Fourier él(l%)(k), en la representacién matricial (donde 1 corresponde a ¢ y 2 a m):

GOk = 1 ( L ko ) . (2.105)

R mE\ —iky K2

Usando ahora la regla que mapea términos en la expansion para ¥V en los términos
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para los H.s¢, podemos ver que:

1 >\ 4 4 0
HY(6) = m/dx[/dy;aw
< Ey) (60 — B)— b)) (2.106)

Entonces, usando tildes para denotar las transformadas de Fourier de los campos aux-
iliares, podemos ver que cada uno de los factores que aparecen integrados sobre x,

pueden ser escritos en la siguiente forma:

/ d'y 3" G — y)euy) [0 — B) — 6(uo)]

d3k. 1 ikx [, —w(k)|ro— —w(k)|zo|] ¢
_ /(%)3 T(k)ek [ee09k0—Bl _ g=t9lz0l| €, (1)

3
o1 ~
/% ezk'xé [J(xo)e_w(k)‘mo‘ —o(xo — 5)6_“’(k)‘m°_5‘}§2(k) . (2.107)
donde o(z) denota el signo de z.

Reemplazando la expresién anterior en (2.106) encontramos

4

HD.(€) = [H B ] @2r)*6® (3 1) 1, (ks )

=1 i=1

X &11 (kl) s €a4 (k4) ) (2108)

donde H*Y es el kernel para el término cuartico. La forma explicita de los elementos
de matriz del Kernel por supuesto dependen de los indices considerados. A menos de
permutaciones de modulo, los términos no equivalentes se indican en las siguientes

expresiones:

! LB _

4
HO (ki ko ks, ky) = A/( d”’) 213(> " vy) H[l/l+—w?_(kl)} (2.109)

=1 j=1 =1

4
M1 (ki ko, ks, ky) = A/(Hd”)zms 2
. <

3 —ify, ; —ifvy __
x H[ ﬁl_l} iva(e ™" 1), (2.110)

sl +wr(k)) vi+w?(ky)
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H1§212)(k1,k2,k3,k4) = A/(Hd%> 214 ( ZVJ

dv;
Hgélz)(klak%ks,kz;) = A/<H2Z>2W6(Zyj)

HOD (s ey K ) — )\/<de2)2 52% H[wl — ;l) } (2.113)

Lo que resta hacer es aplicar el teorema de Wick para obtener el promedio Gaus-
siano. Se puede ver que solo términos con un nimero par de patas para cada campo
producen una contraccion distinta de cero; es decir, solo términos como Hﬁlll, 7-[%212,
%242213 aparecen en este calculo. Ademads, el primero y el tercero de estos tienen un
factor 3 debido al niimero desigual de contracciones, mientras que para el segundo hay
un factor 6 debido a la cantidad de permutaciones para indices diferentes.

Usando la forma explicita de las contracciones, e integrando sobre las frecuencias,
después de un calculo prolongado, pero directo, se encuentra el resultado apropiado, es

decir:

W _ A Pk 1 an)
FO = 85v(/(2ﬁ)3w(k) p(w(i) (2.114)

donde V es el volumen espacial del sistema.

Este mismo resultado se puede obtener siguiendo un procedimiento analogo al re-
alizado para tratar el problema del oscilador armonico cudntico con un térmico de
interaccién cudrtico (Seccién 2.2.1). El calculo se puede realizar no sin antes haber

obtenido la funcional generatriz correspondiente.

2.2.4. Funcional generatriz: Campo escalar

El proceso de obtener la funcional generatriz para el campo escalar en d+ 1 dimen-
siones es un generalizacion directa del proceso seguido en la teoria 0 4+ 1 dimensional.
De modo que la funcién de correlacién para los campos escalar y su conjugado candnico

resulta ser:
Ga(z,y) = G((l%)(x —y) — Uéf) (x —vy), (2.115)
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0 ., L :
donde G )(x — ) es la funcién de correlacién a temperatura cero, mientras U, ®) (x—y)
ab ) ab
es una funcién dependiente de la temperatura.
Usando la representacion Fourier, estas funciones se escriben de forma explicita,

COINoO.

d
(0) _ dK e (0)
Gy (x—y) = /(%)de =) GOk, 7) (2.116)
donde:
—wkr 1 iw(k)
¢ p,7) = < , 2.117
7 = 5000 | it wrii) i
y
78 (k,7) np(w(k)) e 4 omw(iT —iw(k) (ew(k)T — e—w(k)T)
7T - T = 1~ s
2w(k) —ZW(k) (6w(k)7 _ efw(k)T) w?(k) (ew(k)f + efw(k)r)
(2.118)

las cuales se corresponden a las ecuaciones para el caso 0+ 1 tomando la identificacién

w > wk) = vk? +m2.

2.3. Campo de Dirac

Consideremos el campo de Dirac en d + 1 dimensiones espacio temporales. El pro-
cedimiento sera esencialmente el mismo que para el caso del campo escalar. La accién
S para el caso libre estd dado por S = [ d* (@ +m)ib, donde @ = ~,0,, Y=

Y s W} = 20
Imponemos condiciones de antiperiodicidad para ambos campos:

w(ﬁvx) = _¢ (va) ) &<6ax) = _QL (07X) (2119)

como condiciones sobre ambos campos Grassmannianos. Estas condiciones nos llevan

a introducir dos funciones o:

Z(B) = /D¢D@5(¢(B7X)+¢(0,X)) 0 (v (8,x) +1(0,x))

X exp [—Sg(zz,z/;)] . (2.120)

Dado que la acciéon de Dirac es de primer orden, la introducciéon de los dos multipli-
cadores de Lagrange, aparecen de forma mas natural que en el bosénico. Estos campos
auxiliares, denotados por x(x) y x(x) deben ser espinores de Grassmann independientes

del tiempo. Entonces la expresién resultante para ZJ (3) es:

2IB) = N / D\DYDYDY =5 )+ [ & (u-+im) (2.121)
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donde n and 7 son fuentes que dependen de x y Y a través de las siguientes relaciones:
n(z) = x(x)[0(r = B) +d(r)] , 7(z) = x(X)[6(r = B) +d(1)] . (2.122)
Integrando sobre la variable 1, 1), encontramos:

Z{(B) = /DXDX exp[—BHeff(x,x)} (2.123)

donde
Hys(vx) = [ d's [ @y xGoH® (e y)x(y) (2.124)

con:

H?(x,y) = (x,0[(2+m)"|y,0) + (x, 8(2 +m)'|y, )
+ (% 0[(2+m) |y, B) + (x, B|(# +m) |y, 0)
1
= 5 287(0,x —y) + 8 (Bx—y) +S;(— B.x—y)]|. (2125)
En la ultima linea, S, denota el operador de Dirac. Un cdlculo inmediato muestra que
1
H®(xy) = 3 (x[a(1 —np)~y) (2.126)
-1
donde np = (1 + €’Bh> es la funcién de distribucién de Fermi-Dirac, escrita en

términos de h, el operador de energia (definida de manera idéntica a su contraparte en

el campo real). @ es un operador unitario, definido como

>

D
h

@=-2, hp=y-V4+m. (2.127)

Entonces, integrando sobre los campos auxiliares, podemos verificar que:
Z{(B) = deta det™[(1 —ip)1], (2.128)

(I = la matriz identidad en la representacion del algebra de Dirac) en la representacion

de momentos .

2By = (T [p+e@] 3 (2.129)

—

p

con E(p) = y/p?+ m? y rqy = la dimensién de la representacion (hemos usado el hecho
de que detu = 1).
Nuevamente, el procedimiento produjo el resultado correcto para la funcion de par-

ticion, con un Hamiltoniano normalmente ordenado. Por otro lado, para un campo de
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Dirac en un campo estético externo correspondiente a un campo de gauge minimamente

acoplado Ag = 0, tenemos

S0 A) = [ a5+ ier- AG) +m)u()] (2.130)

La dependencia en 7 nos permite encontrar la siguiente expresion, con pocos cambios

respecto del caso libre:

Z1(B) = deta(A)det " (Ap(A)I)
= ¢F(A) et [(1 + e”%(A))I} (2.131)
donde
MA) =vV-D2+m?, D=V —ieA (2.132)
y:

det (7 -D + m)
detv/—D2+m?2

Note que el factor det [(1 + e~ Bh(A ) } puede ser diagonalizado formalmente en térmi-

GK(A)

(2.133)

nos de las energias F)\(A) en presencia del campo externo. Por lo tanto encontramos

la siguiente expresion:

Zf(ﬁ) — K(A) {H |:1+e/3E>\(A):|} d i (2.134)

A

El factor ¢ ) tiene un origen topolégico pues depende de la fase, K(A), del
determinante de hp. Ademas, hp puede ser considerado como un operador cinematico
en una dimension menor. Para fermiones de Dirac, sabemos que la fase det hp es no
trivial solamente cuando d is impar, es decir, cuando d + 1 es par. Sin embargo las
matrices v que aparecen en det hp forman una representacion reducible del algebra de
Dirac en d dimensiones, con la matriz ~, relacionando cada autovalor con su complejo
conjugado. Por lo tanto, como conclusién, la fase K(A) se anula. Por otro lado, un
resultado no nulo se puede encontrar para otros sistemas fermionicos, por ejemplo: los

fermiones de Weyl en d + 1 = par.

2.4. Campos de Gauge

Veamos ahora la implementacion de este formalismo para el campo de Gauge
A, (7,x) en un espacio tiempo de d 4+ 1 dimensiones. La densidad Lagrangiana del

campo esta dada por:

1
L= —4ij : (2.135)



2.4 Campos de Gauge 38

donde el tensor F,, = J,A4, — 0,A,. Recordemos la notaciéon x, = (7,21, ...,24) =
(1,x), donde los indices griegos pu, v recorren los valores 0,1, ...,d, mientras que los
indices latinos i, j recorreran solamente las coordenadas espaciales, 7,7 = 1,2,...,d.
Para realizar el cédlculo, elegimos el gauge temporal, es decir Ay(7,x) = 0; por su
simplicidad y por la facilidad de como emerge la representacion dual en esta teoria. De
hecho en la cuantizacion candénica usando la formulacién Hamiltoniana, es necesaria la
fijacién del gauge.
En el gauge temporal el Hamiltoniano del sistema esta dado por:

H= / s H(TI(z), A(x)) = / dix GH?@;) + }lffj(:p)) , (2.136)
donde sélo aparecen términos con indices espaciales debido al gauge elegido. I1,(x) es
el campo conjugado al campo A, (z)

Luego, la funcional generatriz a temperatura cero en el espacio de fases de los

campos se escribe como:
2, = / DITDA exp [ / dr / d'x (iT10, A, — H(IL A)) | | (2.137)

o, en forma mas explicita como

Zy = / DI DAeSWA | (2.138)
donde,
1 1
S, A) = /dT/ddx (zﬂ 0. A; — §H§ - 5Ai(—aj?éij +aiaj)Aj> : (2.139)

Usando la prescripcién que hemos detallado para obtener la funcion de particion
correspondiente a 17" > 0, debemos introducir campos auxiliares para fijar las condi-
ciones de periodicidad, en total son 2d campos auxiliares: £ y &4, cada uno asociado

a los campos II; y A; respectivamente. Con esto, la funcién de particién resulta ser:
2(5) = [ DDt [ DDA exp {SJrz' [ate i pa)] @

donde las funciones J! y J# son funciones de los campos auxiliares £ y A y se
definen de manera similar a las definidas para el campo escalar (2.79), ya que ambos
son campos bosonicos

JEA (T, x) = 848 (r — B) — 0(7)] . (2.141)

3 K3
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El paso siguiente es efectuar la integracién de los campos originales II y A respecti-
vamente. La integracién sobre el campo II es inmediata debido a que la integral es

gaussiana sobre esta variable,
Z(B) = /D{ZHDQA/DA o) A = G ALK A+ (1A = T 00 A= 5 (7)) : (2.142)

donde hemos definido el operador K;; = (=02 — 9?)dy; + 9;0;.
La siguiente integracién sobre el campo A, resulta més conveniente efectuarla en la

representacion de Fourier. Por lo tanto, la funcional pasa a escribirse como:
2(5) = [ DEMDE! [ DA el MM AR (2.143)

en donde todos los campos son funciones de la variable de Fourier k = (w, k), A; =
A;(k); el asterisco (*) denota el complejo conjugado, el operador K;; pasa a ser K;; =
(w? +k?)6;; — kik;, y definimos J; = JA + w JIT.

Por 1ltimo efectuando la integral sobre el campo A, obtenemos la representacion

dual del campo de gauge, que estabamos buscando:
Z(8) = / DENDEA ¢ 3 Ay Iy i 6,71 (2.144)

Una forma mas explicita de esta funcional se obtiene al reemplazar en ella las funciones
g

1 Y

JZ-H”A(U),k) _ /dT/ddX efi(wTJrk.x)JiH,A@_’ X) : (2145)
las cuales, al usar la relacién entre J4 y ¢4 (2.79) resultan ser:
T w, k) = M4 (k) (™8 — 1) . (2.146)

Por lo tanto la funcional de particiéon alcanza una forma compacta y simple:

20) = [pepet e (5 [ ks toMaog M) . 2147

donde los elementos de las matrices £ y M (&, y M, a,b = 1,2) con indices discretos

i,7=1,2,....d y continuos k, estan dados por: £ = (¢4, ¢0) y

_ w sen2(P (K1) w (K1)
M(k) = 4 / dw sen’("2) ( e R s ) | (2.148)

Las integrales en cada uno de los elementos de la matriz M se pueden realizar puesto
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que conocemos la inversa del operador Kj;,

1 1 1 kik;
w2+k25“_(ﬁ_w2+k2) K2

(K1) = (2.149)

Se puede ver que los términos no diagonales se anulan mientras que los diagonales estan

dados por:

My (k) = %(1 — e kP 4 278Q (2.150)

Myy (k) = —27|k|(1 — e PP (2.151)

donde P = 6;; — 357 v @ = =" son los operadores de proyeccion.

Finalmente, efectuando la integral sobre los campos auxiliares en la representacion
dual (2.147), tenemos:

InZ(B) = —2v/ (;l?){d In(1 — e Py (2.152)

Esta expresion es el resultado usual que se encuentra en la literatura para el gas de

fotones [27, 29, 36, 37|, es decir la radiacién del cuerpo negro.



Capitulo 3
Efecto Casimir

El problema de la interaccion de Casimir de varios objetos, es un topico interesante
que ha sido considerado en varios contextos en la literatura [48-52]. En el presente
Capitulo abordaremos este tema, implementando las condiciones de borde sobre las su-
perfices mediante el uso de campos auxiliares. Primeramente obtendremos una férmula
para la interacciéon de Casimir de varias superficies (dos o més)a temperatura cero, la
cual se extendera facilmente a su contraparte a temperatura finita con el fin de explo-
rar las correcciones térmicas a la energia de Casimir; obtendremos algunos resultados
conocidos mediante el uso de una relacién de dualidad entre /5 (intervalo temporal)
y a (la separacién de dos espejos paralelos); también, discutiremos las correcciones
perturbativa y no perturbativa al incluir un término de interaccién cuértico.

En segundo lugar nos ocuparemos en estudiar las propiedades de no superposicién
en la interaccion de Casimir de varios objetos. El problema de la no aditividad o no
superposicién en la interacciéon de Casimir entre mas de dos objetos, consiste en que la
interaccion del conjunto no se puede escribir como la superposicion de la interaccion
de todos los pares. El principio de superposicién que rige en la interaccién gravitatoria
o electromagnética, deja de ser valida para la interaccién de Casimir; lo mismo sucede
para las interacciones nucleares y atémicas, por ejemplo: la interacciéon de van der
Waals.

A continuacién desarrollaremos el formalismo para abordar estos problemas.

3.1. Enmnergia de vacio

En esta seccion calcularemos la energia de vacio de un campo bosonico sujeto a
condiciones de borde de Dirichlet sobre varias superficies. Luego, para considerar los
efectos térmicos extenderemos nuestros resultados al caso de temperatura 7" > 0.

Consideremos un campo escalar sin masa ¢ en d + 1 dimensiones, sujeto a condi-

ciones de Dirichlet sobre N superficies denotadas por £, a = 1,2, ..., N. La amplitud

41
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de vacio euclideana, la cual denotaremos por Z[{X(@}], es el objeto que nos permite
obtener la energia de vacio total, mediante la relacion:
1 Z[{z@}]

Ey = — lim — log

A, 77 18 =7 (3.1)

donde T” es la extensién del intervalo de tiempo (imaginario), y 2, es la amplitud de
vacio libre (sin superficies). El rol de Z; es solamente fijar la energia a cero cuando no
hay superficies.

También estaremos interesados en calcular la energia libre, F(3), del sistema (cam-
po con bordes en un bano térmico a temperatura 7' > 0), la cual se obtiene a partir
de la funcién de particion Z[{X@}, 8] (1.2). Sin embargo, formalmente Z[{X(@}, 3]
es equivalente a la amplitud de vacio euclideana Z[{X(@}] (3.1), diferencidndose sola-
mente por el hecho de que la primera tiene el intervalo de tiempo imaginario acotado
a [0, 3], mientras que la extensién de la segunda es infinita. Lo cual implica que, en
el espacio de Fourier la funcién de particion incluye una suma discreta sobre las fre-
cuencias de Matsubara. Teniendo en cuenta esta diferencia, basta con ocuparnos de la
amplitud de vacio y traducir los resultados para obtener la energia libre, cuando sea
necesario.

En la representaciéon de integrales de camino, la amplitud de vacio puede escribirse

como (siguiendo las convenciones de [1]):

Z[{s@}] = / [Dy] e5) | (3.2)

donde S = Sy + St es la accién euclideana y [Dy| denota la medida de integracién del
campo escalar o con las condiciones de Dirichlet sobre cada una de las superficies 2(®.

El término de la accién libre Sy, esta dada por:

1
Sie) =5 [ @0 (33)
mientras que el término de interaccion Sy:
A d+1 4
SI:Z Az (¢)* . (3.4)

En primer lugar consideraremos la accién formada solamente por la parte libre,
S = Sp. Mas adelante veremos un ejemplo con S; # 0 en el caso de dos superficies
planas paralelas.

Ahora bien, tal como en la seccion anterior; las condiciones de borde se implementan
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por medio de funcionales delta que forman parte de la medida,

[Dy] = Dy H O [¢] - (3.5)

Por motivos de simplicidad y claridad en la implemetacion de la representacion,
consideremos el caso tridimensional espacial, d = 3; aunque para cada paso del proceso
tenemos su andlogo en cualquier nimero de dimensiones. Entonces, sea (¢!, 0%) —
y@ (o) (y € R®) una parametrizacién de la superfice ©(@. Siguiendo el trabajo
original de [46], usamos un campo auxiliar £(*)(7, o) para exponenciar cada funcional
delta:

Sx ) [0 /Dg exp( /dT/d% 9@ () (1, 0)p0[r, ¥ (0 )]> . (3.6)

donde ¢\ (o) = det g(a) o)|, (a, 8 =1,2) es el determinante de la métrica inducida
ap

ggg sobre la superficie, y 7 = xy. En términos de la parametrizacién previa,

@) = W) 9yNo)

9op gy 507 (sin suma sobrea) . (3.7)

La ecuacién (3.6) garantiza la invariancia de reparametrizacién sobre cada superficie,
siendo que los campos auxiliares se comportan como escalares bajo estas transforma-
ciones.

Insertanto (3.6) en (3.5), tenemos un expresién simple para Z [{X(®}]:

2@y = [ (HD& ) [P ep{=sie) +i [dat@ew} ()

donde definimos J(z) = 25:1 J@(x), con:

J@(z /de2 o/ gD (o (1,0) 0(zg — 7) 6¥[x — y @ (0)] . (3.9)

Al efectuar la integral (Gaussiana) sobre el campo ¢, el resultado puede escribirse, en

una forma compacta, CO1mo:

Zs, = Z, / DE 528 | (3.10)

donde Zy = Z[{E(”)}}, Zy = [Dyp 50 y DE = Hivzl DE@ denota la medida

de integracion para los campos auxiliares. Sy, resulta ser una accién no local para los
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campos £@, dada por:

Se(&) = drd’c | dr'd’c’ Y |£(r,0)
” / / a,b=1 [
X May(r,0;7,0") 0T o )} , (3.11)

donde cada elemento de matriz de M se expresa en términos del propagador del campo

escalar K:
My(1,0:7,0") = /9D (0) K(T =7,y (0) =y (") \/9® (o), (3.12)
el cual, en d = 3, por ejemplo, resulta ser:

Klaox) = [ 52em R,

. Bk eikx e—\w”x\
= = . q
R = | Crf R ] (3.13)

Puesto que el sistema fisico que estamos considerando es independiente del tiempo,
la accion puede escribirse de la siguiente forma, después de realizar una transformaciéon

de Fourier de la coordenada temporal:

<35 e e 3 e

a,b=1

X My (w:o,0') €V (w, a)} , (3.14)

donde la tilde indica la transformada de Fourier del objeto. Luego

—~

May(w;0') = /9@ (0)Kapy (w; 0,0)1/9® (") . (3.15)

donde

Ky (w;o,0") = l%[w;y(“)(a) —y(b)(a')} ) (3.16)
Finalmente efectuando la integracion (3.10) sobre los campos auxiliares, tenemos:

= {det [M b (w; o, U)é(w—w')]} : (3.17)

N|=

Zy
Zy

donde el determinante se refiere a los indices continuos w, w’, o, 0’, como también a los

discretos a, b. Luego, usando la relacién (3.1), para la energia de vacio Ey, tenemos:

/—Trlog (ab) (W5 0, 0)] : (3.18)
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donde la traza afecta los indices 0,0’ y los a, b (la traza sobre las frecuencias se realiza
explicitamente por medio de la integral). Reservaremos el simbolo ‘tr’ para los casos
donde la traza es sobre las o, 0.

La energfa de vacio (3.18) contiene toda la energia de interaccién del sistema, la cual
incluye también las autoenergias de cada supercie. Estas cantidades infinitas deben ser
sustraidas para quedarnos solamente con la energia de interaccion finita de Casimir,
ésta es la energia que queremos calcular a continuacion ya que sera el resultado principal
de esta seccion. La configuracion en la cual todas las superficies estan muy alejadas ya
ha sido sustraida desde el inicio (3.1).

La informacion de las autoenergias yacen en los elementos de la diagonal (a = b)
de M. La extraccién de estos elementos se realiza factorizando la matriz diagonal, del

siguiente modo

—~

M apy(w; 0,0") /d2 " Z D(ac w;o, o) ﬁcb)(w;a”,a’) : (3.19)

donde

Diapy(w;0,0") = (M(aa))(w;(j, ') dap (3.20)
(sin sumar sobre a). Por construccién, 7 (w) tiene los siguientes elementos de matriz:

~ —~

Tiary(w;0,0") = /dQO'H [/\A/l/(aa)(w)}_l(w;a, ") My (w; 0", 0"), (3.21)

(sin sumar sobre a). Esta factorizacién implica que det(M) = det(D) det(T); por lo
tanto, recordando (3.17) y (3.18), podemos escribir:

N
Ey =Y B + Ep, (3.22)
a=1
donde oy
w —~
=3 /gtrlog [M(aa)(w)] : (3.23)

es la auto energia de Casimir del objeto etiquetado por el indice a, y:

/ —Trlog T(w )} , (3.24)

es la energia de interaccion. Las autoenergias no contribuyen a las fuerzas de Casimir
entre superficies !, puesto que son independientes de las distancias relativas entre las
superficies.

El término de interaccion, E;, depende de la matriz T la cual tiene la siguiente

'Ellos contribuyen a la ‘presién’ de Casimir sobre cada superficie.
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estructura: 7 = Z + T, donde Z es la matriz identidad (en los indices continuos
discretos) y T’ contiene elementos no nulos fuera de la diagonal (a # b).

Como paso previo al resultado final para E;, buscaremos una expresion diferente
(pero equivalente) para 7~Zab), de modo tal que la férmula para la energia de inter-
accion no contenga explicitamente factores de la métrica. En efecto, denotando por

G (w;0,0"), la inversa de K(uq)(w; 0, 0"):

/dza"lC(aa)(w;U, o"\GD(w;0",0") = 6P (0 -0, (3.25)
tenemos que:
(M@ (0.0) = ——— G (wi0,0) —— (3.26)
aa 0,0 ) = ;0,0 , .
“ (o) ()
' 1
Tiany (w3 0,0") = Olay(w 0,0")1/g® (o), (3.27)
9 (o)
donde

(3.28)

~ [ d?c" G (w;0,0" K (w;0”,0") if a#b
0 it a=0

La forma de escribir ﬁ;b) es muy conveniente, pues permite que los determinantes
de la métrica se puedan cancelar; sabiendo esto, llegamos a una expresion final simple
que depende solamente de O, el resultado mas importante de esta seccion: la energia

de interaccion de Casimir (o simplemente la energfa de Casimir)
1 [d ~
E = - /—”Trlog [I+ O(w)} . (3.29)
2 ) 2m

Un elemento importante en el calculo de E; es G®), este objeto posee una forma
que depende implicitamente, de la geometria de cada superficie, y en general no puede
evaluarse exactamente, excepto en casos simples. Sin embargo, muchas propiedades que
veremos en secciones posteriores son independientes de este objeto.

La energia de Casimir E; (3.29) a T' = 0, se extiende ficilmente a su andlogo a
T > 0, es decir la energia libre, F(f); reemplazando la integral sobre las frecuencias,

por una suma discreta sobre las frecuencias de Matsubara w,,,

F(B) = % > Trlog [I+ (5(wn)] : (3.30)

n=—oo

Ahora, veamos el caso particular e importante de considerar solo dos superficies:
21y @ (N = 2). La energfa de interaccién Er ({1, £?}), se obtiene expandiendo
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en (3.29) el logaritmo, en potencias de O. Las contribuciones de las potencias impares

se anulan al tomar la traza sobre los indices discretos, entonces:

k
E[({E(l)’Z(Z Z o /—tr 12) (W) Oa1) (w)] } : (3.31)
sumando la serie obtenemos:

EI({E(I), 2(2 /—tr log 1 e )(w)IC(lg)(w)G(2)(w)IC(21)(w)] . (3.32)

FU2(B) = 25 Z trlog [1—G<>( )/c(m)(wn)c:@)(wn)/c(m)(wn)}, (3.33)

n=—oo

para el caso a temperatura finita.
La expresion (3.29) para la interaccién de N cuerpos, es la generalizacién de la
férmula ‘“TGTG’ (3.32) para la interaccion de dos cuerpos, descrita en [48, 51, 53, 54].

3.1.1. Dos superficies planas a 7" > 0

Como aplicacién del formalismo presentado anteriomente, procederemos con el
calculo de la energia de Casimir para un campo escalar a temperatura finita T° > 0,
sujeta a condiciones de borde de Dirichlet sobre dos espejos paralelos. En este caso, la

accion libre S = Sy incluyendo un término de masa, esta dado por:

B
= %/O dr/dda:(@ﬂgpaﬂgp—i—ngf) ) (3.34)

En las coordenadas euclideanas: x = (zg,z1,...,2q) (xg = 7); las dos superficies
corresponden a las regiones: x5 = 0 and x4 = a, y son parametrizadas de la siguiente
forma:

W = (2),0), 2% = (z),0), (3.35)

donde x| = (7,x)) = (7,21,...,24-1). Ademds, suponemos que en la representacién
funcional para la funcién de particién, andloga a (3.2), el factor dependiente de
proveniente de la integracién sobre los momentos ha sido absorbido en la definicion de
De.

Los campos auxiliares & (z)) y &(z)), que estdn en un espacio de d dimensiones,
nos permiten definir la corriente singular (3.9), J,, con la informacién de la posicién

de los espejos:

Sp(@) = (za)i(z)) + d(za — a)éa(z)), (3.36)
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la cual, no contiene factores de la métrica puesto que las superficies son planas.
Debido a que las superficies en consideracion son paralelas, podemos realizar una

transformacién de Fourier sobre las coordenadas x|, es decir las coordenadas paralelas a

las superficies. Realizando esta transformacién podemos escribir la funcion de particion,

a partir de la ecuacion (3.33), del siguiente modo:

d k
22(8.q) = H

n=—oo

trlog |1 - G(”(wm KK 12) (s K )G (wn, K Koy (o, k)| €3.37)

donde cada una de las matrices G (w,, k) v K(12)(wn, k||) estdn dados por:

G (wn k) = G wn k) = 2y/w? +E2(K)) .

e*CL w%+82(ku)

K2y (wn, k) = Kpy(wn, k) = NEET R (3.38)

Por lo tanto, la expresion finita de la energia libre por unidad de area, resulta ser:

FO(B,a) = 4y f In 1 — ¢~2V/oReE )] (3.39)
¢ 25 (2m)i1 ' '

n=—oo

Esta es la versién a temperatura finita de la energia de Casimir o energia de Casimir
térmica, la cual tiene la contribucion de T' = 0 (energia de vacio) y las contribuciones
puramente térmicas. En efecto al tomar el limite 8 — oo (T' — 0), obtenemos la energia

de Casimir por unidad de area:

£ = B0 = 3 [ S (1 - V) o

Es evidente que la suma y la integral en las ecuaciones anteriores convergen, pues
el integrando decae exponencialmente para grandes valores de los momentos e indices.
Este comportamiento deberia ser esperado, puesto que por construccion, las partes
divergentes se han sustraido.

Denotemos por ]_-t(o) (B,a) la parte solamente dependiente de temperatura de la en-
ergia libre, es decir

FOB,a) = FOB,a) — FO(c0,a), (3.41)
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en forma mas explicita, se escribe como la diferencia entre una integral y una serie

+oo
(0) _ dd 1kll [l — ¢ % VemPGE )
F(B.a) = 26 Z nfl —e ]

— / dvIn|l — e % (2””)2+(65(k”))2]} . (3.42)

Exploraremos mas detalladamente este resultado en las subsecciones siguientes.

Dualidad

Hemos mencionado anteriormente la similitud entre las teorias de campos a tem-
peratura finita y las teorias con una dimension espacial compactificada. Parece natural
sugerir que esta semejanza formal pueda conducir a una relaciéon de dualidad entre la
longitud de compactificacion del tiempo imaginario S y la distancia a entre las pla-
cas en la direccion de la coordenada z4. Para obtener la dualidad entre 8 y a a nivel
de la energia libre, calcularemos este objeto en una forma alternativa; basdndonos en
el conocimiento exacto de las energias de los modos del campo, que emergen de la
existencia de condiciones de contorno de Dirichlet.

La energia w; de cada uno de los modos estacionarios, estd dado por:

2l2
wl(k”) = \/ +k +m2 , leN. (343)

Dado que cada uno de los modos se comportan como los grados de libertad del

oscilador arménico, la energfa libre f[w;(k))] tiene la siguiente forma:

f[wl(k“)] = —% In [i e—ﬁwl(kn)(NJr%)}
N=0

% In[1 — efunle] | (3.44)

Los dos términos del lado derecho claramente separan la parte dependiente y no depen-

1

diente de la temperatura. Tomando la parte dependiente de la temperatura, sumando
sobre todos los grados de libertad y dividiendo por el area paralela se obtiene, ft(o) (B, a),

la parte dependiente de temperatura de la densidad de energia libre:

0= [ ],
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o de otro modo:

(0) di= 1kH = "
Fo (Bia) = 26 / 2 )d- 1 ln [1 — e Pu u)]
dd lk”
—BE(k
Y ) (3.

Recordemos que estamos estudiando la energia libre para un mismo sistema, aunque
con diferentes normalizaciones: sustraccién a — oo en (3.39) y 8 — oo en (3.46).

Entonces podemos escribir:

FOBa) = lim FO(B,0) = FY(B,0) = lim FV(Ba),  (347)
FOBa) - £P(a) = F(B,a) = FV(B) (3.48)

donde ft(o) (B) es un objeto independiente de a.
Por lo tanto, si estamos interesados con cantidades que dependen de 5 y a, por
ejemplo para estudiar la dependencia en temperatura de la fuerza de Casimir, es decir,

derivadas con respecto a 5 y a de la expresién anterior

o (0) 0 (0)
9adp [-7:6 (5,&)} = 950a [Ft (ﬁ,a)}, (3.49)
o de otra manera
FOB,a) = F(B,0) = FO(B,a) (3.50)

donde las tildes denotan la sustraccion de cualquier término con una derivada segunda
mixta nula.
Comparando la forma explicita de la densidad de energia libre entre (3.39) y (3.46),

obtenemos la siguiente identidad:

[8F("](2a,5/2) = [BF")(8,a) , (3.51)
la que combinada con (3.50), nos da una relacién de dualidad entre a y 3 2:

20— B, B/2—a, F9(2a,p3/2) = %f(o)(ﬁ,a). (3.52)

A continuacién aplicaremos la relacién de dualidad y la férmula (3.39) para dife-
rentes dimensiones. El caso d = 1, puede resolverse en forma exacta; mientras que para

d > 1, solo podemos obtener resultados asintéticos, es decir, en los limites de altas y

2Esta relacién de dualidad ha sido mostrada anteriormente para el caso d = 3 en [55, 56]
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bajas temperaturas.

Aplicaciones en dimensiones d=1y d > 1

Para el caso d = 1, la energia libre (descartando constantes irrelevantes) esta dada

por la siguiente expresion:
1
(0) _ __—2a|wn]
FO(B.a) = o %0: In(1 — ¢~2eknl), (3.53)

equivalentemente, se puede expresar como un producto infinito:
1~
FO@PBa) == [ -, (3.54
(B.0) =3 L[l( )

donde g = e72"/8 vy |q| < 1 para T > 0. Esta forma es més conveniente, pues permite
la aplicacion de las propiedades de las funciones elipticas; de modo que la suma resulta

ser:
Ta 1

FO(B,a) = oo + 5 Inln(2a/89)) (3.55)
donde 7(z) es la funcién ) de Dedekind. Al tomar el limite 7" — 0, se obtiene el resultado

T
24a "

La relacion de dualidad (3.52) se satisface directamente por el hecho de que la

apropiado: £ (a) =

funcién 7 satisface la propiedad n(1/z) = Vizn(z).

Aunque para dimensiones mayores d > 1 la energia libre no se puede calcular exac-
tamente, la relacién (3.52) se sigue satisfaciendo para cualquier valor de temperatura
T y separacion de las placas a. En particular si conocemos el comportamiento para
a — oo (a — 0) podemos invocar la relacién de dualidad para conocer el compor-
tamiento para f§ — oo (S — 0o0), es decir, los comportamientos de altas y bajas
temperaturas.

Escribamos la energfa (3.39) en d + 1 dimensiones, como
2 o)
BFO(B,a) = Cy (%)d—l Z/ dz 24 In (1—6—7%@) (3.56)
—Jo

donde Cj es un factor que solo depende de la dimensién y v = 4ma/. La relacién
de dualidad implica que ésta ecuacién deber ser equivalente a la ecuacién donde v es
reemplazado por (2m)?/v (6 a — 3/2 (3.52)).

En el limite de temperaturas altas 5 — 0, la férmula (3.56), corresponde a v — oo;
por lo tanto, n = 0 contiene la contribucién mas significativa de la expansion, con

n =1, 2,... como correcciones superiores.
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La forma explicita del primer término es:

__ 1 I(d/2)c(d)
2123 (2a)d1

FOB,a) ~ L B0, (3.57)
donde aplicando la férmula de dualidad (3.52) v — (27)?/v, podemos obtener la

primera contribucion en el régimen de bajas temperaturas,

1 T(d/2)¢(d)

.FC(O)(B,G) ~ _27Td/2 (6)d

(8 — ), (3.58)

la cual es independiente de a. Las siguientes contribuciones (n = 1,2, ...) involucran
integrales mas complejas; sin embargo para dimensién d = 3, se reducen a términos

—nyvVn2+zx?

como e . Por lo tanto, la contribucion correspondiente al término con n = 1

(8 — 06~ — 00) estd dada por:

1 —4ra/fB
T e , (3.59)

de nuevo, la relaciéon de dualidad implica que,

1
2a32

FOBa) ~ —5mze ™" (B 00) (3.60)

Reuniendo estos resultados para d = 3, podemos ver que, para temperaturas altas,

5 —0:
1 C(?’) 1 6747ra/6

F) ~ — — 3.61
mientras que para temperaturas bajas f — oo:
2 360 a® 720 a?
FO ~ T 2L 3y 4 L b 3.62

Campo interactuante

Los resultados de la subseccién anterior se aplican para un campo libre (sin inter-
accién). Consideremos ahora la inclusién del término de interaccién (3.4) a la accién
libre (3.3). Para abordar el problema, podemos proceder de dos maneras. El primero es
el procedimiento ‘perturbativo’, que consiste en expandir el término de interaccién en
potencias sucesivas de la constante de acoplamiento A, posponiendo la integracién so-
bre el campo escalar hasta el final del calculo. El segundo método es un procedimiento
no perturbativo, que toma como punto de partida una analogia con la representacion
(2.33) de la TCTF, donde primero debe calcularse la funcional conectada W[J], bajo
alguna aproximacion, con un término de fuente que fije las condiciones de borde, es

decir: J = J, (3.36).
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Desarrollo perturbativo. La serie que contiene todos las contribuciones de to-

dos los ordenes en la constante A proviene de evaluar:

Z(B,a) = / (D] e=51) ¢=50()
= 29(8,a) (90, (3.63)

donde el promedio (...) denota el promedio funcional con la accién libre y la medida

de integracién [Dy], es decir:

L e (3.64)

J[Dgle=5

El término de primer orden del desarrollo perturbativo, F)

FOga) = 2 [ ot 259

contiene como argumento de la integral la contraccion de cuatro campos; como es
habitual, podemos usar el teorema de Wick para escribirlo en términos de contracciones
fundamentales, es decir de las funciones de correlacién de puntos.

Las funciones de correlacién se construyen a partir de la funcional generatriz Zg (3, a):
2/(8,a) = / D] e~ Sole)+] ditia Jote) (3.66)

donde J(x) es un campo externo arbitrario. En forma més explicita, haciendo notoria

la presencia de las condiciones de borde, tenemos:
21(8 / DD, Dey e~ Solel] d alizy(@)+I(a)e(a) (3.67)

Realizando la integral (Gaussiana) sobre el campo escalar ¢, se obtiene:

Zi(8.a)

Zo(ﬁ, CL) 2

Tyl

/Dfl DE; exp [ ! o)) Qap (@), y))Es(yy)

i [ Lo + 5 [ I@AEIW] (3.68)
x| Y

donde: L (7)) f Az, aa;y)J(y), con a, = (o — 1)a, @ = 1,2. Finalmente, inte-

grando sobre los campos auxiliares, tenemos el resultado esperado:

20 = 2o oo (5 [ J0@E) - Ma)Iw) . G
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que incluye la funcién de correlacién térmica G(z,y) = A(x;y) — M(x;y) del sistema a
temperatura finita. La primera contribucién A(x; y) es la funcién de correlacion térmica
sin condiciones de borde, mientras que la segunda M (x;y) contiene explicitamente la

informacion de las condiciones de borde impuestas sobre el campo:

G(ryy) = (p(x)p(y) = Alx;y) — M(x;y)
= A(wy) — Az, xq; ), ag)
/“fi’yf { ” :

X (O s AW asypu) - (370)

A manera de verificacién, se puede ver que el propagador satisface las condiciones
de borde impuestas sobre las placas en x5 = 0y x4 = a. Por ejemplo, cuando uno de

sus argumentos se aproxima a una de las placas, el propagador se anula, en efecto:

Tq—>Q~

m G(ziy) = Alzp,any) — / /{an(ﬂﬁn;ivﬂ)[Q*l]aﬁ(l’ﬂ,y\'\)A(yﬂ,aﬁ;yn,yd)}
LY

= Az, a;y) — / 5w5($||,y|'|)A(y|/|,aﬁ;yu,yd)}

Y)

= Alz,ayy) — Az, asy) = 0, (3.71)

de forma analoga para el segundo argumento.

Por otro lado, el término M (z;y) del propagador, viene dado por:

1 dd_lk wn (Tz —Ty)+ik (%) — 7
M (z;y) :BZ/(QW)d_le e TR M (wy,, ks 2, Ya) (3.72)

donde la matriz M(wn, K|; %4, ya) es igual a:

o~ (2al+yaD€ _ o—(lra—al+lyal+@)E _ o—(zal+lya—al+0) | o—(lza—al+lya—al)E

=) . (3.73)

con & =, Jwi + ki +m?.

Con estos resultados podemos retomar el célculo de la primera correccion a la
energia libre de Casimir (3.65). En este punto surge el problema de tratar con las
divergencias, debido a que estamos frente a una teoria interactuante. Para sustraer
desde el inicio las contribuciones independientes de a, podemos trabajar solamente
con las derivadas de la energia libre respecto de a. Obviamente, esto es una fuerza, y
contiene la misma informacion que la energia del cual se haya sustraido los términos

infinitos independientes de a.
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Denotando por F,,s estas derivadas, tenemos:

Fl.. = F0) + O

cas cas

(3.74)

donde el término F es la correccién de primer orden a la fuerza de Casimir libre FY,..
En F hay un término donde solamente aparece A(z,y); este puede renormalizarse de
la forma usual en la teoria de campos a temperatura finita, es decir, por la sustraccién
del término de temperatura cero, mas la inclusion de un contratérmino de masa de
primer orden [27].

Entonces, manteniendo solamente los términos dependientes de 8 y a, vemos que

FQ) = Fadan+ Foadin (3.75)
donde:
FQ am = —% A" (2, ) / dd“w% (3.76)
y
Fl i = %/dd“xM(x,x)% : (3.77)

Denotando por fa a and furar la fuerza por unidad de drea (omitiendo los subindices

y superindices), la primera correccién a la fuerza de Casimir sera:

FL)
Y fan + fur (3.78)
-1
donde: -
dd lk” 8M(k||,wn,l‘d)
fan = =58 002 / T / dig———p 2 (379)
y

dd 1k” dd 1pH
Sy = 4522/ 27)d- 1/ (2m)d- 1/_ dzg
aM(p”,UJl,.Td)

X M(kﬂa wnwxd) da )

(3.80)

son términos que dependen de M (wy,, kj;24) (3.73). A continuacién efectuamos la in-
tegral sobre la coordenada x4, después de realizar el cambio de variable x — x + &

(para obtener una forma mads simétrica), encontrando:

di'k 1 a coth(aEy)
_ __AT E/ (4 Zesch?(aBy) — k) 81
fam / (2Ek + 5 C5C (aEk) 2F, (3.81)
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donde la funcién dependiente de temperatura AT (0) estd dada por:
a0 = [ 52 Lnasw) 352
- (27'(') ) ) .

y np(f,w) es la funcién de distribucién de Bose, con w = /p? + m2.

Podemos expresar fa jps definiendo la funcién n; que se obtiene de la funcién de

distribucién de Bose ng(f,w) reemplazando [ por 2a y w por Ey = , /w2 + kﬁ + m?2,

es decir,
1

ny(2a, Ey) pory e

(3.83)

Luego, con estas notaciones, vemos que la contribucién a la fuerza

fan = Z / 4= 1k” {ﬂ —2ank(1+nk)} , (3.84)

es claramente convergente.

El otro término se obtiene de manera similar. Usando las mismas notaciones, ten-
dd 1k” dd 1pH
s = 553 | Gy | G o) (359
el cual también es convergente; donde p representa (w;, py), ¥
n ngn
k,p) = (n,+1 (—p - d )
1 Ny, Eyn, — E,ny n,
+ + = — — : 3.86
("” 2) (EkEp E(EI—E2))  2E.(E, + E,) (3.86)

Tratamiento No-perturbativo. FEste método consiste en integrar, aunque de

€Imos:

manera formal, el campo escalar antes de realizar la expansion perturbativa. En efecto,
introduciendo los campos auxiliares, desde el principio, para imponer las condiciones

de Dirichlet, la funciéon de particién se escribe como:

Z(B,a) = /D§1D§2 e R (3.87)

donde W denota la funcional generatriz de las funciones de correlacién conectadas a

temperatura finita, definida mediante:
WU — / Dip e Slel+] diar()ot) (3.89)

donde J es una corriente arbitraria, que debe ser reemplazada por J, (3.36), para

implementar las condiciones de borde sobre los dos espejos. Supongamos que en el
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curso de evaluar W, se ha usado un procedimiento de renormalizacion usual, para
darle sentido a los posibles infinitos. Luego, escribamos la expansién funcional de W|[J]

en potencias de la fuente J:
1
W] = Wy + E/ddﬂx/ddﬂy Wu(x,y)J(x)J(y) + ... (3.89)

donde, las W, son funciones de correlacién conectadas de k-puntos. Los términos im-
pares estan ausentes debido a que la perturbacién es cuadratica.

En alguna aproximacion apropiada, la expansion funcional puede truncarse. Por-
supuesto esta no debe ser una expansion trivial en la constante de acoplamiento; en su
lugar, por ejemplo, un campo medio o una expansion de large N. Entonces el término

mas importante sera el cuadratico:

2(8,0) ~ Z(8) Z,(8,a) (3.90)

donde Z(f) = €™ es la funcién de particién térmica en ausencia de placas, mientras
que
ZQ(B) @) = /D£1D§2 e*%fd‘”lﬂﬁfdf”ly Wa(z,y)Jp(x) Jp(y) ’ (391)

depende del propagador completo (renormalizado) Wh(z,y). Usando la forma explicita

de J,, vemos que la integral

Z,(50) = [ DD eSO, (3.2)
es gaussiana, con
S4(6) = % / dydy€a ) (@) — y1)& () - (3.93)
donde
o[ ]

El propagador completo de tiempo-imaginario D, tiene en general la siguiente forma:

1 ddk iwn (Te —Ty)+ik(x—y) 7
D(Tm_wa_Y):E;/(Qw)de (7 T Dl X (3.95)

donde, en general, la D(w,, k), es una funcién complicada de los argumentos. Sin
embargo, veamos que las correcciones no perturbativas producen un resultado simple.

En efecto, si consideramos el propagador en la versiéon resumada IR del campo escalar
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sin masa:
1

- 2 2 -

D(wn, k) = [wi + ki +1I5(T)] (3.96)
con II3(7T') siendo la masa térmica. Por ejemplo en d = 3, las primeras dos contribu-
ciones no triviales corresponden a un término que es lineal en A mas un término no-

analitico:

)\T2 g 1
1 — 2 o] .
24 [ 3<247r2) o] (3.:97)

Después de reemplazar esta expresion, vemos que la correspondiente contribucion a la

[I5(T) =

energia libre de Casimir, resulta ser:

_ d’ 1kH — —2a, /w2 +k3+11g(T)
Fu(B,a) = 25/ Zln[ e ] (3.98)

9

donde la contribuciéon a — oo ha sido sustraida.

Note que en esta expresion, la energia libre es equivalente a lo que se habria obtenido
para un campo masivo (con una masa dependiente de la temperatura). Dado que una
masa introduce una longitud de decaimiento [(T") (del orden inverso a la masa térmica)
en el problema; es inmediato ver que la energia libre de Casimir serd despreciable
cuando a >> +/II5(7T), esto implica una dependencia no trivial con la constante de

acoplamiento.

3.2. No superposicion en el efecto Casimir

En esta seccién analizaremos las propiedades de no superposicion de la energia de
Casimir para un sistema de més de dos superficies. La energia de vacio (3.22) del cam-
po sujeto a condiciones de Dirichlet sobre N superficies, tiene dos contribuciones: El
primero, claramente es un término aditivo, pues es la suma de las energias de autoint-
eraccion de cada superficie E 9 dada por (3.23). El segundo término, es la energia de
interaccion E; (3.29), el cual no se puede escribir como la suma de la interaccién entre
pares de superficies; éste es el término sensible al fenémeno que queremos investigar.

Para mayor claridad volvemos a escribirlo:

/—Tr log I+ Ow )} (3.99)

Es conocido que la interaccién de Casimir entre varios objetos no es aditiva, en
este sentido se han realizado muchos estudios. Algunas més recientes muestran incluso
comportamientos inesperados como el efecto de interacciéon repulsiva entre tres objetos
[57], lo cual claramente es una senal de que la interaccién de Casimir depende de una

manera no trivial de la geometria de las superficies.
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Abordaremos el problema de manera formal y general, luego consideraremos algunas
simplificaciones que mencionaremos en el transcurso de la secciéon. En primer lugar
debemos establecer una manera de ‘medir’ el fenémeno de la no-superposicion. De
nuevo, trabajaremos en d = 3, pero los resultados se pueden adaptar directamente
para otras dimensiones.

Suponiendo que conocemos la energia de interaccién entre N superficies £ ({Ea}ivzl) ,
,como es la energia de N + 1 superficies, F 1({2 }N “)7. Veremos que la superfie extra
Yn+1, modifica totalmente la energia del sistema original.

Si la superposicién fuere vélida, la diferencia entre las dos energias deberia ser la
suma de las energias de interaccién entre Yy, ; y cada una de las ¥, cona =1,..., N.
Por lo tanto, §E;(N), definido por:

SE(N) = B({S3)5) - E({S3)) ZEI ({SV,2@)) . (3.100)

es la cantidad que nos permite ‘medir’ la no superposicion; es decir, la superposicion
se rompe siempre que dFE;(N) # 0. Reciprocamente, para que la energia de las N
superficies satisfagan superposicién necesitamos: FE;(M) = 0, para M =2,... N — 1.

Para evaluar § E( V), necesitamos conocer la forma de E; ({Z,}27") — Er ({Z.}0))
y de EI({E(N“), E(a)}). Este tltimo ya es conocido, puesto que es la energia de inter-

accién para el par de superficies, SN+ y $(@);

By ({54, sa /  trlog [1— GO ()K r1.0) (@)CO (DK ()]

(3.101)

El otro componente para evaluar 0E;(N) se obtiene del siguiente modo. Usando

el algebra de los determinantes, podemos relacionar el determinante de una matriz de
orden (N + 1) y una de orden N:

det [Zap) + Ofan)) = det [Zay) + O] (3.102)

(N+1)x(N+1) NxN >’

donde:
@b) = Owy) — Owuni)Owyiw) - (3.103)

Por lo tanto, la diferencia entre las energias para las N + 1 y N surperficies puede

ponerse en la siguiente forma:

E({Z V) = B ({SaY) —i—%/g—:Trlog [I— Q] , (3.104)
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donde

N
/dz ///dQ ///Z I+(’) 1]( (W;O',O'”)

ac)

Qav)(w; 0, 0")
X O niny(w;o”, ") O i1 vy (w; 0 ,0')} : (3.105)
Ahora se puede extraer la energia de interaccién entre pares, resultando
1 [dw
dE[(N) = = [ — Trlog[I + A(w)] (3.106)
2 ) 2w
con:

—1
Ay = [I—Owi10)0@ni1)]

<A
c=1

— Oni1)Owiiy) + Ows1a)Ota N+1)5ab} (3.107)

Mz

O (Z+ O0) Yae) O N+1)On41 )

donde I en el primer factor es el operador identidad de las funciones definidas sobre
el espacio de parametros, mientras que Z también actiia sobre los indices de espacio
(los indices discretos no se suman), y los productos deben ser entendidos en el sentido
operatorial, considerando los kernels como elementos de matriz con indices continuos.

A pesar de que su forma es bastante complicada, podemos extraer algunas con-
clusiones. La mdas inmediata es que la intensidad de los efectos de no superposicién
resulta despreciable si la magnitud de los elementos de matriz O entre la superficie
(N + 1)-ésima y los previos es pequena.

Ademas, para que la correccién sea mas pequena que los términos de superposicion,
necesitamos que los O(qp), para a,b = 1,... N sean pequetios. Por tanto la conclusién
principal de esta parte nos dice que para que la superposicion sea valida, todos los
elementos de matriz de O deben ser pequenos. De hecho podemos ver que, cuando este
es el caso, la forma de la correccion al orden més bajo en los elementos de matriz,

depende de los elementos de matriz que involucran a todos los bordes:

5E[ ~ ——/ (N+1 a)@(ab)O(bN+1) . (3.108)

a,b=1

Suponiendo que O es pequeno, se puede emplear una expansion perturbativa de la
energia de interaccion. Antes de seguir con el tratamiento perturbativo general; vamos
a considerar solamente tres superficies, para tener una mejor comprension del fenémeno

de no superposicion.
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3.2.1. Tres superficies: esferas

Como un caso particular, para poner en manifiesto el fenémeno de no superposicién,
consideraremos el caso de tres objetos compactos. Toda la informacion de la interaccion
de las superficies estd encerrada en la matriz O (simétrica) definida en (3.21), necesaria
para obtener la energia de interaccion (3.24). Los elementos de matriz O;; (4, j = 1,2, 3)
nos dan informacién de la interaccién entre todos los pares de superficies ¥ y $0).
Los elementos de la diagonal son unidades, debido a que las autointeracciones ya han
sido extraidas.

Nuestro objetivo es decomponer la matriz Z + O en una parte que contenga sola-
mente la interaccion entre pares de superficies: la contribucion de superposicion; y otra
que contenga la informacién de la no superposiciéon. En efecto, usando las propiedades
de matrices en bloques ([58]), donde asumimos que las propiedades para matrices finitas

se cumplen para matrices infinitas, tenemos la siguiente fatorizacién:
det(Z + O) = det N det Q. (3.109)

El primer término N' = N5 N3 Nas, es el producto de los factores N;j, que tienen la
siguiente forma:

Nij=1-T;Tji . (3.110)

Observemos que en N la interaccién entre pares esté factorizada, cada Nj; es solamente
la interaccién entre las superficies X9 y £.0),
El término restante @ = Q/N, contiene una combinacién no trivial de todos los

clementos N;;, de la siguiente forma:
O =1—(T1a+T5+Ta3) + 2Ty Tyg Dyg)t/? (3.111)

donde hemos definido I';; = 1 — N;.

Consideremos ahora tres esferas con radios iguales R, los cuales estan muy separados
entre si, es decir, R es muy pequeno comparado con la distancia entre los centros r;,
r; de cada par de esferas: R << |r; — r;|. En ésta aproximacién podemos despreciar
la estructura de las superficies en el célculo de los términos N;;; por lo tanto, el factor
K@)(w; o,0") serd reemplazado por K(w, |r; — r;|), mientras que el término G(@ (3.28)

se obtiene calculando la inversa del desarrollo en arménicos esféricos del propagador

elwlx® (0)=x) (o)

: : =3V (0.0) A Yirr (,0)
4” ‘:C(Z)<C ) ::(])(: ,)| lm U'.m’' l’m( ’w) ! " ( w )
(3.112)

Los elementos Ay, i1m se escriben como productos de funciones de Bessel esféricas, de

K (w;0,0") =
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la siguiente forma:
Apmme = —|w] Gi(ilw|R) hi(i|w|R) 6w O -

De este modo, encontramos que

K(w, |ri — ;)\
I,, =4 /=t Y 3.114
o ( mw,R) ) (3.114)
donde: ol |
e—w I‘i—l‘j
S | S A1
Kl e —l) = o (3.115)
y
Ry = Lo 3.116

Supongamos el caso particular en que una esfera (X)) estd muy alejada de los
otros dos (X y ¥(2)). En estas condiciones se encuentra que los términos I'i3 y T'p3
son muy pequenios (~ 0), por lo tanto € = 1; en consecuencia la energia total proviene
solamente del término N = Nj,, es decir, de la interaccién entre las superficies ¥ y
¥ como era de esperarse para ésta configuracién particular de las superficies.

Para graficar mejor la interaccién de las tres esferas, vamos a escribir la energia de

interaccién total (3.24), usando la descomposicién (3.109), como la suma
E = Es+Ens, (3117)

donde &g y Eng estan dados respectivamente por:

/— tr lOg - Oij Oﬂ) s (3118)
z<]

Ens = %log []det(@) - (3.119)

Claramente la energia Eg, es la energia de superposicion del sistema, debido a que
aparece como la suma de la interaccién entre cada par de superficies (3.32). Por ende
Ens es la energia de no superposicion.

Dado que estamos interesados en Eyg, escribamos en forma maés explicita este térmi-
no. Efectuando un cambio de variable que nos permita independizarnos de la escala:
x; =1;/Ry k=wR. A partir de (3.115) y (3.116), definimos las siguientes funciones:

N

g(k) = = » (3.120)
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Figura 3.1: Curvas para valores constantes de la energfa de superposiciéon de Casimir.

e~k Ixi—x;]
K;; = K(k,|x; — xj|]) = —— . (3.121)
! [x; — X
De este modo, la energia de Casimir de no superposicién resulta ser:
1 oo
gNS = — dk log Q(k’,Xl,Xg,Xg), (3122)
2r R J,
donde:
0= (1 — g* (k) (KT, + Ky + K35 — 29<k)K12K13K23)> (3.123)
(1= g*(k)K)(1 — g* (k) Ki5)(1 — g*(k) K35)

Para visualizar mas de cerca el comportamiento de los términos s y Exg como
funcion de la separacion entre las esferas. Consideremos que los centros de las esferas
forman un tridngulo isésceles (sobre el plano zy), en la que dos de ellas (L) y %(2))
se encuentran fijas y separadas por una distancia 100 veces su radio; mientras que
el centro de la tercera esfera ) es mévil, representado por la coordenada (z,y). El
origen de coordenadas estd ubicada de forma simétrica sobre el centro de la linea que
une las esferas fijas. En las figuras (3.1) y (3.2) se muestran las energias s v Ens

respectivamente como funcién de (x,y).
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Figura 3.2: Curvas para valores constantes de la energfa de no superposicién de Casimir.

La figura (3.3) muestra las energia para la configuraciéon en que las tres esferas son
ubicadas en la misma linea, el eje x; dos de ellas fijas y la tercera mévil representada
por la coordenada z. Puede verse que la magnitud de la energia £s es mayor que la

correspondiente a g, y ambas contribuciones se tornan despreciables cuando z — oo.

3.2.2. Desarrollo perturbativo

Supongamos que las N superficies ©(%) son objetos compactos, v que la distancia
entre cada par de superficies es mucho mas grande que el tamano de cada objeto. En
estas condiciones, |O )| < 1, ya que el kernel G, es determinado por la inversa de
K a pequenas distancias, mientras IC(ab es, esencialmente, K a largas distancias, el cual
decrece con la distancia. Por lo tanto, la pequenez del operador O, nos permite realizar
una expansion de la energia de interaccion, en potencias de este operador.

La expansion perturbativa de Ey, resulta ser:

E; =Y Epn. (3.124)
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Figura 3.3: Comparacién entre los términos de superposicién £s (linea punteada) y de no
superposicién Eyg (Iinea continua) de la energia de Casimir en unidades de R.

donde (1)1 p
—1)~ w ~ l
B = ~—— [ 5o | 12
w =g [Sem[Ew)]. (3.125)
o efectuando la potencia y tomando la traza sobre los indices discretos,

(=D [ dw ~ ~ =
E[;l = 2—l % Z tr [(’)(m@)(w)@(az%)(w) e (’)(alal)(w)] .

a1 #agFaz#...£aFaq

(3.126)

En este punto, cabe senalar que la ausencia de factores que dependan explicitamente de

la métrica no rompe la invariancia de reparametrizacién. En efecto, lo que sucede es que

cada G® tendrd una propiedad de transformacién no trivial bajo reparametrizacion,
lo cual compensa la pérdida de invariancia de las integrales sobre los pardmetros.

Vamos a estudiar la forma explicita de los primeros términos de la expansién (3.124).

El término [ = 1 se anula; el siguiente término, correspondiente a [ = 2, el orden mas

bajo no trivial, estd dado por:

o 1 dw 2 2 I /A . AV )
E];Q = — 1 / o az#b /d O'/d o O(ab)<(JJ,U,U )O(ba)(W,U 70>
= Y gen (3.127)

a<b
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donde

Eleb) = —%/d—w/ G (w;0,0") KDY (w; o', 0"

™
x GO(w; 0", ") K& (w; 0", o) . (3.128)

Podemos ver que a este orden, la energia total se obtiene como la suma de las ‘energias
de interaccién’ de pares, en una suerte de ‘principio de superposicion’. El siguiente

término viola esta propiedad, como podemos ver, escribiendo la siguiente contribucion:

1 dw 2 2 2 N
Ers = E/%azbc/da/da/da

X Oap)(w; 0, a’)é(bc) (w;0",0")Ocay(w; 0", 0)

> B (3.129)

a<b<c

donde E(®) se puede considerar como la ‘energfa de interaccién de tres cuerpos’, dada

por:

Bl — /621—(: ﬁ[G(“) (w) K (w) GO (w) K4 (w) G (w) K (w)] . (3.130)
A propésito, este término coincide con (3.108) para las N + 1 superficies. En efecto,
como se esperaria, la violaciéon de la superposicién al menor orden proviene del término
no cuadratico en la energia.

Un ingrediente fundamental en el célculo de los diferentes términos de la expansion
para E; es el kernel G (w; 0, '), cuya forma depende de la geometria de las superficies
y del nimero de dimensiones espaciales.

Con el fin de obtener algunos resultados exactos, debemos realizar algunas simpli-
ficaciones. En primer lugar denotemos por x(® el baricentro de la superficie £(®; R(®
denota el radio minimo de la esfera S(® centrada en x(%), que encierra la superficie 3.
Bajo la condicién |x@ — x®| >> R@ R®) podemos reemplazar y@ (o) por x(@ y
y®(o') por x®), puesto que K®)(w;0’, 0") es aproximadamente constante adentro de

S(@ . Luego la aproximacion siguiente es vélida:

K (w; 0, 0") = K(w;x'@ —x). (3.131)

Usando este resultado en la expresién (3.128), podemos escribir £(®) de una forma que

nos hace recordar la interaccion electrostatica:

B ~ / © / i / Py P (wi)V(wix—y)pPy),  (3.132)
i
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donde introducimos:

PN wix) = qalw) 6P (x —x1)

Go(W) = /d2 /d20’ G(w; 0, 0") (3.133)

V(iw;x—y) = —% [[N((w;x—y)r. (3.134)

Por lo tanto, a este orden, la energia de interaccion para el par a, b, puede considerarse
que proviene de la integral sobre w de la energia de interaccién de un conjunto de
cargas puntuales ubicadas en x(® y x| cuyas cargas ¢,(w) v ¢;(w) son determinadas
por la geometria de las superficies respectivas.

La forma explicita del ‘potential de interaccion’ es:

1 e 2wlx-yl

donde el signo nos indica que la interaccion es siempre atractiva. Las integrales sobre
X e y se pueden efectuar, sin embargo estas se mantienen con el propdsito de mostrar
que cada una de las superfices actiian como ‘cargas puntuales’. La misma aproximacion
puede ser usada para simplificar los términos de mayor orden.

En general la forma exacta de G® no se conoce para una superficie arbitraria.
Consideremos algunos casos particulares donde sea posible calcularla, u obtener un

valor aproximado de ella.

nd=1

Este es el caso mas simple, donde las superficies son solo dos puntos. Iz(w, x)y

G estan dados por:

N o—lwlle]

K(w,z) = Sl (3.136)
e~ lwllzl\ 7!
G (w) = (llr% W) = 2w|, (3.137)

respectivamente. Luego, el operador O es una matriz que sélo depende de w y

ol ® —g® o .
= e W= =21 "E] decaimiento exponencial nos

cuyos elementos son O qp)(w)
permite asegurar la convergencia de la expansién perturbativa, sin importar la

distancia relativa entre los espejos.

En estas condiciones, el primer término (de superposicién) de la energia corre-
spondiente a los dos espejos ubicados en los puntos (") y () tiene la siguiente

forma:

d
E1 — / 2: 2wV (w; 2V — 2®) | (3.138)
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donde
(1) _ 4@ L el

Viw: _ - _ 3.139
Suponiendo que la distancia entre los espejos es a, tenemos que

1 [T dw 1 0,07958

EW = _Z / —e e — __—_ — 2 3.140

2 ) o 2m ‘ 4ra a ( )

difiere del resultado exacto: £ = —5}- ~ —0’15’09, el cual es mayor aproximada-

mente por un 60 %. Sin embargo, en este caso, es posible calcular exactamente
las contribuciones a todos los ordenes; de los cuales, solamente los términos de

orden par son no nulos. Por lo tanto:

1 T dw
27

1
A27a

(e72l)? = (3.141)

—00
Sumando todas las Er,9;, tenemos:
2

> 1 1 1 7 T
Erg = — SN = =~ — __°_ 3.142
; L2 Ara ; 12 dra 6 24q ( )

lo cual concuerda con el resultado exacto.

nd=2

En dos dimensiones espaciales las superficies son curvas I'®| descritas por un

solo parametro o. En este caso el Kernel resulta ser:

R, %) = o Kollullx) (3.143)

donde Kj es la funcién modificada de Bessel de segunda clase K, con a = 0.

Consideremos dos tipos de curvas. Por ejemplo, para un circulo de radio R

parametrizado por el angulo ¢, usando métodos estandar tenemos:

G(w;¢,¢) = L f e ) (3.144)
T N 2 — I‘n‘(|w|R)K|m(\w\R) ' '

En cambio, para una linea infinita, parametrizada por o € (—o0, +00), se obtiene:

2
Gw;o,0) = 2(— % + w?) Ko(lw||o = o'|) . (3.145)

Para seguir con el desarrollo perturbativo, vamos suponer que las superfices no se

solapan y que se encuentran muy alejadas; bajo estas condiciones, la aproximacion
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(3.131):
K ay (w3 [x@ = xP) ~ K (w; [x — x| (3.146)

se justifica siempre que [x(® — x®)| >> max{n@}; donde @ y x(@ denotan el
radio y el centro de cada circulo I'® respectivamente. Por lo tanto la energfa de

interaccién ‘de pares’ esta dada por:

a b
pon . L [ [Fo(Jollx®) — x®))? 504

2 ) 2m Io(Jwln@) Ko(|wln@) Io(|w|n®) Ko (|wln®)

Para dos circulos '™ y T'®| la serie (3.124) se puede sumar, o equivalentemente

usar la férmula (3.32) para obtener la energia de interaccion total:

[ d [KolJu] [x@ — xO])J2
E N——/—log[1— ] 3.148
1Yy ) o To (o) ol Tl ®) o @y - (3148)

n d=3

Ahora analicemos el caso importante de superfices en tres dimensiones, bajo los
requerimientos de la expansion perturbativa. A partir del kernel (3.13) podemos
obtener las cargas ¢,(w) para esferas de radio R, desarrollando G® en arménicos

esféricos y usando relaciones de las funciones de Bessel, se obtiene:

B 4|w| R?
L jp(Jw| R) K 2 (|w|R)

q(w) (3.149)
el cual junto con con el potencial (3.135) nos permite escribir una expresién
formal para la energia E'? de dos esferas (3.132). La expresién anterior ya fue
mencionada anteriormente como m™' en (3.116). También es posible escribir la
forma completa de la energia de interaccion Ej, la cual, ya se ha usado en la
seccion 3,4,1 e integrado en forma numérica. Sin embargo ain podemos realizar

algunas simplificaciones adicionales.

Supongamos que las superficies en d = 3 estan formadas por un arreglo infinito
de elementos de superficie débilmente acoplados. En este caso podemos tomar la

aproximacion local para el kernel G, concentrada alrededor de o = o'
G w;o,0") ~ nD(w,0) P (c—d), (3.150)

donde a = 1,2, y n® serd determinada a continuacién, recordando que G® se

define como el inverso de C(qq)(w; o, o).

Analicemos la forma de K4 (w; 0, 0”) en la vecindad de un punto y'® (o) sobre



3.2 No superposicion en el efecto Casimir 70

la superficie ¥, (o representa dos pardmetros):

d’ky ik 0ay (¥ (o) (0% ~0")

]C(aa)((,u;0,0l> ~ /
21)2 /
(2m) 2 kﬁ—l—uﬁ

~ ! exp [ — [w] ggg(a)éaaéaﬁ} (3.151)

47r\/ggg (0)do®doP

donde k|| es la proyeccion del momento sobre el plano tangente en el punto y@ (o),

y 60 = o® — o',

Ahora, suponiendo que el flujo de momento entre los diferentes elementos de

superficie es pequeno, llegamos a la siguiente expresion:

K(aa)(w; 0,0") ~ Do —d'). (3.152)

1
=4
2¢/ 9 (a)|w]

Por lo tanto tenemos:

G(wi0,0") ~ 24/g(0)lw[ 6P (0 —0') = nw,0)=2lw|¢ (o). (3.153)

Con estos resultados, consideremos la energia de interaccién para dos superficies
YW v ¥ en la aproximacién local para los kernels GV y G, A primer orden

tenemos:

2
E1) = —%/;—wa /d201/g(1)(a)/d2a’\/g(2)(0’) [IC(12)(w;0, 0”)}2,
T
(3.154)

el cual, luego de efectuar la integracion sobre w, resulta:

E0? — /d20'\/g(1)(0')/d20'/\/g(2)(0'/)V(0', ), (3.155)

donde el término:

1 1
3218 [yW(0) — yD (o)

V(o,o') = (3.156)
tiene el aspecto de un potencial local atractivo, cuya forma es idéntica a la inter-

accién de van der Waals.

Para finalizar, consideremos el caso de dos placas paralelas infinitas »; y X,
dentro de la aproximacion cuadratica. Claramente, los planos no pueden consid-
erarse como pequenas superficies; aunque la aproximaciéon de superposiciéon sea

valida, no podemos considerar a los planos como objetos puntuales.
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Usando las coordenadas x| para parametrizar los planos que estan ubicados en

z =0y 2z = a, tenemos:

&2k . ,
GW(w;x),x|) = /(2 E 2\ /K3 + w? et (3.157)
T

y otra expresion similar para . Luego O resulta ser:

d2k k2+w2 |z—2'|+ik . (x| —%'))
O(w; x|, X)) = (. P 3.158
( > H> / (27)2 ( )
donde se evidencia que, incluso en este caso, la norma del operador es pequena.
Reemplazando esta expresion en (3.32) obtenemos la energia por unidad de area
502

d /f|| o2 NG 1

g 1 -3 1
s 0,00633 a (3.159)

Este valor resulta ser muy cercano a la energia £r.o ~ —0,006854 a2, lo cual es

una senal de que las correcciones son muy pequenas.

De otra manera, si imaginamos que cada plano estd compuesto por elementos
de superficie infinitesimales débilmente interactuantes (no es un conductor), y
calculamos la energia en la aproximacion de superposicién de todos los elementos
de superficie, entonces la energia por area al primer orden no trivial, £7.2, puede
obtenerse integrando la energia de interaccién entre un simple punto en un plano

y todos los puntos en el otro plano. Esto corresponde a la integral:

dw
Ero = 4/2 /d2m||V a2+x”) (3.160)

Evaluando la integral exactamente, tenemos:

1

Erg = —
L2 2472a3

~ —0,00422a7* , (3.161)

el cual resulta alejarse atin méas del resultado previo (corresponde a un material
diferente). La razoén es que a diferencia de lo que sucede en d = 1, la aproximacién
de tener una pequena superficie introduce un error, el cual se acumula cuando

consideramos una superficie infinita.



Capitulo 4
Dimension espacial compactificada

Este Capitulo estd compuesto por dos secciones en los cuales analizaremos dos
modelos de teorfas de campos con dimensiones espaciales compactas. En el primero,
estudiaremos algunos aspectos de la electrodinamica cuantica en un espacio-tiempo
de 4 + 1 dimensiones, QE Dy, 1, con la dimensién extra compactificada. En particular,
vamos a investigar la polarizacion del vacio de la teoria a un lazo, ante la presencia de
un flujo magnético no nulo a través del area encerrada por la dimensién compactifi-
cada. También, interpretaremos los resultados del modelo, desde el punto de vista en
3 + 1 dimensiones. En el segundo, analizaremos el efecto de polarizacién del vacio de
fermiones confinados a dos planos paralelos, con condiciones de borde de bag model;
también evaluaremos corriente y la densidad de carga inducida debido a un campo

magnético externo constante en direcciéon normal a los bordes.

4.1. Dimension extra compactificada
La accién euclideana de QE D,y 1, tiene la siguiente estructura:

donde S, y Sy son, la accién para el campo de gauge U(1l) y la accién fermidnica

respectivamente. Ambos tienen la forma usual; la primera:
1 5 af
So(A) = 7 | dwFapF (4.2)

donde F,3 = 0,As — 03 A,; la segunda es la accién de Dirac, Sy, dada por:

Sy ) = [ ads e s) P+ m)u(e.s), (43)

72
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donde = = (xg, 1, T2, x3), es la coordenada del espacio en 341 dimensiones, s denota la
coordenada extra x, y (z, s) representa la coordenada en 4+ 1 dimensiones. El simbolo
/ denota la contraccién del operador D con las matrices de Dirac, es decir P = v,D,,
en 4 + 1 dimensiones. La derivada covariante D, = 9, + ig.A, incluye una constante
de acoplamiento g con dimensiones de (masa)_%. Definimos a la componente de las
matrices de Dirac correspondiente a la dimension extra, como v, = 75, donde 75 es la
matriz de 3+ 1 dimensiones. En cuanto a las notaciones y subindices que hemos usado
en las definiciones arriba; las letras iniciales del alfabeto griego «, 3, ... se usan para
todas las coordenadas del espacio tiempo de 4 4+ 1 dimensiones, mientras que las letras
i, v indican las coordenadas en 3 + 1 dimensiones. El radio de compactificacion es R,
de modo que s ~ s+ L, L =27 R. Es decir:

a:O717273747 N:07172737
d°r = d*edry = @PMads . (4.4)

Tal como se ha mencionado en la seccion 1.1 del Capitulo 1. La longitud L de la co-
ordenada extra compactificada juega el mismo rol que 3, la “longitud”de la coordenada
temporal en la formulacién de Matsubara de la TCTF. Aprovechando esta analogia,
podemos usar un proceso conocido en la TCTF: el desarrollo en modos y su relacion

con la invariancia de gauge [1]; para lograr una reduccién dimensional de la teorfa.

4.1.1. Reduccién dimensional y teoria efectiva

Para construir la teoria efectiva en el espacio-tiempo de 3 + 1 dimensiones, debe-
mos quedarnos con el término de modo cero e integrar perturvativamente sobre todos
los otros modos. Con este motivo descomponemos el campo de gauge A(x, s) en sus

componentes de modo cero (A,) y no cero (Q,):
Au(w,5) = L2 Au(2) + Qalz, 5), (4.5)

donde los términos de la descomposicién pueden definirse como:

Au(x) = L;/o ds Aun(z,s), (4.6)

Qu(z,5) = Aulz,s) — L 2A,(z), (4.7)

de modo que fOL ds Qu(x,s) = 0. El factor L2 se ha incluido para que el campo de
modo cero tenga las unidades usuales de masa en 3 + 1 dimensiones.

La descomposicién realizada (4.5) tiene una interpretaciéon natural cuando con-
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sideramos el desarrollo de Fourier del campo de gauge a lo largo de la dimensiéon

compactificada:
Au(z,s) = L3 Z e Aoz, ), (4.8)
con w, = 2”7“; de donde podemos identificar
Ao(z) = Ag(2,0), Qulz,s)=L2 Z s Ao (,m) . (4.9)
n#0

Por lo tanto, quedandonos con el término de modo cero, a primer orden en la teoria
perturbativa, tenemos la siguiente reduccién dimensional para la accién del campo de
gauge:

Sg(A) = Sg(A) = Sy(Au, As) (4.10)

donde

1 1
Sy(A,, A,) = / g (éauASE)HAS + ZF,W(A)FW(A)) , (4.11)

con F,,(A) =0,A,—0,A,. En cuanto a la accién fermidnica, Sy, la reduccion anterior
nos permite escribir:

SH AT, W) — Sp(A,, Ay T, D) ; (4.12)

sin embargo no es posible una reducciéon dimensional tal como sucede para el campo
de gauge; debido a que en el calculo de la accién efectiva a un lazo fermioénico, tal lazo
puede representarse como una serie de lazos en 3 + 1 dimensiones, cada uno con masa
diferente. Aunque las contribuciones de los modos méas pesados pueden suprimirse, el
hecho de que tengamos un nimero infinito de ellos nos impide cortar la serie (incluso
si hubiera un modo cero).

Por lo tanto, para la accién fermionica, tenemos la siguiente expresién explicita:

L
Sy = /d3+1:17/ ds¥(z,s)(D +vsDs +m)¥(z,s) , (4.13)
0

con
D = 'Vu(au + Z'GAM), D, = 05 +ieAy (4.14)

donde e = gL’% es una constante de acoplamiento adimensional, el cual jugara el
mismo rol que la carga eléctrica en la teoria en 3 + 1 dimensiones.

En cuanto a las transformaciones del campo de gauge para los términos del desa-
rrollo en modos (4.5); la componente A, transforma de la forma usual como el campo

de gauge en 3 + 1 dimensiones:

0A,(x) = 0,a(x) , (4.15)
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mientras que la componente correspondiente a la dimensién extra, A, transforma como

un escalar desde el punto de vista de 3 + 1 dimensiones, es decir:
0As(x) =Q (4.16)

donde €2 = % es una constante, con k£ un niimero entero y e la constante de acoplamien-
to entre el campo de gauge y el campo fermidnico (cargado). Asi mismo, al campo
fermidnico acoplado al campo de gauge (que transformacion segin (4.15) y (4.16)), le

corresponde la transformacion:

U(z,s) — e @) (g 5)

U(z,s) — @) gy g) . (4.17)

4.1.2. Accion efectiva

La accién efectiva para el campo de gauge A, tiene un interés natural debido su
interpretacién fisica directa desde el punto de vista del espacio en 3 + 1 dimensiones.
A continuacién calculemos éste objeto. La accién efectiva que sélo depende del campo

de gauge (reducida dimensionalmente), I'(A), esta definida por:

donde I'(A4; ¥, ) es la accién efectiva completa. El objeto I'(A) nos permite derivar las
funciones irreducibles de una particula (1PI) conteniendo solamente patas externas A,
y As. La primera, A, tiene una interpretacién inmediata en 341 dimensiones, mientras
que la segunda, A, (se comporta como un escalar (4.16)) toma un valor arbitrario
constante que se puede determinar mediante una condicién externa al modelo. A primer

orden, los términos no triviales provienen del lazo fermiénico:
N(A) =TOA) +TWA) + ... (4.18)
donde TO(A) = S,(A) y

TV /D@DD& e SrAYY) (4.19)

Consideremos un modelo con un campo magnético constante perpendicular al area

encerrada por la coordenada compactificada, cuyo flujo constante es no nulo, es decir:

L
/ ds A, = 0, (4.20)
0
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donde 6 es una constante; por lo tanto:

6

A5:_>
el

(4.21)
lo cual nos permite fijar el gauge. En efecto, debido a que la transformacion de gauge

desplaza a A, por un multiplo de g—z, podemos fijar el valor de 6 a la regiéon fundamental:
0<6<2r. (4.22)

Vale aclarar que esta configuracién del campo de gauge puede ser interpretada como
topoldgica, en el sentido de que corresponde localmente (no globalmente) a un gauge
puro. De hecho, el gauge no puede extenderse lejos de la regién fundamental, puesto
que la transformacién de gauge podria ser multivaluada. Este tipo de configuracion
(dimensién extra compactificada a un circulo), es percibida por los campos cargados,
de una forma semejante al efecto Aharanov-Bohm. La configuracién del campo puede
realizarse una manera similar a éste efecto: un campo singular que apunta en la di-
reccion ortogonal al plano del circulo. Ademaés asi como en el efecto Aharonov-Bohm
la regién del espacio donde la intensidad del campo no se anula, no puede ser alcan-
zado por los campos cargados. Esta configuracién puede entenderse facilmente en el
caso de una teoria en 2 4+ 1 dimensiones. El espacio tiene la forma de un cilindro, si
suponemos que xy es la dimensién extra compactificada; la configuracién del campo
de gauge correspondiente al vacio podria tener un flujo singular a lo largo del eje del
cilindro. Esto significa que estd fuera del espacio cilindrico (puesto que se necesita una
tercera coordenada). De manera similar, la configuracién que vamos a usar se realiza
a través de un campo singular tipo monopolo en una variedad con dimensién mayor
(mayor que 4 + 1).

Para continuar con el calculo de la accién efectiva, procedemos con el desarrollo de

Fourier de los campos fermionicos a lo largo de la coordenada s:

n=-+oo
Wlw,s) =177 Y e, (@),
s
P(x,s)=L"2 Z e s, (z) . (4.23)

Con éstas expresiones la accion fermionica se escribe como:

5=y [t (P4t Dam)un, @2

n=—oo



4.1 Dimensién extra compactificada s

asi mismo, la medida fermiénica en (4.19) resulta ser:

n=-+o0o

Di(z,s)DP(x,s) = [[ Dtbn(z)Difu(z); (4.25)

n=-—oo

mds explicitamente, la accién correspondiente a cada modo n, S} (Sy = > S}), resulta

Ser:

St = /dSHx Un(2)( D + M, e 5 )b, (1), (4.26)

0\ > nt+ 2
Mn:\/m2+ (w"+f) , ¢, = arctan (w +L> ) (4.27)
m

La presencia del término con 75, indica que la simetria de paridad se ha perdido.

donde

Para estudiar este fenomeno mas claramente, realizamos una rotacién quiral de las

variables fermidnicas en 3 + 1 dimensiones, es decir, el siguiente cambio de variables:
Un(@) = 2P () (@) = o (w)e 02 (4.28)
reemplazando en (4.26) tenemos:
s = / B Go() (D + M) (4.29)

En ésta tdltima expresion la dependencia explicita con 75 se ha perdido; sin embargo, el
cambio de variables induce un Jacobiano anémalo 7, para cada modo, el cual, aparece

en la expresién para '™ del siguiente modo:

o T (A H T.e ~r$(A,M,) ’ (4.30)
con
ie® 341, F
Jn = exp 167r2¢" & FF ) o, (4.31)

= 1 . . . .
donde F),, = %EW’P}\ Foy; Fg le(A, M,,) es la accién efectiva en 3 + 1 dimensiones que
posee la contribucion fermiénica a un lazo, siendo M,, la masa del fermién. El factor

_r@ . s s .
e Tst1(AMn) o5 6] determinante fermidnico, es decir:

e T (AMY) — Qot(D + M,,) . (4.32)

Por lo tanto, la expresiéon general para la accién efectiva a un lazo, compuesta por los

términos par e impar bajo transformaciones de paridad etiquetadas por los subindices
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p e i respectivamente, estd dada por:

@A) = M(A) +1V(A) (4.33)
donde: N
I(A) = D7 THL(A M), (4.34)
y
—+o00
r@) = -3 d,. (4.35)

Término que conserva paridad

Nos ocuparemos de la parte de FI(,I)(A) que contribuye al tensor de polarizacion
de vacio para las componentes A, del campo de gauge, no estamos interesados en
funciones de respuesta que involucren las componentes s de la corriente; por lo tanto,
es util definir:

(1) (1) (1)
V(A = F (A Ag) = T,7(0, Ay) - (4.36)

Notemos que L'} (0 A;) = I'y(As) no contribuye a las funciones de respuesta que
involucren a A,, aunque si puede ser usada para estudiar las correcciones al potencial

efectivo para Ay, a un lazo fermiénico. La forma exacta de esta funcién esta dada por

[1]:

3+1 d'k
[s(Ag) = —2L/d :z:/ o) In(cosh(Lk) + cosf) . (4.37)

El tensor de polarizacion del vacio 11, se obtiene del primer término no trivial del
desarrollo de la accion efectiva I’;,l)(AM) en potencias de los campos de gauge, esto es,

el término cuadratico:

1
F;(ol)(Au) = 5/d3+1x/d3+1yAM(:L’)HW(:B,y)AV(y) +... (4.38)

de forma andloga, para un campo de gauge A, y fermién de masa M, en QEDs,,

tenemos un desarrollo analogo:

Ty (A, M,) /d3+1 /d3+1 W)(a: YA (Y) + ... . (4.39)

Por lo tanto, a partir de la férmula (4.34), la polarizacién de vacio se escribe como la

suma

I, = Z e (4.40)
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con 1) = 1™ (k2)6T (k), donde 67, (k) = 6, — k,k, /k? es el proyector transverso, y
H v pv Iz w

2e?

. /dﬁ 81— 8) In {1+ﬁ(1—6)k—2} , (4.41)

H(")(k2) e

la cual es formalmente idéntica a la parte escalar renormalizada del tensor de polari-
zacion de vacio en 3 + 1 dimensiones. Observemos que la renormalizacion efectuada en
110 (k?) debe interpretarse como una sustraccién para la teorfa en 4 + 1 dimensiones,
produciendo una polarizacién de vacio logaritmicamente divergente como en 3 + 1 di-
mensiones, una vez que todas las simetrias se han tomado en cuenta. La sustraccion
realizada en 3+ 1 dimensiones no satisface completamente las condiciones de renorma-
lizacién para la teorfa en 4+ 1 dimensiones, debido a que el cero de II(™ estd en k? = 0,
para cada término n, pero en el limite k> — 0 no necesariamente conmuta con la
suma infinita sobre todos los modos. En efecto, la conmutatividad no esta garantizada,
debido a que la serie (4.40) no converge uniformemente.

Para tener el polo apropiado en el propagador, necesitamos realizar una renorma-
lizacién finita, en efecto, la suma en (4.40) puede calcularse explicitamente usando la

técnica de regularizacion ¢ [59]. A partir de las ecuaciones (4.40) y (4.41) tenemos:
e, = TI(k) 61, (k), con

2 2

() = = / 48 A1 — B) TI(K?, B) (1.42)

(4.43)

Z In

n=—oo

(bn + ¢ 22+ m? + B(1 - B)k?
(bn + )2 + m? ’

donde b = 27 /L. Usando la regularizacién ¢, podemos calcular el objeto IT1(k?, 3), de

la siguiente forma:
d 2 0 d — 2 0
2 R PN m 2 Vv . m2+B(1-pB)k 2 v
H(k aﬁ) = lim |:d8 (Zl (Sab 7L)>:| }9% |:d8 <Z (va ’L)>:| ) (444)
donde Z; (s, ...) son las funciones generalizadas zeta no homogéneas,
2 ) 9 +o0 0 2 )
A (S’b’f) = > (bn+z) + M

n=—oo
con M? =m? o M? = m?+ 3(1— 8)k%. Esta funcién también puede ser escrita en todo

_ , (4.45)

el plano complejo s [59], de la siguiente forma,

ZM stQ :ﬁ r s—1 Ml_Qs—i-f(ﬂ)s_%cos(nQ)K 1 2mmn
! L I'(s) 2 =\ Mb A '
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Por lo tanto, usando las féormulas explicitas para las funciones Ki(z) = (/5-¢7° y
S e = —In(1 — e™®), obtenemos el factor regularizado:

cosh (mL\/ 14 ml;—W) —cosf

cosh(mL) — cos 6

(4.47)

Finalmente, con estos resultados, tenemos el tensor de polarizacion regularizado 11, =

11%(k?) 6., (k), donde:

H%(H) - Hp(kQ) - Hp(o)
— 2762 0 dB (1 — B) In(1 + F (k%)) , (4.48)

con

cosh {mL\/l +6(1 - 6)%] — cosh(mL)
cosh(mL) — cos(0)

Es interesante notar que, aunque la teoria es en 5 dimensiones, el tensor de polari-

F(k?) =

(4.49)

zacion del vacio requiere ser renormalizado fijando sélo la posicién y el residuo de un
polo, como en 4 dimensiones. En efecto el grado de divergencia superficial, d(7), para

una grafico 1PI v en QFE Dj es:

5(7) = 5 — ;EG 2B+ %v , (4.50)
donde Fg y Er son el nimero de lineas externas de campos de gauge y fermiones,
respectivamente, y V es el nimero de vertices. Para el tensor de polarizacion del vacio
a un loop, tenemos 0(y) = 3; el cual se reduce a 1 al tomar en cuenta la invariacia de
gauge. Ademas, como los términos divergentes sélo pueden ser polinomios pares en los
momentos, tenemos un grado de divergencia cero, esto es una divergencia logaritmica,
ya controlada en (4.42)

Veamos ahora las propiedades y consecuencias inmediatas que se obtienen de las
expresiones (4.48), (4.49). El procedimiento méas natural es analizar su comportamiento
para diferentes regimenes de los momentos. En el caso de momentos pequenos, es decir,
k* < m?. El primer término o término principal de la expansién k*/m? — 0, ya ha
sido considerado para imponer las condicién de renormalizacién IT5, — 0, por lo tanto
ya no es una prediccion, sino que muestra el hecho de que el modelo contiene la ley
de Coulomb a grandes distancias. El siguiente término contiene un efecto no trivial,

que seria sensible a la presencia del flujo; expandiendo el tensor renormalizado hasta
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el orden (£)?, encontramos que:

HR(]{ZZ) ~

2 2
e [ mL senh(mL) ]k bl (4.51)

307 | cos(6) — cosh(mL)

)
m2

Estos resultados, junto con la accién efectiva correspondiente al fotén, producen, por
ejemplo, una correccion en el potencial electrostatico debido a una carga puntual. Para

el atomo de Hidrégeno, la energia potencial corregida resulta ser:

e? et mLsinh(mL)
V. = —— - 59 (r). 4.52
r1(r) drr 12072m? [cosh(mL) — cos 9} (x) (452)
Si tomamos 8 — 0 y mL — 0, tenemos la correccion usual:
e? et
Vipr(r) — — ¥ (r). (4.53)

4rr  60m2m?2

Es interesante estudiar la forma del cociente entre la forma corregida (nueva) (4.52) y

la usual (4.53): .,
7= senh(ML)

§(mL,0) = cosh(mL) — cos 6 ; (4.54)
en el caso con flujo nulo, tenemos:
mL
{(mL,0) = m (4.55)

el cual para valores pequenos valores de mL se aproxima a 1, y crece linealmente
con mL cuando mL > 1. En el caso opuesto, donde el efecto del flujo es méaximo,

correspondiente a § = /2, el comportamiento es muy diferente:

émL, 7) = mTLtanh(mL), (4.56)
este tiende a cero cuadraticamente para valores pequenos de mL, y crece linealmente
para valores grandes de mL, aunque con una pendiente diferente.

Por otro lado, es interesante saber que a partir de la ecuacién (4.54), podemos
obtener un estimado de la longitud de L de la coordenada extra compactificada. Para
ello necesitamos tomar algunas consideraciones. Suponiendo que estamos dentro de la
aproximacion de flujo nulo; consideremos que la contribucién de la polarizacion del
vacio al cambio en los niveles de energia de los &tomos muédnicos es del orden del 0,5 %
[60], entonces podemos tomar &(mL,0) < 1,0001. Tal eleccién implica que la correcién
debida a una dimensién extra no presenta cambios significativos en los datos actuales.
Teniendo en cuenta estos hechos, obtenemos: L < 0,003[m]|™!, en unidades naturales;

o en unidades de metros tenemos que L < 107 m. Para tener una mayor exactitud



4.1 Dimensién extra compactificada 82

en la cota, deberfamos tomar en cuenta otros efectos que manifiesten una dependencia
fisica de las dimensiones extra.

Consideremos ahora el régimen para valores de momento muy grandes. Este régimen
estd definido mediante la condicién k* > m?, aunque k (y m) se consideran mucho
méas pequenios que L', Esto se acenttia por el hecho de que la masa de los modos
de Kaluza Klein son mas grandes que el momento del fotén. Por lo tanto tenemos la

siguiente expresion:

» 262 1 kQ
I, (k2) ~ 7/0 8 B(1 - B)In (1 + 81 —ﬁ)mgﬁ) , (4.57)
donde g
Meff = 2|sin(®/2) SmL( /2) : (4.58)

Para concluir el andlisis, también cabe mencionar que debido a la existencia de un flujo
no nulo, el comportamiento para grandes valores del momento difiere de su compor-
tamiento en la teoria QQE D341, debido a la aparicién de una masa efectiva m.ys; esta
masa debe ser muy pequena para no destruir el conocido efecto de anti apantallamiento
a pequenas distancias, siendo que L es chico, esto sélo se puede lograr con una valor
de € muy chico, es decir # < 1. Por lo tanto,

2|sin(6/2)] 9| 1

=TV K= 4.

en unidades naturales. Si L=! = A es la escala de momentos grandes impuestos por
los modos de Kaluza-Klein, y queremos que mes; sea mas pequena que la masa del
electréon, para recobrar el comportamiento esperado de la carga efectiva a pequenas

distancias; debemos pedir que:
m

]9]<<A

(4.60)

Término de quiebre de paridad

El término que rompe la invarianza de paridad, I';, se obtiene tomando en cuenta

las expresiones (4.35) y (4.31):

ie? 341, 7
T, v [ d'aF,,F,,, (4.61)

V= > ¢.; (4.62)
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la suma de esta serie es muy conocida [61],

o =t [t () (7). s

Los posibles efectos debido es este término son mas dificiles de elucidar, ya que se

requiere la existencia de un campo de gauge abeliano en una variedad no trivial.

4.2. Polarizacién del vacio para fermiones confina-

dos

En esta seccion estudiaremos las propiedades a un loop del tensor de polarizacién del
vacio 11, para un campo fermidnico sin masa, confinado a una regiéon M, definido por
la condicion 0 < z3 < e. Concretamente, consideraremos un campo de Dirac euclideano
no masivo en 3 + 1 dimensiones, que satisface condiciones de borde de bag model [62],
es decir, corriente normal nula, sobre dos planos estaticos en x3 = 0 y 3 = €. Las
coordenadas euclideanas estan denotadas por los subindices pu,v = 0,1,2, 3.

El hecho de que el campo de Dirac esté confinado a la region entre las dos placas
(espejos), implica que 11, se anula identicamente fuera de 0 < x5 < e. Si tuvieramos
fermiones fuera de la regién de confinamiento (z3 < 0, por ejemplo), II,,, no se anularfa,
sin embargo, sus propiedades alli serian equivalente al caso en el que tendriamos una
sola placa (z3 = 0).

El efecto del confinamiento de los fermiones sobre la propagacién del campo de
gauge, se puede obtener integrando sobre todos los grados de libertad de los fermiones,

es decir, calculando la accién efectiva:

e LA — J DyYDrp e=Sr¥¥id)

= _ _ 4.64
[ DyDyp e=Sr(@::0) ’ ( )

donde la accién fermidnica, Sy, tiene en cuenta el acoplamiento (minimal) con el campo
de gauge como también las condiciones de borde de bag model.

Las condiciones de borde se implementan de acuerdo al procedimiento presentado
en [62], introduciendo términos de interaccién local en la accién, a través de potenciales
tipo delta acoplados a las formas bilineales 11); de ésta manera, el problema original
se reduce a un caso unidimensional donde los campos viven en las superficies de los
espejos. Por su puesto el propagador resultante debera estar de acuerdo con el que se
obtendria por otro método; por ejemplo, usando la expansion en multiples reflexiones
(MRE) [63-65], tal procedimiento fue usado en [66] para el célculo de II,, para un
campo de Dirac en un semiespacio.

La funciéon de Green fermiodnica en la region entre dos espejos ha sido calculada
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en [67]. Nosotros presentamos aqui una derivacion alternativa. Procediendo como en

[62], escribamos la accién fermidnica,

Sy A) = / Lo 0(0)] P+ gV(ws) + ie A)]u(a) (4.65)

con la inclusion de un “potencial” V', el cual establece dos placas en las coordenadas

x3 =0y x3 = ¢, definido de la siguiente forma:
V(zs) = 0(z3) + 6(xs —e) . (4.66)

La constante g, se fija a un valor igual a 2, para que las condiciones de borde sean las del
bag model; un valor diferente de 2 podria producir condiciones de borde “imperfectas” [62].
Las matrices 7 euclideanas, son hermiticas y satisfacen: {v,, v} =26,,.

A partir de (4.64), podemos escribir la accién efectiva,
Ij(A) = —TrIn[1 + ie(@+2V) " A] , (4.67)

cuyo desarrollo en potencias del campo A, nos permite obtener la polarizacién de
vacio, II,,,, este es el kernel que determina la forma del primer término no trivial en el

desarrollo:

I'r(A) = %/d4x/d4yAu(:U) I, (z,y) A(y) + ... . (4.68)

La forma explicita de II,,, en el espacio de coordenas, esta dado por:

I, (z,y) = —e*tr [Sr(y, 2)7,.Sr(x, v)V] , (4.69)

donde:
Sr(z,y) = (2[(@+2V) ), (4.70)

es el propagador fermiénico exacto (en el espacio de coordenadas) para e = 0, es
decir, el propagador fermiénico sin acomplamiento con el campo de gauge. La notacion
entre brackets ha sido usada para denotar la version de los operadores en el espacio de
coordenadas (en este caso, la inversa del operador @ + 2V).

Puesto que las condiciones de borde solo afectan a la coordenada x3, ain tenemos
una simetria de traslacién en las coordenadas paralelas (las coordenadas perpediculares
a la coordenada x3), x, = (xg, 21, x2); por lo tanto, Sp = Sp(z, — y,; T3, y3). Es natural
trabajar en la representacién de Fourier mixta Sp (de Sr), la cual resulta de realizar la
transformada de Fourier solamente en las coordenadas paralelas. Si p, es la coordenada
de Fourier asociada a la coordenada z,, entonces Sg(z, — y,; 3,y3) — gp(p”; x3,Y3),

representa la transformacion.
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En la representacion mixta, el problema de calcular el propagador S r, se reduce a

resolver un problema unidimensional:

[73 amg —1 ﬂu + QV(Q;?)) 5;F(pllv xs3, y3) = 5($3 - y3) . (471)

La solucion de la ecuacion diferenial lineal no homogénea, dada arriba, puede ser escrita

como la suma de dos términos:

gF(plw; €3, y3) = gg‘)) (pu; €3, yS) + fj(pu; €3, y3) ) (472)

donde el primer término, §f£), es el propagador libre fermiénico en ausencia de condi-
ciones de borde; mientras que el segundo, U, tiene en cuenta las condiciones de borde
de bag model del problema. La forma explicita de 51(;)) puede obtenerse directamente
de la funcién de Green 5}0) (x;y) para el operador de Dirac libre:

~ 1

Sl(f?) (P 23, 93) = §[Sgn($3 —Y3) 3 — Z‘g—”ﬂ e tplles=val (4.73)

Reemplazando (4.72) en (4.71), obtenemos la siguiente ecuacién implicita para U (i, 3, Y3):

(Y3 0us +1 B) Upii s, ys) = — 2V (w3) [SW (D s, ys) + Ulpixs,ys)] » (4.74)

o equivalentemente:

Ulp;xs,ys) = —2 [59(29”;933,0) SO (p;0,53) + S (py;23,0) U(p,:; 0,ys)

+ §1(U(‘))<pu;x37€) gl(g?)(p”;gyg) + gg)(pu;xg,E) [7(]9“76,3/3) : (475)

La dltima ecuacién indica que para obtener U (pi; x3,y3), primero debemos conocer
las U (p1,0,93) ¥ U (pu, €,y3). Estos asimismo, pueden obtenerse resolviendo el sistema
de dos ecuaciones que resulta de evaluar (4.75) en z3 = 0 y x3 = €, respectivamente.
Una vez que estos objetos han sido encontrados la expresion explicita para U (pi; 3, y3),
puede ser expresado como una suma de cuatro términos, ordenados de acuerdo a su

contenido de matriz ~:

Ulpiwsiys) = Uo(pisws,ys)I + Ur(pi; s, ys) (= @|Z]f_||)
+ [72(1?”; xg,ya)( — iﬂ’ys) + (73(p“,w3, Y3)7Ys (4.76)

|

donde hemos introducido cuatro funciones [7& (a=0,1,2,3), las que, para 0 < z3 < €
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y 0 < y3 < €, estan dadas por:

(70(19“;963,y3) m [€|Pn|(=’f3+y3) +e*|p”|(:v3+y372g)i| 7

Uy (p; 3, y3) _m |:€\Pu|($3*y3) +€*\p\|\(137y3)] 7

ﬁQ(pu;I?,,yg) _m [e\pul(xgﬂlg) _ e—lp‘.\(a:3+y3—26)] 7

Us(p.; 73,y3) = m [6|Pn|(333—y3) _ e—\pul(rs—ys)] ‘ (4.77)

Un célculo simple pero tedioso muestra que, efectivamente, las condiciones de borde de

bag model se verifican completamente, es decir, las siguientes ecuaciones se satisfacen:

lim (1_73)§F<p|l;x37y3) = 0

230+
xii_rg_<[+73>§F(pu§x3ay3) =0 (4.78)
(también para aquellas que corresponden a la coordenada ys).
Analicemos ahora las propiedades ultravioletas del propagador §F, definido en
(4.72). Veremos que los dos términos tienen un comportamiento muy diferente. El
primero, gl(mo), el propagador libre en ausencia de condiciones de borde, su compo-

-1

ramiento ultravioleta es bastante conocido (~ p~" en el espacio de momentos). En la

representacion de Fourier ‘mixta’ (depende de p, y 3, y3), su comportamiento va como

0
~ |pil
término U decae exponencialmente en cualquier caso, excepto cuando ambos, 3 v ys,

cuando x3 = y3, y decae exponencialmente cuando x3 # y3. Por otro lado, el

se aproximan a la misma frontera, es decir, cuando z3+y3 — 0 0 x3+y3 — 2¢. Ademas,
podemos ver que el origen de este comportamiento proviene de los términos (70 y U,
(mientras que (71 y 173 siempre decrecen exponencialmente, sin importar los valores de
T3y Y3).

Una representacion alternativa de la expresién Sg, se obtiene expandiendo en series

L. -1 . ~
los términos (62‘7’“'6 + 1) , que aparecen en las expresiones para Up:

2(n+1)|pule
62‘%'6 - = el (4.79)

n=0

Como resultado, después de algunas manipulaciones algebraicas, tenemos:

+oo
SF(Z% €3, y3) = Z (_]-)n [S](JE)) (pn; x3,Ys + 2n€)

+ 3 SI(S)(pH; x3, —Y3 + 2ne)] : (4.80)
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el cual puede interpretarse naturalmente como la representacion MRE de §F. De
aqui podemos resaltar la parte del propagador que controla el comportamiento ul-
travioleta. Puesto que todos lo términos en la suma pueden escribirse en funcién del
propagador gl([,?), es facil ver los términos que controlan el régimen de momentos grandes,
|pu|, son: n =0 (para 3 = y3 0 z3 +y3 = 0) y n = 1 (para z3 + y3 = 2¢).

Para obtener una expresién més explicita de 1I,,,, vamos a reemplazar en (4.69) los
resultados encontrados previamente para Sp. En primer lugar, dado que 11, debe ser
funcién de (z, — y,; 3, y3), podemos escribir su transformada de Fourier respecto a las

variables paralelas, del siguiente modo:

~ d3 | ~ ~
H,ul/(ku; xs3, ?13) = _62 / (27_{2_?)3 tr [SF(pm Ys, ‘7:3)7,LLSF(pH + ku; T3, y3)71/:| . (481)

El cual puede escribirse como la contribucién de cuatro términos,

ﬁuu(ku;w?nyZS) = ﬁﬁ/f(kn;x&y?)) + ﬁﬁll,](ku;x?nyS)

+ TN (ks s, ys) + 1107 (ks s, ys) (4.82)
donde:
FLE (). _ 2 [P 50 SO 483
/W( "y x37y3) - € (271')3tr 2 (pm Y3, x3)7ﬂ F (pu + 1 L3, 3/3)% ) ( . )
ﬁLUk" N2 @ §(0) . (7 L - 4.84
uv ( 1y L3, yd) - € (271')3 tr F (pm yd;-CES)PYM (pu + i1y L3, 93)% 3 ( . )
SuL o [ @ T 0 .
H#y (km xs, y3) = —¢€ (27T)3tr U(pm Y3, x3)7,uSF (pu + km €3, y3>’71/ ) (485)
T d3p|| = =
H/(i]VU(kH; T3,Y3) = —? / (27T)3tr [U(p”; Ys, xS)’VuU(pn + ki; s, ?/3)71/] . (4.86)

Reemplazando las expresiones explicitas para 5}0) y U , v evaluando las trazas, encon-

tramos que la suma IT*Y + I1Y" se anula. Por lo tanto nos quedamos con,
ﬁuy(kn; €3, y3) - ﬁﬁy(ku; xs, 93) + ﬁgy(k\l; xs, 93) ) (487)

donde: ﬁﬁy = ﬁﬁVL N ﬁgy = ﬁg,f] :

Antes de continuar con ﬁW aplicado a algunos casos particulares, veamos un efecto
relacionado: las condiciones de borde en 0 y € rompen la simetria quiral de la teoria no
confinada sin masa. Una medida local y cuantitativa de este rompimiento estd basada

en el valor de expectacién del observable bilineal, el condensado fermiénico: p(z) =

((@)(@)).
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En términos del propagador fermionico, podemos expresar p de la siguiente forma:
p(z) = —tr[Sp(z,z)] . (4.88)

Luego, tomando en cuenta la invarianza traslacional a lo largo de las coordenadas

paralelas, y la forma especifica de S r, tenemos:

o) = plen) = = [ B ulBetpsnaa)] (459

la cual se puede calcular exactamente, esto es:

7t 3+ cos(#3)

€

53 3 mm
264 sin’(™2)

plrs) = — (4.90)

Observemos que ésta expresion es simétrica respecto a x3 = <, y es finita en cualquier

€
2
lado, excepto en z3 =0y x3 = €.

A e3p

Or 0.2 0.8 1.0

-500

~1000- !
1500 i

~2000-

. : y T3
Figura 4.1: e3p como funcién de ==
€

Como puede inferiste a partir de la figura (4.1), para valores finitos de €, p(x3) di-
verge en los bordes, y tiene un valor méximo de —7*/e3 en x3 = ¢/2. Puede mostrarse
también que tiende a 0 cuando € — oo y 3 esta lejos de los bordes. Esta conce-
tracion alrededor de los bordes también se ve en la corriente de vacio inducida, j,,
para algunas configuraciones particulares del campo electromagnético. Estas corrientes

inducidas son, en la aproximacion lineal, determinadas por II,, y el campo de gauge
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A, correspondiente. En nuestras convenciones:

]u(x) = €<1/_1($)%¢($)>
- / 'y TL, () A(y) . (4.91)

y en la representacion de Fourier mixta:

Julkyas) = —i/dya M, (ks 23, ys) A, (kj;ys) - (4.92)

Evaluemos la corriente en el caso particular de un campo eléctrico estatico con inci-
dencia normal a las placas (en la direccién z3). Esto corresponde a Fy; = E, donde E

es una constante. En el gauge A3 = 0: Ay = —FEx3, y A, =0 para p # 0. Por lo tanto,

Ju = Ju(xs) = iE/dys 0,,0(0; 23, y3) ys (4.93)

usualmente, es mas conveniente trabajar en la versién de tiempo real (Minkowski), en

la que j4;, es:

Jar(zs) = —E/dy3ﬁoo(0;$3yy3)y3> (4.94)
y (para [ # 0):

Jhi(xs) = +E/dy3ﬁlo(0;m3,y3)y3. (4.95)
Dado que el sistema conserva paridad, j; = j» = 0 para los campos externos. Por

lo tanto, nos enfocamos en 53, y j3,. Recordando (4.87), vemos que estas corrientes

reciben dos contribuciones:

i) = ~E [ dyn [ty (050, )

TG (0,95 s (4:96)

y andlogamente para j3,.

Para obtener j9,, primero veamos que:

2

g (0 ) ¢ /d3 2lpllzs—ysl 9 [ 1 Pi ¢ (4.97)
oY = — e - =, .
00 @ne ) °F P? 6725 — ysl°

el cual es finita para todo x3 # ys. La integracién respecto a ys, para calcular la
corriente, produce una divergencia. Sin embargo, las condiciones de renormalizacion

usuales, nos indican que debemos usar la parte finita de Hadamard de esta integral.
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Por su parte, para I15, encontramos lo siguiente:

~ - +
H(IJJO(OWC&Z/?,) = Ml(xg p y3> +M2(x3 c y3> ) (4.98)
con
e[ 1 ¢B)
Mi(u) = ] {—i T2 1 )] ;
B 2[5 r
Mofe) = ~5| 2+ B)] (4.99)
donde:
1 cos(mu) 1 1w
F = — 1— @((z_2=
) = Shme o Sn’(ra) | 38402 {( Wy (2 2)
1
— = upp® (1= 2) = (@ (14 2) + (1 + ( ;“) } ,
1
Fv) = 5 csc?(mo) [2 sin(27v) + (1 — v) (3 + COS(QWU))] : (4.100)
d®(InT
donde ( es la funcién zeta de Riemann y 1) (z) = (2—3(2»
2
it}
e2F
A
1.0r
0.5r
3
0.6 : L0 €
-0} |
-10t !
. i . T3
Figura 4.2: —— como funcién de —
) €
€y . T3
En la figura (4.2), se grafica la forma de la funcién —== como una funcién de —

2
e €
que obtuvimos en los resultados anteriores.

Por otro lado, si consideramos j3,, bajo la misma configuracién de campo externo,
encontramos que se anula, es decir, j3, = 0. No deberfa sorprendernos que la corriente

normal se anule en los bordes, ya que las condiciones de bag model deben hacer pre-
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cisamente eso. El caso de que la corriente se anule dentro del slab debe ser considerado
como una caracteristica de la configuracién en el estado estacionario, que se alcanza
una vez que la densidad de carga tiene el patréon mostrado arriba.

El perfil de la densidad de carga mostrado arriba corresponde al caso de un campo
eléctrico normal. Para explorar una situacion un poco distinta a ésta, presentaremos
aqui una expresién exacta para la accion efectiva I'y, para un caso donde el campo
de gauge depende solamente de las coordenadas paralelas. Procediendo como en [62],

aplicado a nuestro caso, encontramos lo siguiente:
e T = det K, (4.101)
donde IC es el objeto

1+V (V = y3)e*
K= : (4.102)
(V+y)e? 14V

con

- Dy
= J-p2., v=_A1
H K 7

donde )|, es el operador de Dirac paralelo: ) = 74oDo, o = 0,1,2, y D = 0 + Aj(xy).

Después de un poco de algebra, el determinante se puede escribir en la siguiente

(4.103)

forma equivalente:

1
08 4 yye2en] | (4.104)

det & = [det(1+V)]* det |1 -

Como consecuencia, I's(A4)) recibe dos contribuciones, una que proviene del determi-
nante de (1+ V), el cual esencialmente es bidimensional e independiente de ¢; y el otro
término I'., que depende de €, es finito (debido al factor exponencial), y tiende a cero

cuando € — 00:

1
Fe(AH) = —Trlog 1- —;73

(1+V)e 2| . (4.105)

En resumen, encontramos la forma de la corriente inducida de vacio; la que muestra
que debido al campo eléctrico normal, la densidad de carga inducida se distribuye
para contrapesar el campo eléctrico externo. Obtuvimos una expresion para la accién
efectiva, que resulta de considerar una configuracion de gauge paralela que contiene

términos que representan la contribucion de ancho finito. Esta es finita y contiene

1473
2

de los modos fermionicos debido a las condiciones de borde. Ademaéas se han visto

un factor , el cual es un proyector que toma en cuenta la supresion de algunos

efectos cuanticos ante la presencia de campos eléctricos estaticos, que bien prodrian ser
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estudiados en la teoria de respuesta lineal. El efecto depende solamente de la funcién de
polarizacion del vacio, y no toma en cuenta efectos no perturbativos, como la creacion
de particulas en la presencia de un campo electromagnético externo. Ademas debido
a que el campo es estatico, no podemos ver la creacién de pares que, por ejemplo,

apareceria con un campo electrico oscilante.



Capitulo 5
Conclusiones

En una teoria de campos con dimensiones compactas, la implementacion de las
condiciones de borde constituye una parte muy importante del formalismo de la teoria.
En particular, la imposicion de condiciones de borde mediante campos auxiliares que
actian como multiplicadores de Lagrange nos ha conducido a nuevas interpretaciones
y resultados. En efecto, este hecho se ha mostrado con mayor claridad en el Capitulo 2,
donde hemos obtenido una nueva representacion de la teoria de campos a temperatura
finita. Esta representacion dual se escribe en funcién de los campos auxiliares, los cuales
tienen una dimension menor que la original, y la Accion efectiva resulta ser no local
e independiente del tiempo. La representaciéon dual tiene una interpretacion natural
como una generalizaciéon de la mecanica estadistica clasica, cuyo Hamiltoniano debe
ser modificado para incluir las correcciones cuanticas y donde los campos auxiliares
juegan un rol semejante a las coordenadas del espacio de fases en la teoria clasica. El
Hamiltoniano del sistema resulta ser normalmente ordenado, es decir la energia de vacio
se redefine como cero. Se ha mostrado que esta representacion resulta adecuada para
describir teorias de campos bosénicos y fermionicos a temperatura finita; obteniéndose
algunos objetos de la teoria, tales como la funciéon de particion y las funciones de
correlacién de dos puntos. Otra ventaja del formalismo es la ausencia de divergencias
ultravioletas, es decir, los diagramas tadpol de temperatura finita y cualquier otro
diagrama resultan ser finitos.

El efecto Casimir es otro resultado de una teoria de campos con dimensiones com-
pactas. En el Capitulo 3 se ha abordado éste tema, encontrando una férmula general
para la interaccion de Casimir de N superficies de Dirichlet. A partir de esta féormu-
la hemos analizado el efecto de no superposicién, mostrando en primer lugar el caso
simple de tres esferas. Luego, hemos mostrado una manera de medir el efecto de no
superposicion realizando un desarrollo perturbativo valido para la configuracién donde
la separacion relativa de los objetos es mayor que el tamano de los mismos; como re-

sultado, el primer orden no nulo se interpreta como la interaccién entre pares, es decir

93
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la superposicion; los signos de la no superposicién aparecen en los términos superiores,
correspondiendo a interaccién de ternas, cuaternas, etc. Se han mostrado ejemplos ex-
plicitos en dimensiones espaciales d = 1,2 y 3, solo en el primer caso es posible obtener
la serie exacta completa, mientras que para dimensiones mayores es necesario realizar
algunas simplificaciones. También hemos analizado la interaccion de Casimir de dos pla-
cas a temperatura finita, encontrando resultados exactos para dimensién 1+1, mientras
que para dimensiones mayores se obtuvieron valores para altas y bajas temperaturas.
Al incluir un término de interaccién cuartico hemos analizado el fendmeno en dos for-
mas diferentes. El primero, usando el método perturbativo usual, encontramos que la
primera correccién a la fuerza de Casimir es finita; el segundo método nos ha permitido
encontrar correcciones no perturbativas de una manera controlada, usando la funcional
generatriz exacta de temperatura finita como punto de partida.

En el Capitulo 4 analizamos la electrodindmica cuantica en 4 + 1 dimensiones,
con la dimensién extra compactificada; obteniéndo los términos que conservan y violan
paridad de la accién efectiva a orden un lazo. En particular, hemos mostrado que el flujo
de un campo magnético perpendicular al anillo de la dimensién extra, tiene efectos sobre
el tensor de polarizacién del vacio. Por ejemplo, la aparicién de una masa efectiva que
depende del pardmetro 6 (pardmetro del flujo) en el régimen de momentos grandes. Esta
masa debe ser mas pequena que la masa del electréon para obtener el comportamiento
adecuado de las cargas efectivas a distancias cortas. Por otro lado, también hemos
analizado las propiedades de la polarizacién de vacio de fermiones sin masa confinados
entre dos placas paralelas; mostrando la corriente y la densidad de carga inducida
debido a un campo eléctrico externo constante normal a las placas, obteniéndose que
la densidad de carga diverge cerca de las placas y tiene un valor maximo en el punto
medio entre las placas; esta concentracion alrededor de los bordes también es visible
para la corriente inducida, la cual es un signo de que la carga se distribuye de modo que
contraresta al campo eléctrico externo. En el caso de un campo de gauge transversal,
dependiente solamente de las coordenadas paralelas, hemos mostrado que la accién

efectiva contiene un término que depende de, €, la distancia entre las placas.
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